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AVERTISSEMENT 


Paris,  octobre  1892. 

Auguste  Comte  a  publié  le  Cours  de  Phiiosophie  po- 
sitive en  six  volumes  de  1830  à  1842;  c'est  ce  qui 
constitue  la  première  édition. 

Le  premier  volume  a  été  réimprimé  en  1852,  avec 
l'autorisation  de  l'auteur. 

Après  la  mort  d'Auguste  Comte,  M.  Littré  en  a 
donné  trois  éditions  successives  ;  la  quatrième  ou  der- 
nière, qui,  du  reste,  présente  de  nombreuses  fautes  ty- 
pographiques, est  elle-même  épuisée  depuis  assez  long- 
temps. 

Dans  cette  situation,  j'ai  pensé  qu'il  était  nécessaire 
de  réimprimer  un  tel  monument  philosophique,  qu'il 
était  devenu  très  difficile  de  se  procurer. 

J'ai  donc  décidé  la  publication  du  Cours  de  Pkilo- 
sop/iie  posifirr,  doiil  les  six  voUinies  paraîiroiil  succès- 
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sivcmciil.  L'(''(lili()M  sci'ji  slriclciiu'iil  coiiformo  à  la  prc- 
niiJ'rc,  la  seule  (jiii  ail  paru  du  vivant  de  l'auteur. 

M.  (iliailes  Jeaunollc  a  bieu  voulu  se  charger  de 
la  correcliou  des  épreuves  du  premier  volume,  cou- 
leiiaiil  la  Plùlo^iophie  mathématique. 

Pierre  LAFFrnE. 

Paris,  10,  rue  Moiisicur-lc-PriiiCL;. 
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J>aris,  le      novembre  1829. 


AVERTISSEMENT 


DE  L'AUTEUU 


POUR  LA  PREMIÈRE  ÉDITION 


Ce  cours,  résultat  général  de  tous  mes  travaux,  depuis 
ma  sortie  de  l'Ecole  Polytechnique  en  1816,  fut  ouvert 
pour  la  première  fois  en  avril  1826  Après  un  petit 
nombre  de  séances,  une  maladie  grave  m'empêcha,  à 
cette  époque,  de  poursuivre  une  entreprise  encourag'ée, 
dès  sa  naissance,  par  les  suffrages  de  plusieurs  savants 
du  premier  ordre,  parmi  lesquels  je  pouvais  citer  dès-lors 
MM.  Alexandre  de  llumboldt,  de  Blainville  et  Poinsot, 
membres  de  l'Académie  des  Sciences,  qui  voulurent 
bien  suivre  avec  un  intérêt  soutenu  l'exposition  de  mes 
idées.  J'ai  refait  ce  cours  en  entier  l'hiver  dernier,  à 
partir  du  i  janvier  1829,  devant  un  auditoire  dont 
avaient  daigné  faire  partie  M.  Fourier,  secrétaire  per- 
pétuel de  l'Académie  des  Sciences,  MM.  de  Bhiinville, 
Poinsot,  Navier  membres  de  la  même  Académie,  MM.  les 
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inorcssciii's  Rroiissais,  Esijiiii'ol ,  lîiiiol ,  t4c. ,  auxquels  je 
(li'is  ici  IrinoiiiiuM-  |)ubli(|ucmoul  nui  rccouuaissancc 
pour  laiiKuiirrc  doul  ils  oui  accueilli  celle  uouvelle  leu- 
lative  philosopliique. 

Api  i's  m "(Mi'e  assuré  par  de  tels  suffrages  (jue  ce  cours 
poiivail  ulilemeut  recevoir  une  plus  grande  publicité, 
j'ai  cru  devoir,  à  cette  i[ileulion,  l'exposer  cet  hiver  à 
r  Athénée  royal  de  Paris,  où  il  vient  d'être  ouvert  le  9  dé- 
cembre. Le  plan  est  demeuré  complètement  le  même; 
seulement  les  convenances  de  cet  établissement  m'obli- 
gent à  restreindre  un  peu  les  développements  de  mon 
cours.  Ils  se  trouvent  tout  entiers  dans  la  publication  que 
je  fais  aujourd'hui  de  mes  leçons,  telles  qu'elles  ont  eu 
lieu  l'année  dernière. 

Pour  compléter  cette  notice  historique,  il  est  conve- 
nable de  faire  observer,  relativement  à  quelques-unes 
des  idées  fondamentales  exposées  dans  ce  cours,  que  je 
les  avais  présentées  antérieurement  dans  la  première 
partie  d'un  ouvrage  intitulé  Système  de  politique  posi- 
tive^ imprimée  à  cent  exemplaires  en  mai  1822,  et  réim- 
primée ensuite  en  avril  1824,  à  un  nombre  d'exemplaires 
plus  considérable.  Cette  première  partie  n'a  point  encore 
été  formellement  publiée,  mais  seulement  communiquée, 
par  la  voie  de  l'impression,  à  un  grand  nombre  de  savants 
et  de  philosophes  européens. 

J'ai  cru  nécessaire  de  constater  ici  la  publicité  effective 
de  ce  premier  travail,  parce  que  quelques  idées  offrant 
une  certaine  analogie  avec  une  partie  des  miennes  se 
trouvenl  exposées,  sans  aucune  mention  de  mes  re- 
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clierclies,  dans  divers  ouvrages  publiés  postcrieuremenl, 
surtout  en  ce  qui  concerne  la  réuovation  des  théories  so- 
ciales. Quoique  des  esprits  différents  aient  pu,  sans  au- 
cune communication,  comme  le  montre  souvent  l'histoire 
de  l'esprit  humain,  arriver  séparément  à  des  conceptions 
analogues  en  s'occupant  d'une  même  classe  de  travaux, 
je  devais  néanmoins  insister  sur  Fantériorité  réelle  d'un 
ouvrage  peu  connu  du  public,  afin  qu'on  ne  suppose  pas 
que  j'ai  puisé  le  germe  de  certaines  idées  dans  des  écrits 
qui  sont^  au  contraire,  plus  récents. 

Plusieurs  personnes  m'ayant  déjà  demandé  quelques 
éclaircissements  relativement  au  titie  de  ce  cours,  je 
crois  utile  d'indiquer  ici,  à  ce  sujet,  une  explication 
sommaiie. 

L'expression  philosophip  positive  étant  constamment 
employée,  dans  toute  l'étendue  de  ce  cours,  suivant  une 
acception  rigoureusement  invariable,  il  m'a  paru  superllu 
de  la  définir  autrement  que  par  l'usage  uniforme  que  j'en 
ai  toujours  fait.  La  première  leçon,  en  particulier,  peut 
être  regardée  tout  entière  comme  le  développement  delà 
définition  exacte  de  ce  que  j'appelle  la  pliilosophlc  posi- 
tive, regrette  néanmoins  d'avoir  été  obligé  d'adopter, 
à  défaut  de  tout  autre,  un  terme  comme  celui  de  philo- 
sophie^ qui  a  élé  si  abusivement  employé  dans  une  multi- 
tude d'acceptions  divei'ses.  Mais  l'adjectif /^rv.svV/^v'  pai'  le- 
(juel  j'en  modifie  le  sens  me  paraît  suffii  (^  poui-  faire  dis- 
paraître, même  au  premier  abord,  toute  é(|uivo(jU('  essou- 
tielle,  chez  ceux,  du  moins,  qui  en  coiniaissent  bien  la 
valeur.  Je  me  bornerai  donc,  dans  cet  avertissement,  à 
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(It'cl.U'iM'  j'emploie  l(i  mol  pliUosopliie  dans  l'acccp- 
lioii  (jiic  lui  (loiiiKiieiil  les  anciens,  et  parliculièrement 
Ai  islole,  comme  désignant  le  système  général  des  con- 
ce|)lions  humaines  ;  et,  en  ajoutant  le  mot  j^os/Z/i^g;,  j'an- 
nonce (jue  je  considère  cette  manière  spéciale  de  philo- 
sopher qui  consiste  à  envisager  les  théories,  dans  quelque 
ordre  d'idées  que  ce  soit,  comme  ayant  pour  objet  la 
coordination  des  faits  observés,  ce  qui  constitue  le  troi- 
sième et  dernier  état  de  la  philosophie  générale,  primiti- 
vement Ihéologique  et  ensuite  métaphysique,  ainsi  que 
je  l'explique  dès  la  première  leçon. 

Il  y  a,  sans  doute,  beaucoup  d'analogie  entre  ma  phi- 
losophie  positive  et  ce  que  les  savants  anglais  entendent, 
depuis  Newton  surtout,  par  philosopjhie  naturelle.  Mais 
je  n'ai  pas  dù  choisir  cette  dernière  dénomination,  non 
plus  que  celle  de  philosophie  des  sciences  qui  serait  peut- 
être  encore  plus  précise,  parce  que  l'une  et  l'autre  ne 
s'entendent  pas  encore  de  tous  les  ordres  de  phénomènes, 
tandis  que  \di  philosophie  positive,  dans  laquelle  je  com- 
prends l'étude  des  phénomènes  sociaux  aussi  bien  que 
de  tous  les  autres,  désigne  une  manière  uniforme  de  rai- 
sonner applicable  à  tous  les  sujets  sur  lesquels  l'esprit 
humain  peut  s'exercer.  En  outre,  Texpression  philo- 
sophie naturelle  est  usitée,  en  Angleterre,  pour  désigner 
l'ensemble  des  diverses  sciences  d'observation,  consi- 
dérées jusque  dans  leurs  spécialités  les  plus  détaillées; 
au  lieu  que  ])3ir  philosop/iie  positive,  comparée  à  sciences 
positives,  j'entends  seulement  l'étude  propre  des  généra- 
lités des  différentes  sciences,  conçues  comme  soumises 
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à  une  méthode  uniqiio^  et  comme  formant  les  diffé- 
rentes parties  d'un  plan  général  de  recherches.  Le 
terme  que  j'ai  été  conduit  à  construire  est  donc,  à  la 
fois,  plus  étendu  et  plus  restreint  que  les  dénominations, 
d'ailleurs  analogues,  quant  au  caractère  fondamental 
des  idées,  qu'on  pourrait,  de  prime  ahord,  regarder 
comme  équivalentes. 


COURS 

DE 

PHILOSOPHIE  POSITIVE 


PREMIÈRE  LEÇON 

KxpOiiKIou  du  but  de  ce  cours,  ou  considérations  générales  sur 
la  nature  et  riuiportance  de  la  philosophie  positive. 

L'objet  de  cette  première  leçon  est  d'exposer  nette- 
ment le  but  du  cours,  c'est-à-dire  de  déterminer  exacte- 
ment l'esprit  dans  lequel  seront  considérées  les  diverses 
branches  fondamentales  de  la  philosophie  naturelle,  in- 
diquées par  le  programme  sommaire  que  je  vous  ai  pré- 
senté. 

Sans  doute,  la  nature  de  ce  cours  ne  saurait  être  com- 
plètement appréciée,  de  manière  à  pouvoir  s'en  former 
une  opinion  définitive,  que  lorsque  les  diverses  particîs 
en  auront  été  successivement  développées.  Tel  est  l'in- 
convénient ord-inair(ï  des  définitions  relatives  à  des  sys- 
tèmes d'idées  très  étendus,  quand  elles  en  précèdent 
l'exposition.  Mais  les  généralités  peuvent  être  conçues 
sous  deux  aspects,  ou  comme  aperçu  d'une  doctriFie  à 
établir,  ou  comme  résumé  d'uîie  doctrine  établie.  Si 
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r'csl  s(nil(Mn(Mil  sous  ce  doiiiicr  poiiil  do  vue  qu'elles 
;u'(|ui«M('nl  loulc  Iciii-  valeur,  elles  n'en  oui,  pas  moins 
(irj;!.  sons  le  |H('mier,  une  extrême  importance,  eu  ea- 
rarlrrisaiil  di's  l'ori^iue  le  sujet  à  considérer.  Lacircons- 
ci  iplioii  i;«''ucrale  du  cliamj)  de  iu)s  reclierclies,  tracée 
a\<M'  loulc  la  sévérité  possible,  est,  pour  notre  esprit, 
un  préliminaire  particulièrement  indispensable  dans 
une  élude  aussi  vaste  et  jusqu'ici  aussi  peu  déterminée 
(juc  celle  dont  nous  allons  nous  occuper.  C'est  afin 
d'obéir  à  cette  nécessité  logique  que  je  crois  devoir  vous 
indiquer,  dès  ce  moment,  la  série  des  considérations 
fondamentales  qui  ont  donné  naissance  h  ce  nouveau 
cours,  et  qui  seront  d'ailleurs  spécialement  développées, 
dans  la  suile,  avec  toute  l'extension  que  réclame  la 
liante  importance  de  cliacune  d'elles. 

Pour  expliquer  convenablement  la  véritable  nature  et 
le  caractère  propre  de  la  philosopbie  positive,  il  est  in- 
dispensable de  jeter  d'abord  un  coup-d'œil  général  sur 
la  marcbe  progressive  de  l'esprit  bumain,  envisagée 
dans  son  ensemble  :  car  une  conception  quelconque 
ne  peut  être  bien  connue  que  par  son  bistoire. 

En  étudiant  ainsi  le  développement  total  de  l'intelli- 
gence humaine  dans  ses  diverses  sphères  d'activité,  de- 
puis son  premier  essor  le  plus  simple  jusqu'à  nos  jours,  , 
je  crois  avoir  découvert  une  grande  loi  fondamentale,  à 
laquelle  il  est  assujetti  par  une  nécessité  invariable,  et 
qui  me  semble  pouvoir  être  solidement  établie,  soit  sur 
les  preuves  rationnelles  fournies  par  la  connaissance  de 
notre  organisation,  soit  sur  les  vérifications  historiques 
résultant  d'un  examen  attentif  du  passé.   Celte  loi  con- 
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siste  en  ce  que  chacune  de  nos  conceptions  principales, 
chaque  branche  de  nos  connaissances,  passe  successive- 
ment par  trois  états  théoriques  différents  :  l'état  théolo- 
g*ique,  ou  fictif;  l'état  métaphysique,  ou  abstrait;  l'état 
scientifique,  ou  positif.  En  d'autres  termes,  l'esprit  hu- 
main, par  sa  nature,  emploie  successivement  dans  clia- 
cune  de  ses  recherches  trois  méthodes  de  philosopher, 
dont  le  caractère  est  essentiellement  différent  et  même 
radicalement  opposé  :  d'abord  la  méthode  théologique, 
ensuite  la  méthode  métaphysique,  et  enfin  la  méthode 
positive.  De  là,  trois  sortes  de  philosophies,  ou  de  sys- 
tèmes généraux  de  conceptions  sur  l'ensemble  des  phé- 
nomènes, qui  s'excluent  mutuellement  :  la  première  est 
le  point  de  départ  nécessaire  de  l'intelligence  humaine  ; 
la  troisième,  son  état  fixe  et  définitif  :  la  seconde  est  uni- 
quement destinée  à  servir  de  transition. 

Dans  l'état  théologique,  l'esprit  humain  dirigeant  es- 
sentiellement ses  recherches  vers  la  nature  intime  des 
êtres,  les  causes  premières  et  finales  de  tous  les  effets 
qui  le  frappent,  en  un  mot,  vers  les  connaissances  abso- 
lues, se  représente  les  phénomènes  comme  produits 
par  l'action  directe  et  continue  d'agents  surnaturels  plus 
ou  moins  nombreux,  dont  l'intervention  arbitraire  ex- 
plique toutes  les  anomalies  apparentes  de  l'univers. 

Dans  l'état  métaphysique,  qui  n'est  au  fond  qu'une 
simple  modification  générale  du  premier,  les  agents  sui- 
naturels  sont  remplacés  par  des  forces  abstraites,  vérita- 
bles entités  (abstractions  personnifiées)  inhérentes  aux 
divers  êli  es  du  monde,  et  conçues  comme  capables  d'en- 
gendrer |)ar  rlles-mêiuos  tous  les  phénomènes  observés. 
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floiil  rcxplicatioli  («oiisisic  aloi*s  à  assigiior  pour  chacun 
rcnlilo  (•oi'rcsj)uii(lanU'. 

Enfin,  dans  l'élal  positif,  l'cspriL  humain  reconnais- 
sant l'impossibililé  d'obtenir  des  notions  absolues,  re- 
nonce il  chercher  l'origine  et  la  destination  de  l'univers, 
«'I  à  connaître  les  causes  intimes  des  phénomènes,  pour 
s'attacher  uniquement  à  découvrir,  par  l'usage  bien 
combiné  du  raisonnement  et  de  l'observation^  leurs  lois 
effectives,  c'est-à-dire  leurs  relations  invariables  de  suc- 
cession et  de  similitude.  L'explication  des  faits,  réduite 
alors  à  ses  termes  réels,  n'est  plus  désormais  que  la 
liaison  établie  entre  les  divers  phénomènes  particuliers 
et  quelques  faits  généraux,  dont  les  progrès  de  la  science 
tendent  de  plus  en  plus  à  diminuer  le  nombre. 

Le  système  théologique  est  parvenu  à  la  plus  haute 
perfection  dont  il  soit  susceptible,  quand  il  a  substitué 
l'action  providentielle  d'un  être  unique  au  jeu  varié  des 
nombreuses  divinités  indépendantes  qui  avaient  été 
imaginées  primitivement.  De  même,  le  dernier  terme  du 
système  métaphysique  consiste  à  concevoir,  au  lieu  des 
différentes  entités  particulières,  une  seule  grande  entité 
générale,  la  nature,  envisagée  comme  la  source  unique 
de  tous  les  phénomènes.  Pareillement,  la  perfection  du 
système  positif,  vers  laquelle  il  tend  sans  cesse,  quoi- 
qu'il soit  très  probable  qu'il  ne  doive  jamais  l'atteindre, 
serait  de  pouvoir  se  représenter  tous  les  divers  phéno- 
mènes observables  comme  des  cas  particuliers  d'un  seul 
fait  général,  tel  que  celui  de  la  gravitation,  par  exemple. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  démontrer  spécialement 
celte  loi  fondamentale  du  développement  de  l'esprit  hu- 
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main,  et  d'en  déduire  les  conséquences  les  plus  impor- 
tantes. Nous  en  traiterons  directement,  avec  toute  l'ex- 
tension convenable,  dans  la  partie  de  ce  cours  relative  h 
l'étude  des  phénomènes  sociaux  (1).  Je  ne  la  considère 
maintenant  que  pour  déterminer  avec  précision  le  véri- 
table caractère  de  la  philosophie  positive,  par  opposition 
aux  deux  autres  philosophies  qui  ont  successivement 
dominé,  jusqu'à  ces  derniers  siècles,  tout  notre  système 
intellectuel.  Quant  à  présent,  afin  de  ne  pas  laisser 
entièrement  sans  démonstration  une  loi  de  cette  impor- 
tance, dont  les  applications  se  présenteront  fréquemment 
dans  toute  l'étendue  de  ce  cours,  je  dois  me  borner  à 
une  indication  rapide  des  motifs  généraux  les  plus  sen- 
sibles qui  peuvent  en  constater  l'exactitude. 

En  premier  lieu,  il  suffit,  ce  me  semble,  d'énoncer 
une  telle  loi,  pour  que  lajustesse  en  soit  immédiatement 
vérifiée  par  tous  ceux  qui  ont  quelque  connaissance  ap- 
profondie de  l'histoire  générale  des  sciences.  Il  n'en  est 
pas  une  seule,  en  effet,  parvenue  aujourd'hui  à  l'état  posi- 
tif, que  chacun  ne  puisse  aisément  se  représenter,  dans  le 
passé,  essentiellement  composée  d'abstractions  métaphy- 
siques, et,  en  remontant  encore  davantage,  tout-à-fait 
dominée  par  les  conceptions  théologiques.  Nous  aurons 
môme  malheureusement  plus  d'une  occasion  formelle  de 

(1)  Les  personnes  qui  désireraient  immédiatement  à  ce  sujet  des  éclair- 
cissements plus  étendus  pourront  consulter  utilement  trois  articles  de 
Considérations  /)lulo.sophifjucs  sur  les  sciences  et  les  savants  que  j'ai  pu- 
bliés, en  novembre  1825,  dans  un  recueil  intitulé  le  Producteur  [N^^l,  S 
et  10) ,  et  surtout  la  première  partie  de  mon  Système  de  politique  posi- 
tive, adressée,  en  avril  1824,  à  TAcadémie  des  Sciences,  et  où  j'ai  con- 
signé, pour  la  première  fois,  la  découverte  de  cette  loi. 
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iMM'oimaîlrc,  dans  les  diverses  parties  de  ce  cours,  que  les 
sciences  les  plus  |)erf'ectionnées  conservent  encore  au- 
jourd'hui ([uehjnes  traces  très  sensibles  de  ces  deux 
étals  prinn'lifs. 

(.elte  révolution  générale  de  l'esprit  humain  peut 
d'ailleurs  être  aisément  constatée  aujourd'hui,  d'une 
manière  très  sensible,  quoique  indirecte,  en  considé- 
ra ni  le  développement  de  l'intelligence  individuelle.  Le 
point  de  départ  étant  nécessairement  le  même  dans 
l'éducation  de  l'individu  que  dans  celle  de  l'espèce,  les 
diverses  prkases  principales  de  la  première  doivent  re- 
présenter les  époques  fondamentales  .de  la  seconde.  Or, 
chacun  de  nous,  en  contemplant  sa  propre  histoire,  ne 
se  souvient-il  pas  qu'il  a  été  successivement,  quant  à 
ses  notions  les  plus  importantes,  théologien  dans  son 
enfance,  métaphysicien  dans  sa  jeunesse,  et  physicien 
dans  sa  virilité?  Cette  vérification  est  facile  aujourd'hui 
pour  tous  les  hommes  au  niveau  de  leur  siècle. 

Mais,  outre  l'observation  directe,  générale  ou  indivi- 
duelle, qui  prouve  l'exactitude  de  cette  loi,  je  dois  sur- 
tout, dans  cette  indication  sommaire,  mentionner  les 
considérations  théoriques  qui  en  font  sentir  la  nécessité. 

La  plus  importante  de  ces  considérations,  puisée 
dans  la  nature  même  du  sujet,  consiste  dans  le  besoin,  à 
toute  époque,  d'une  théorie  quelconque  pour  lier  les 
faits,  combiné  avec  l'impossibilité  évidente,  pour  l'esprit 
humain  à  son  origine,  de  se  former  des  théories  d'après 
les  observations. 

Tous  les  bons  esprits  répètent,  depuis  Bacon,  qu'il  n'y 
a  de  connaissances  réelles  que  celles  qui  reposent  sur 
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des  faits  observés.  Cette  maxime  fondamentale  est  évi- 
demment incontestable,  si  on  l'applique,  comme  il 
convient,  à  l'état  viril  de  notre  intelligence.  Mais  en  se 
reportant  à  la  formation  de  nos  connaissances,  il  n'en 
est  pas  moins  certain  que  l'esprit  humain,  dans  son  état 
primitif,  ne  pouvait  ni  ne  devait  penser  ainsi.  Car,  si  d'uu 
côté  toute  théorie  positive  doit  nécessairement  être 
fondée  sur  des  observations^  il  est  également  sensible, 
d'un  autre  côté,  que,  pour  se  livrer  à  l'observation,  notre 
esprit  a  besoin  d'une  théorie  quelconque.  Si,  en  contem- 
plant les  phénomènes,  nous  ne  les  rattachions  point 
immédiatement  à  quelques  principes,  non- seulement  il 
nous  serait  impossible  de  combiner  ces  observations 
isolées,  et,  par  conséquent,  d'en  tirer  aucun  fruit,  mais 
nous  serions  même  entièrement  incapables  de  les 
retenir;  et,  le  plus  souvent,  les  faits  resteraient  ina- 
perçus  sous  nos  yeux. 

Ainsi,  pressé  entre  la  nécessité  d'observer  pour  se 
former  des  théories  réelles,  et  la  nécessité  non  moins 
impérieuse  de  se  créer  des  théories  quelconques  pour  se 
livrer  à  des  observations  suivies,  l'esprit  humain,  à  sa 
uaissance,  se  trouverait  enfermé  dans  un  cercle  vicieux 
(h)jit  il  n'aurait  jamais  eu  aucun  moyen  de  sortir,  s'il 
ne  se  fut  heureusement  ouvert  une  issue  naturelle  par 
le  développement  spontané  des  couceptions  théolo- 
giques, qui  ont  présenté  un  point  de  ralliement  à  ses 
efforts,  et  fourni  un  aliment  à  son  activité.  Tel  est,  in- 
dépendamment des  hautes  considérations  sociales  qui 
s'y  rattachent  et  que  je  ne  dois  pas  même  indiijuer  en  ce 
moment,  le  molif  fondamental  qui  démontre  la  nécessité 
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l()^i([U('  (lu  caraclèro  purement  théologique  de  la  philo- 
s<)|)liio  primitive. 

C.ollr  urccssilé  devieiil  encore  plus  sensible  en  ayant 
é^^ard  à  la  parfaite  convenance  de  la  philosophie  théolo- 
o  i(ju«'av<M'  la  nature  propre  des  recherches  sur  lesquelles 
l'ospril  humain  dans  son  enfance  concentre  si  éminem- 
moiil  toute  son  activité.  Il  est  bien  remarquable,  en 
effel,  que  les  questions  les  plus  radicalement  inacces- 
sibles à  nos  moyens,  la  nature  intime  des  êtres,  Fori- 
prine  et  la  fin  de  tous  les  phénomènes,  soient  précisé- 
ment celles  que  notre  intelligence  se  propose  par-dessus 
tout  dans  cet  état  primitif,  tous  les  problèmes  vraiment 
solubles  étant  presque  envisagés  comme  indignes  de 
méditations  sérieuses.  On  en  conçoit  aisément  la  raison  ; 
car  c'est  l'expérience  seule  qui  a  pu  nous  fournir  la  me- 
sure de  nos  forces  ;  et,  si  l'homme  n'avait  d'abord  com- 
mencé par  en  avoir  une  opinion  exagérée,  elles  n'eussent 
jamais  pu  acquérir  tout  le  développement  dont  elles 
sont  susceptibles.  Ainsi  l'exige  notre  organisation. 
Mais,  quoi  qu'il  en  soit,  représentons-nous,  autant  que 
posvsible,  cette  disposition  si  universelle  et  si  prononcée, 
et  demandons  nous  quel  accueil  aurait  reçu  à  une  telle 
époque,  en  la  supposant  formée,  la  philosophie  positive, 
dont  la  plus  haute  ambition  est  de  découvrir  les  lois  des 
phénomènes,  et  dont  le  premier  caractère  propre  est  pré- 
cisément de  regarder  comme  nécessairement  interdits  à 
la  raison  humaine  tous  ces  sublimes  mystères,  que  la 
philosophie  théologique  explique,  au  contraire,  avec  une 
si  admirable  facilité  jusque  dans  leurs  moindres  détails. 

Il  en  est  de  même  en  considérant  sous  le  point  de 
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vue  pratique  la  nature  des  recherches  qui  occupent  pri- 
mitivement l'esprit  humain.  Sous  ce  rapport,  elles 
offrent  à  l'homme  l'attrait  si  énergique  d'un  empire 
illimité  à  exercer  sur  le  monde  extérieur,  envisagé 
comme  entièrement  destiné  à  notre  usage,  et  comme 
présentant  dans  tous  ses  phénomènes  des  relations  in- 
times et  continues  avec  notre  existence.  Or,  ces  espé- 
rances chimériques,  ces  idées  exagérées  de  l'importance 
de  l'homme  dans  l'univers,  que  fait  naître  la  philosophie 
théologique,  et  que  détruit  sans  retour  la  première  in- 
fluence de  la  philosophie  positive,  sont,  à  l'origine,  un 
stimulant  indispensable,  sans  lequel  on  ne  pourrait  cer- 
tainement concevoir  que  l'esprit  humain  se  fût  déter- 
miné primitivement  à  de  pénibles  travaux. 

Nous  sommes  aujourd'hui  tellement  éloignés  de  ces 
dispositions  premières,  du  moins  quant  à  la  plupart  des 
phénomènes,  que  nous  avons  peine  à  nous  représenter 
exactement  la  puissance  et  la  nécessité  de  considérations 
semblables.  La  raison  humaine  est  maintenant  assez 
mûre  pour  que  nous  entreprenions  de  laborieuses  re- 
cberches  scientifiques,  sans  avoir  en  vue  aucun  bul 
étranger  capable  d'agir  fortement  sur  l'imagination, 
comme  celui  que  se  proposaient  les  astrologues  ou  les 
alchimistes.  Notre  activité  intellectuelle  est  suffisam- 
ment excitée  par  le  pur  espoir  de  découvrir  les  lois  des 
phénomènes,  parle  simple  désir  de  confirmer  ou  d'in- 
firmer une  théorie.  Mais  il  ne  pouvait  en  être  ainsi  dans 
l'enfance  de  l'esprit  humain.  Sans  les  attrayantes  chi- 
mères de  l'astrologie,  sans  les  énergiques  déceptions  de 
l'alchimie,  par  exemple,  où  aurions-nous  puisé  laçons- 


/ 

iO  l'HlLOSOPHlK  l'OSITIVE 

lan('(>  cl  TnrdiMii'  nécessaires  |m)iii' recueillir  les  longues 
siiilcs  (l'ohserN alions  et  d'expériences  quioni,  plus  tard, 
s(M  vi  (le  tondeiiKMil  aux  premières  théories  positives  de 
l'une  cl  l'aulre  classe  de  phénomènes? 

Olle  conditi(Mi  de  notre  développement  intellectuel  a 
('lé  viveiuenl  senlie  depuis  longtemps  par  Kepler,  pour 
rashonomie,  et  justement  appréciée  de  nos  jours  par 
Bei  tliollet,  pour  la  chimie. 

On  voit  donc,  par  cet  ensemble  de  considérations, 
(\\n\  si  la  philosophie  positive  est  le  véritable  état  défi- 
nilifdii  l'intelligence  humaine,  celui  vers  lequel  elle  a 
toujours  tendu  de  plus  en  plus,  elle  n'en  a  pas  moins  dû 
nécessairement  employer  d'abord,  et  pendant  une  longue 
suite  de  siècles,  soit  comme  méthode,  soit  comme  doc- 
trine provisoires,  la  philosophie  théologique  ;  philoso- 
phie dont  le  caractère  est  d'être  spontanée,  et,  par  cela 
même,  la  seule  possible  à  l'origine,  la  seule  aiissi  qui 
put  offrir  à  notre  esprit  naissant  un  intérêt  suffisant.  Il 
est  maintenant  très  facile  de  sentir  que,  pour  passer  de 
cette  philosophie  provisoire  à  la  philosophie  définitive, 
l'esprit  humain  a  du  naturellement  adopter,  comme 
philosophie  transitoire,  les  méthodes  et  les  doctrines 
métaphysiques.  Cette  dernière  considération  est  indis- 
pensable pour  compléter  l'aperçu  général  de  la  grande 
loi  que  j'ai  indiquée. 

On  conçoit  sans  peine,  en  effet,  que  notre  entende- 
ment, contraint  à  ne  marcher  que  par  degrés  presque 
insensibles,  ne  pouvait  passer  brusquement,  et  sans  in- 
lermédiaires,  de  la  philosophie  théologique  à  la  philo- 
sophie positive.  La  théologie  et  la  physique  sont  si  pro- 
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fondement  incompatibles,  leurs  conceptions  ont  un 
caractère  si  radicalement  opposé,  qu'avant  de  renoncer 
aux  unes  pour  employer  exclusivement  les  autres,  l'intel- 
ligence humaine  a  dû  se  servir  de  conceptions  intermé- 
diaires, d'un  caractère  bâtard,  propres,  par  cela  même, 
à  opérer  g-raduellement  la  transition.  Telle  est  la  desti- 
nation naturelle  des  conceptions  métaphysiques  :  elles 
n'ont  pas  d'autre  utilité  réelle.  En  substituant,  dans 
l'étude  des  phénomènes,  à  l'action  surnaturelle  directrice 
une  entité  correspondante  et  inséparable^  quoique  celle-ci 
ne  fût  d'abord  conçue  que  comme  une  émanation  de  la 
première,  l'homme  s'est  habitué  peu  à  peu  à  ne  considé- 
rer que  les  faits  eux-mêmes,  les  notions  de  ces  ag'ents 
métaphysiques  ayant  été  graduellement  subtilisées  au 
point  de  n'être  plus,  aux  yeux  de  tout  esprit  droit,  que 
les  noms  abstraits  des  phénomènes.  Il  est  impossible 
d'imaginer  par  quel  autre  procédé  notre  entendement 
aurait  pu  passer  des  considérations  franchement  surna- 
turelles aux  considérations  purement  naturelles,  du  ré- 
gime théologique  au  régime  positif. 

Après  avoir  ainsi  établi,  autant  que  je  puis  le  faire 
sans  entrer  dans  une  discussion  spéciale  qui  serait  dé- 
placée en  ce  moment,  la  loi  générale  du  développement 
de  l'esprit  humain,  tel  que  je  le  conçois,  il  nous  sera 
maintenant  aisé  de  déterminer  avec  précision  la  nature 
propre  de  la  j)hil()sophie  positive;  ce  qui  est  l'objet  es- 
sentiel (le  ce  discours. 

Nous  voyons,  par  ce  qui  précède,  que  le  caractère  fon- 
damental delà  philosophie  positive  est  de  regarder  tous 
les  phénomènes  comme  assujettis  à  des  lois  naturelles 
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invariables,  donl  la  découvorto  précise  et  la  réduction  au 
moindiM^  nombre  possible  sont  le  but  de  tous  nos  efforts, 
m  e()nsi(b''r;nil  comme  absolument  inaccessible  et  vide 
(le  sens  poui'  nous  la  reclierclie  de  ce  qu'on  appelle  les 
_  rat/srs,  soil  premières,  soil  finales.  Il  est  inutile  d'insis- 
ter beaucoup  sur  un  piincipe  devenu  maintenant  aussi 
familier  à  tous  ceux  qui  ont  fait  une  élude  un  peu  ap- 
profondie des  sciences  d'observation.  Gbacun  sait,  en 
effet,  que,  dans  nos  explications  positives,  même  les 
plus  parfaites,  nous  n'avons  nullement  la  prétention 
d'exposer  les  causes  génératrices  des  phénomènes,  puis- 
que nous  ne  ferions  jamais  alors  que  reculer  la  difficulté, 
mais  seulement  d'analyser  avec  exactitude  les  circons- 
tances de  leur  production,  et  de  les  rattacher  les  unes 
aux  autres  par  des  relations  normales  de  succession  et 
de  similitude. 

x4insi,  pour  en  citer  l'exemple  le  plus  admirable,  nous 
disons  que  les  phénomènes  généraux  de  l'univers  sont 
expliqués^  autant  qu'ils  puissent  l'être,  par  la  loi  de 
la  gravitation  newtonienne,  parce  que,  d'un  côté,  cette 
belle  théorie  nous  montre  toute  l'immense  variété  des 
faits  astronomiques,  comme  n'étant  qu'un  seul  et  même 
fait  envisagé  sous  divers  points  de  vue  ;  la  tendance 
constante  de  toutes  les  molécules  les  imes  vers  les 
autres  en  raison  directe  de  leurs  masses,  et  en  raison 
inverse  des  carrés  de  leurs  distances;  tandis  que,  d'un 
autre  côté,  ce  fait  général  nous  est  présenté  comme 
une  simple  extension  d'un  phénomène  qui  nous  est 
éminemment  familier,  et  que,  par  cela  seul,  nous  re- 
gardons comme  parfaitement  connu,  la  pesanteur  des 


corps  à  la  surface  de  la  terre.  Quant  à  déterminer  ce  que 
sont  en  elles-mêmes  cette  attraction  et  cette  pesanteur, 
quelles  en  sont  les  causes,  ce  sont  des  questions  que 
nous  regardons  tous  comme  insolubles,  qui  ne  sont  plus 
du  domaine  de  la  philosophie  positive,  et  que  nous  aban- 
donnons avec  raison  à  l'imag^ination  des  théologiens,  ou 
aux  subtilités  des  métaphysiciens.  La  preuve  manifeste 
de  l'impossibilité  d'obtenir  de  telles  solutions,  c'est  que, 
toutes  les  fois  qu'on  a  cherché  à  dire  à  ce  sujet  quelque 
chose  de  vraiment  rationnel,  les  plus  grands  esprits 
n'ont  pu  que  définir  ces  deux  principes  l'un  par  l'autre, 
en  disant,  pour  l'attraction,  qu'elle  n'est  autre  chose 
qu'une  pesanteur  universelle,  et  ensuite,  pour  la  pesan- 
teur, qu'elle  consiste  simplement  dans  l'attraction  ter- 
restre. De  telles  explications,  qui  font  sourire  quand  on 
prétend  à  connaître  la  nature  intime  des  choses  et  le 
mode  de  génération  des  phénomènes,  sont  cependant 
tout  ce  que  nous  pouvons  obtenir  de  plus  satisfaisant, 
en  nous  montrant  comme  identiques  deux  ordres  de  phé- 
nomènes, qui  ont  été  si  longtemps  regardés  comme 
n'ayant  aucun  rapport  entre  eux.  Aucun  esprit  juste  ne 
cherche  aujourd'hui  à  aller  plus  loin. 

Il  serait  aisé  de  multiplier  ces  exemples,  qui  se  présen- 
teront en  foule  dans  toute  la  durée  de  ce  cours,  puisque 
tel  est  maintenant  l'esprit  qui  dirige  exclusivement  les 
grandes  combinaisons  intellectuelles.  Pour  en  citer  en 
ce  moment  un  seul  parmi  les  travaux  contemporains,  je 
choisirai  la  belle  série  de  recherches  de  M.  Fourier  sur 
la  théorie  de  la  chaleur.  Elle  nous  offre  la  vérification 
très  sensible  des  remarques  générales  précédentes.  En 
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('{Tel.  dans  ce  Iravail,  dont  le  caraclère  philosophique  est 
si  ciniiuMuiiuMil  |)osilif,  h'S  lois  les  plus  imporlaules  et 
les  plus  précises  des  phénomènes  thermologiques  se 
lioiiveut  dévoilées,  sans  que  l'auleur  se  soit  enquis  une 
seule  lois  de  la  nature  intime  de  la  chaleur,  sans  qu'il 
ail  nieiilioiuu',  aulr(;ment  (|ue  pour  en  indiquer  le  vide, 
la  controverse  si  agitée  entre  les  partisans  de  la  matière 
calorifique  et  ceux  qui  font  consister  la  chaleur  dans  les 
vibrations  d'un  éther  universel.  Et  néanmoins  les  plus 
hautes  questions,  dont  plusieurs  n'avaient  mêmejamais 
été  posées,  sont  traitées  dans  cet  ouvrage,  preuve  pal- 
pable que  l'esprit  humain,  sans  se  jeter  dans  des  pro- 
blèmes inabordables,  et  en  se  restreignant  dans  les  re- 
cherches d'un  ordre  entièrement  positif,  peut  y  trouver 
un  aliment  inépuisable  à  son  activité  la  plus  pro- 
fonde. 

Après  avoir  caractérisé,  aussi  exactement  qu'il  m'est 
permis  de  le  faire  dans  cet  aperçu  général,  l'esprit  de  la 
philosophie  positive,  que  ce  cours  tout  entier  est  destiné 
à  développer,  je  dois  maintenant  examiner  à  quelle  épo- 
que de  sa  formation  elle  est  parvenue  aujourd'hui,  et  ce 
qui  reste  à  faire  pour  achever  de  la  constituer. 

A  cet  effet,  il  faut  d'abord  considérer  que  les  diffé- 
rentes branches  de  nos  connaissances  n'ont  pas  du  par- 
courir d'une  vitesse  égale  les  trois  grandes  phases  de 
leur  développement  indiquées  ci-dessus,  ni,  par  consé- 
quent, arriver  simultanément  à  l'état  positif.  Il  existe, 
sous  ce  rapport,  un  ordre  invariable  et  nécessaire,  que 
nos  divers  genres  de  conceptions  ont  suivi  et  dù  suivre 
dans  leur  j)rogression,  et  dont  la  considération  exacte 
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ost  le  complément  indispensable  de  la  loi  fondamentale 
énoncée  précédemment.  Cet  ordre  sera  le  sujet  spécial 
de  la  prochaine  leçon.  Qu'il  nous  suffise,  quanta  présent, 
de  savoir  qu'il  est  conforme  à  la  nature  diverse  des  phé- 
nomènes, et  qu'il  est  déterminé  par  leur  degré  de  généra- 
lité, de  simplicité  et  d'indépendance  réciproque,  trois 
considérations  qui,  bien  que  distinctes,  concourent  au 
même  but.  iVinsi,  les  phénomènes  astronomiques  d'abord, 
comme  étant  les  plus  généraux,  les  plus  simples,  et  les 
plus  indépendants  de  tous  les  autres,  et  successivement, 
par  les  mêmes  raisons,  les  phénomènes  de  la  physique 
terrestre  proprement  dite,  ceux  de  la  chimie,  et  enfin  les 
phénomènes  physiologiques,  ont  été  ramenés  à  des  théo- 
ries positives. 

Il  est  impossible  d'assigner  Torigine  précise  de  cette 
révolution;  car  on  en  peut  dire  avec  exactitude,  comme 
de  tous  les  autres  grands  événements  humains,  qu'elle 
s'est  accomplie  constamment  et  de  plus  en  plus,  particu- 
lièrement depuis  les  travaux  d'Aristote  et  de  l'école 
d'Alexandrie,  et  ensuite  depuis  l'introduction  des  sciences 
naturelles  dans  l'Europe  occidentale  par  les  Arabes.  Ce- 
pendant, vu  qu'il  convient  de  fixer  une  époque  pour 
empêcher  la  divagation  des  idées,  j'indiquerai  celle  du 
grand  mouvement  imprimé  à  l'esprit  humain,  il  y  a  deux 
siècles,  par  l'action  combinée  des  préceptes  de  Bacon, 
des  conceptions  de  Descartes,  et  des  découvertes  de  Ga- 
lilée, comme  le  moment  où  l'esprit  delà  philosophie  po- 
sitive a 'commencé  à  se  prononcer  dans  \o  monde,  en 
opposition  évidente  avec  l'esprit  Ihéologique  et  méta- 
physique. C'est  alors,  en  effet,  que  les  conceptions  posi- 
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livcs  se  sont  dégagcuis  luiUeraenl  de  l'alliage  supersti- 
licux  et  scohisliqiio  qui  déguisail  plus  ou  moins  le 
vérilable  caractère  de  tous  les  travaux  antérieurs. 

Depuis  cette  mémorable  époque,  le  mouvement 
d'ascension  de  la  philosophie  positive,  et  le  mouvement 
de  décade nc(î  de  la  philosophie  théologique  et  métaphy- 
si(|ue,  ont  été  extrêmement  marqués.  Ils  se  sont  enfin 
lellcment  prononcés,  qu'il  est  devenu  impossible  au- 
jourd'hui, à  tous  les  observateurs  ayant  conscience  de 
leur  siècle,  de  méconnaître  la  destination  finale  de  l'in- 
telligence humaine  pour  les  études  positives,  ainsi  que 
son  éloignement  désormais  irrévocable  pour  ces  vaines 
doctrines  et  pour  ces  méthodes  provisoires  qui  ne  pou- 
vaient convenir  qu'à  son  premier  essor.  Ainsi,  cette  ré- 
volution fondamentale  s'accomplira  nécessairement 
dans  toute  son  étendue.  Si  donc  il  lui  reste  encore 
quelque  grande  conquête  à  faire,  quelque  branche  prin- 
cipale du  domaine  intellectuel  à  envahir,  on  peut  être 
certain  que  la  transformation  s'y  opérera,  comme  elle 
s'est  effectuée  dans  toutes  les  autres.  Car  il  serait  évi- 
demment contradictoire  de  supposer  que  l'esprit  humain, 
si  disposé  à  l'unité  de  méthode,  conservât  indéfiniment, 
pour  une  seule  classe  de  phénomènes,  sa  manière  pri- 
mitive de  philosopher,  lorsqu'une  fois  il  est  arrivé  à 
adopter  pour  tout  le  reste  une  nouvelle  marche  philoso- 
phique, d'un  caractère  absolument  opposé. 

Tout  se  réduit  donc  à  une  simple  question  de  fait  :  la 
philosophie  positive,  qui,  dans  les  deux  derniers 
siècles,  a  pris  graduellement  une  si  grande  extension, 
embrasse-t-elle  aujourd'hui  tous  les  ordres  de  phéno- 
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mènes?  Il  est  évident  que  cela  n'est  point,  et  que,  par 
conséquent,  il  reste  encore  une  grande  opération  scien- 
tifique à  exécuter  pour  donner  à  la  philosophie  positive 
ce  caractère  d'universalité,  indispensable  à  sa  constitu- 
tion définitive. 

En  effet,  dans  les  quatre  catégories  principales  de  phé- 
nomènes naturels  énumérées  tout  à  l'heure,  les  phéno- 
mènes astronomiques,  physiques,  chimiques  et  physiolo- 
giques, on  remarque  une  lacune  essentielle  relative  aux 
phénomènes  sociaux,  qui,  bien  que  compris  implicite- 
ment parmi  les  phénomènes  physiologiques,  méritent, 
soit  par  leur  importance,  soit  par  les  difficultés  propres  à 
leur  étude,  de  former  une  catégorie  distincte.  Ce  der- 
nier ordre  de  conceptions,  qui  se  rapporte  aux  phéno- 
mènes les  plus  particuliers,  les  plus  compliqués,  et  les 
plus  dépendants  de  tous  les  autres,  a  dû  nécessairement, 
par  cela  seul,  se  perfectionner  plus  lentement  que  tous 
les  précédents,  même  sans  avoir  égard  aux  obstacles 
plus  spéciaux  que  nous  considérerons  plus  tard.  Quoi 
qu'il  en  soit,  il  est  évident  qu'il  n'est  point  encore  entré 
dans  le  domaine  de  la  philosophie  positive.  Les  mé- 
thodes théologiques  et  métaphysiques  qui,  relative- 
ment il  tous  les  autres  genres  de  phénomènes,  ne 
sont  plus  maintenant  employées  par  personne,  soit 
comme  moyen  d'investigation,  soit  même  seulement 
comme  moyen  d'argumentation,  sont  encore,  au  con- 
traire, exclusivement  usitées,  sous  l'un  et  l'autre  rap- 
port, pour  tout  ce  qui  concerne  les  phénomènes  sociaux, 
quoique  leur  insuffisance  à  cet  égard  soit  déjà  pleine- 
nuMil  scnlif  par  Ions  les  bons  csprils,  lass^'s  de  ces 
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vaincs  ronU'slatiolis  intorminablos  enlro  le  droit  divin 
cl  la  souvorainoté  du  peuple. 

Voilà  donc  la  grande,  mais  évidemment  la  seule  la- 
cune qu'il  s'agit  de  combler  pour  achever  de  constituer 
la  philosophie  positive.  Maintenant  que  l'esprit  humain 
a  fondé  la  physique  céleste,  la  physique  terrestre,  soit 
mécanique,  soit  chimique  ;  la  physique  organique,  soit 
végétale,  soit  animale,  il  lui  reste  à  terminer  le  système 
des  sciences  d'observation  en  fondant  la  physique  so- 
ciale. Tel  est  aujourd'hui,  sous  plusieurs  rapports  capi- 
taux, le  plus  grand  et  le  plus  pressant  besoin  de  notre 
intelligence  :  tel  est,  j'ose  le  dire,  le  premier  but  de  ce 
cours,  son  but  spécial. 

Les  conceptions  que  je  tenterai  de  présenter  relative- 
ment à  l'étude  des  phénomènes  sociaux,  et  dont  j'es- 
père que  ce  discours  laisse  déjà  entrevoir  le  germe,  ne 
sauraient  avoir  pour  objet  de  donner  immédiatement  à 
la  physique  sociale  le  même  degré  de  perfection  qu'aux 
branches  antérieures  de  la  philosophie  naturelle,  ce  qui 
serait  évidemment  chimérique,  puisque  celles-ci  offrent 
déjà  entre  elles  à  cet  égard  une  extrême  inégalité, 
d'ailleurs  inévitable.  Mais  elles  seront  destinées  à  im- 
primer à  cette  dernière  classe  de  nos  connaissances  ce 
caractère  positif  déjà  pris  par  toutes  les  autres.  Si  cette 
condition  est  une  fois  réellement  remplie,  le  système 
philosophique  des  modernes  sera  enfin  fondé  dans  son 
ensemble  ;  car  aucun  phénomène  observable  ne  saurait 
évidemment  manquer  de  rentrer  dans  quelqu'une  des 
cinq  grandes  catégories  dès  lors  établies  des  phéno- 
mènes astronomiques,  physiques,  chimiques,  physiolo- 
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giques  et  sociaux.  Toutes  nos  conceptions  fondamen- 
tales étant  devenues  homogènes,  la  philosophie  sera 
définitivement  constituée  à  Fétat  positif;  sans  jamais 
pouvoir  changer  de  caractère,  il  ne  lui  restera  qu'à  se 
développer  indéfiniment  par  les  acquisitions  toujours 
croissantes  qui  résulteront  inévitablement  de  nouvelles 
observations  ou  de  méditations  plus  profondes.  Ayant 
acquis  par  là  le  caractère  d'universalité  qui  lui  manque 
encore,  la  philosophie  positive  deviendra  capable  de  se 
substituer  entièrement,  avec  toute  sa  supériorité  natu- 
relle, à  la  philosophie  théologique  et  à  la  philosophie 
métaphysique,  dont  cette  universalité  est  aujourd'hui  la 
seule  propriété  réelle,  et  qui,  privées  d'un  tel  motif  de 
préférence,  n'auront  plus  pour  nos  successeurs  qu'une 
existence  historique. 

Le  but  spécial  de  ce  cours  étant  ainsi  exposé,  il  est 
aisé  de  comprendre  son  second  but,  son  but  général,  ce 
qui  en  fait  un  cours  de  philosophie  positive,  et  non  pas 
seulement  un  cours  de  physique  sociale. 

En  effet,  la  fondation  de  la  physique  sociale  complé- 
tant enfin  le  système  des  sciences  naturelles,  il  devient 
possible  et  même  nécessaire  de  résumer  les  diverses 
connaissances  acquises,  parvenues  alors  à  un  état  fixe 
et  homogène,  pour  les  coordonner  en  les  présentant 
comme  autant  de  branches  d'un  tronc  unique,  au  lieu 
de  continuer  à  les  concevoir  seulement  comme  autant 
de  corps  isolés.  C'est  à  cette  fin  qu'avant  de  procéder  à 
l'étude  des  phénomènes  sociaux  je  considérerai  successi- 
vement, dans  l'ordre  encyclopédique  annoncé  plus  haut, 
les  différentes  sciences  positives  déjà  formées. 
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Il  csl  suj)(M"llu,  jo  ponso,  d'avorlir  qu'il  ne  saurait  être 
(jut'slioii  ici  d'une  suite  de  cours  spéciaux  sur  chacune 
des  brandies  principales  de  la  philosophie  natureUe. 
Sans  parler  de  la  durée  matérielle  d'une  entreprise  sena- 
hlahle,  il  est  clair  qu'une  ])areille  prétention  serait  in- 
soutenable de  ma  j)art,  et  je  crois  pouvoir  ajouter  de  la 
pari  de  qui  que  ce  soit,  dans  l'élat  actuel  de  l'éducation 
humaine.  Bien  au  contraire,  un  cours  de  la  nature  de 
celui-ci  exige,  pour  être  convenablement  entendu,  une 
série  préalable  d'études  spéciales  sur  les  diverses 
sciences  qui  y  seront  envisagées.  Sans  cette  condition, 
il  est  bien  difficile  de  sentir  et  impossible  de  juger  les 
réflexions  philosophiques  dont  ces  sciences  seront  les 
sujets.  En  un  mot,  c'est  un  Cours  de  philosophie  positive, 
et  non  de  sciences  positives,  que  je  me  propose  de  faire. 
Il  s'agit  uniquement  ici  de  considérer  chaque  science 
fondamentale  dans  ses  relations  avec  le  système  positif 
tout  entier,  et  quant  à  l'esprit  qui  la  caractérise,  c'est-à- 
dire,  sous  le  double  rapport  de  ses  méthodes  essentielles 
et  de  ses  résultats  principaux.  Le  plus  souvent  même 
je  devrai  me  borner  à  mentionner  ces  derniers  d'après 
les  connaissances  spéciales  pour  tâcher  d'apprécier  leur 
importance. 

Afin  de  résumer  les  idées  relativement  au  double  but 
de  ce  cours,  je  dois  faire  observer  que  les  deux  objets, 
l'un  spécial,  l'autre  général,  que  je  me  propose, 
quoique  distincts  en  eux-mêmes,  sont  nécessairement 
inséparables.  Car,  d'un  côté,  il  serait  impossible  de 
concevoir  un  cours  de  philosophie  positive  sans  la 
fondation  de  la  physique  sociale  ;  puisqu'il  manque- 
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rait  alors  d'un  élément  essentiel,  et  que,  par  cela 
seul,  les  conceptions  ne  sauraient  avoir  ce  caractère  de 
généralité  qui  doit  en  êlre  le  principal  attribut,  et  qui 
distingue  notre  étude  actuelle  de  la  série  des  études  spé- 
ciales. D'un  autre  côté,  comment  procéder  avec  sûreté 
à  l'étude  positive  des  phénomènes  sociaux,  si  l'esprit 
n'est  d'abord  préparé  par  la  considération  approfondie 
des  méthodes  positives  déjà  jugées  pour  les  phénomènes 
moins  compliqués,  et  muni,  en  outre,  de  la  connaissanijjb 
des  lois  principales  des  phénomènes  antérieurs,  qui  tou- 
tes influent,  d'une  manière  plus  ou  moins  directe,  sur 
les  faits  sociaux  ? 

Bien  que  toutes  les  sciences  fondamentales  n'inspi- 
rent pas  aux  esprits  vulgaires  un  égal  intérêt,  il  n'en  est 
aucune  qui  doive  être  négligée  dans  une  étude  comme 
celle  que  nous  entreprenons.  Quant  à  leur  importance 
pour  le  bonheur  de  l'espèce  humaine,  toutes  sont  certai- 
nement équivalentes,  lorsqu'on  les  envisage  d'une  ma- 
nière approfondie.  Celles,  d'ailleurs,  dont  les  résultats 
présentent,  au  premier  abord,  un  moindre  intérêt  pra- 
tique, se  recommandent  éminemment,  soit  par  la  pkis 
grande  perfection  de  leurs  méthodes,  soit  comme  étant 
le  fondement  indispensabh'  de  toutes  les  autres.  (Vesl 
une  considération  sur  la([uelle  j'aurai  spécialement  occa- 
sion de  revenir  dans  la  prochaine  leçon. 

Pour  prévenir,  autant  que  possible,  toutes  les  fausses 
interprétations  qu'il  est  légitime  de  craindre  sur  la  na- 
ture d'un  cours  aussi  nouveau  que  celui-ci,  je  dois  ajou- 
ter sommairement  aux  explications  précédentes  quel- 
ques   considérations    directement    relatives    à  .  cette 
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iinivcrsalih'  connaissances  spéciales,  que  des  juges 
il  rcllecliis  poun  aienl  regarder  comme  la  tendance  de  ce 
cours,  et  qui  osl  envisagée  à  si  juste  raison  comme  tout- 
à-fait  contraire  au  véritable  esprit  de  la  philosophie  po- 
sitive. Ces  considérations  aui  ont,  d'ailleurs,  l'avantage 
f)his  important  de  présenter  cet  esprit  sous  un  nouveau 
point  de  vue,  propre  à  achever  d'en  éclaircir  la  notion 
générale. 

Dans  l'état  primitif  de  nos  connaissances  il  n'existe  au- 
cune division  régulière  parmi  nos  travaux  intellectuels  ; 
toutes  les  sciences  sont  cultivées  simultanément  par  les 
mêmes  esprits.  Ce  mode  d'organisation  des  études  hu- 
maines, d'abord  inévitable  et  même  indispensable, 
comme  nous  aurons  lieu  de  le  constater  plus  tard, 
change  peu  à  peu,  à  mesure  que  les  divers  ordres  de 
conceptions  se  développent.  Par  une  loi  dont  la  néces- 
sité est  évidente,  chaque  branche  du  système  scientifique 
se  sépare  insensiblement  du  tronc,  lorsqu'elle  a  pris 
assez  d'accroissement  pour  comporter  une  culture  isolée, 
c'est-à-dire  quand  elle  est  parvenue  à  ce  point  de  pou- 
voir occuper  à  elle  seule  l'activité  permanente  de  quel- 
ques intelligences.  C'est  à  cette  répartition  des  diverses 
sortes  de  recherches  entre  différents  ordres  de  savants, 
que  nous  devons  évidemment  le  développement  si  re- 
marquable qu'a  pris  enfin  de  nos  jours  chaque  classe 
distincte  des  connaissances  humaines,  et  qui  rend  mani- 
feste l'impossibilité,  chez  les  modernes,  de  cette  univer- 
salité de  recherches  spéciales,  si  facile  et  si  commune 
dans  les  temps  antiques.  En  un  mot,  la  division  du  tra- 
vail intellectuel,  perfectionnée  de  plus  en  plus,  est  un 
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des  attributs  caractéristiques  les  plus  importants  de  la 
philosophie  positive. 

Mais,  tout  en  reconnaissant  les  prodigieux  résultats  de 
cette  division,  tout  en  voyant  désormais  en  elle  la  véri- 
table base  fondamentale  de  l'organisation  générale  du 
monde  savant,  il  est  impossible,  d'un  autre  côté,  de 
n'être  pas  frappé  des  inconvénients  capitaux  qu'elle  en- 
gendre, dans  son  état  actuel,  par  l'excessive  particula- 
rité des  idées  qui  occupent  exclusivement  chaque  intel- 
ligence individuelle.  Ce  fâcheux  effet  est  sans  doute  iné- 
vitable jusqu'à  un  certain  point,  comme  inhérent  au 
principe  même  de  la  division;  c'est-à-dire  que,  par  au- 
cune mesure  quelconque,  nous  ne  parviendrons  jamais 
à  égaler  sous  ce  rapport  les  anciens,  chez  lesquels  une 
telle  supériorité  ne  tenait  surtout  qu'au  peu  de  dévelop- 
pement de  leurs  connaissances.  Nous  pouvons  néan- 
moins, ce  me  semble,  par  des  moyens  convenables, 
éviter  les  plus  pernicieux  effets  de  la  spécialité  exagérée, 
sans  nuire  à  l'influence  vivifiante  de  la  séparation  des 
recherches.  11  est  urgent  de  s'en  occuper  sérieusement; 
car  ces  inconvénients,  qui,  par  leur  nature,  tendent  à 
s'accroître  sans  cesse,  commencent  à  devenir  très  sen- 
sibles. De  l'aveu  de  tous,  les  divisions,  établies  pour  la 
plus  grande  perfection  de  nos  travaux,  entre  les  diverses 
branches  de  la  philosophie  naturelle,  sont  finalement 
artificielles.  N'oublions  pas  que,  nonobstant  cet  aveu, 
il  est  déjà  bien  petit  dans  le  monde  savant  l(;  nombre  des 
intelligences  embrassant  dans  leurs  conceptions  l'en- 
semble même  d'une  science  unique,  qui  n'est  cependant 
à  son  toui-  (ju'uiic  pariie  d'un  grand  loul.  La  plupart  se 
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hni  iK'iil  déjà  (Mili('r(Mii(Mil  ;i  la  considération  isolée  d'une 
SIM  I  ion  plus  (ui  moins  étendue  d'une  science  détermi- 
née, sans  s'occuper  beaucoup  de  la  relation  de  ces  tra- 
vaux parliculiers  avec  le  système  général  des  connais- 
sances posilives.  Hâtons-nous  de  remédier  au  mal, 
avant  (pril  soil  devenu  plus  grave.  Craignons  que  l'es- 
piil  lui  ma  in  ne  finisse  par  se  perdre  dans  les  travaux 
(le  délail.  Ne  nous  dissimulons  pas  que  c'est  là  essen- 
liellement  le  côté  faible  par  lequel  les  partisans  de  la  phi- 
losopliie  tbéologique  et  de  la  pbilosopliie  métapliysique 
peuvent  encore  attaquer  avec  quelque  espoir  de  succès 
la  pbilosophie  positive. 

Le  véritable  moyen  d'arrêter  l'inlluence  délétère  dont 
l'avenir  intellectuel  semble  menacé,  par  suite  d'une  trop 
grande  spécialisation  des  recherches  individuelles,  ne 
saurait  être,  évidemment,  de  revenir  à  cette  antique  con- 
fusion de  travaux,  qui  tendrait  à  faire  rétrograder  l'es- 
j)rit  humain,  et  qui  est,  d'ailleurs,  aujourd'hui  heureu- 
sement devenue  impossible.  Il  consiste,  au  contraire, 
dans  le  perfectionnement  de  la  division  du  travail  elle- 
même.  Il  suffit,  en  effet,  de  faire  de  l'étude  des  généra- 
lités scientifiques  une  grande  spécialité  de  plus.  Qu'une 
classe  nouvelle  de  savants,  préparés  par  une  éducation 
convenable,  sans  se  livrer  à  la  culture  spéciale  d'aucune 
branche  particulière  de  la  philosophie  naturelle,  s'oc- 
cupe uniquement,  en  considérant  les  diverses  sciences 
positives  dans  leur  état  actuel,  à  déterminer  exactement 
l'esprit  de  chacune  d'elles,  à  découvrir  leurs  relations  et 
leur  enchaînement,  à  résumer,  s'il  est  possible,  tous 
leurs  principes  propres  en  un  moindre  nombre  de  prin- 
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cipes  communs,  en  se  conformant  sans  cesse  aux  maxi- 
mes fondamentales  de  la  méthode  positive.  Qu'en  même 
temps,  les  autres  savants,  avant  de  se  livrer  à  leurs  spé- 
cialités respectives,  soient  rendus  aptes  désormais,  par 
une  éducation  portant  sur  l'ensemble  des  connaissances 
positives,  à  profiter  immédiatement  des  lumières  ré- 
pandues par  ces  savants  voués  à  Tétude  des  généralités,^ 
et  réciproquement  à  rectifier  leurs  résultats,  état  de  cho- 
ses dont  les  savants  actuels  se  rapprochent  visiblement 
de  jour  en  jour.  Ces  deux  grandes  conditions  une  fois 
remplies,  il  est  évident  qu'elles  peuvent  l'être,  la  divi- 
sion du  travail  dans  les  sciences  sera  poussée,  sans  au- 
cun danger,  aussi  loin  que  le  développement  des  diiversv 
ordres  de  connaissance  l'exigera.  Une  classe  distincte, 
incessamment  contrôlée  par  toutes  les  autres,  ayant 
pour  fonction  propre  et  permanente  de  lier  chaque  nou- 
velle découverte  particulière  au  système  général,  on 
n'aura  plus  à  craindre  qu'une  trop  grande  attention 
donnée  aux  détails  empêche  jamais  d'apercevoir  l'en- 
semble. En  un  mot,  l'organisation  moderne  du  monde 
savant  sera  dès  lors  complètement  fondée,  et  n'aura 
qu'à  se  développer  indéfiniment,  en  conservant  toujours 
le  même  caractère. 

Former  ainsi  de  l'étude  des  généralités  scientifiques 
une  section  distincte  du  grand  travail  intellectuel,  c'est 
simplement  étendre  l'application  du  même  principe  de 
division  qui  a  successivement  séparé  les  diverses  spécia- 
lités; car,  tant  que  les  différentes  sciences  positives  ont 
élé  peu  développées,  leurs  relations  mutuelles  ne  pou- 
vaient avoir  assez  d'importance  pour  donner  lieu,  au 
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moins  (l'iMio  manière  pernfianenle,  à  une  classe  parLicu- 
lièrc  (le  travaux,  et  en  même  temps  la  nécessité  de  cette 
nouvelle  étude  était  bien  moins  urgente.  Mais  aujour- 
d'hui chacune  des  sciences  a  pris  séparément  assez  d'ex- 
lensioii  pour  que  l'examen  de  leurs  rapports  mutuels 
puisse  donner  lieu  à  des  travaux  suivis,  en  même 
lemps  que  ce  nouvel  ordre  d'études  devient  indispen- 
sable pour  prévenir  la  dispersion  des  conceptions  hu- 
maines. 

Telle  est  la  manière  dont  je  conçois  la  destination  de 
la  philosophie  positive  dans  le  système  général  des 
sciences  positives  proprement  dites.  Tel  est,  du  moins, 
le  but  de  ce  cours. 

Maintenant  que  j'ai  essayé  de  déterminer,  aussi  exac- 
tement qu'il  m'a  été  possible  de  le  faire,  dans  ce  premier 
aperçu,  l'esprit  général  d'un  cours  de  philosophie  posi- 
tive, je  crois  devoir,  pour  imprimer  à  ce  tableau 
tout  son  caractère,  signaler  rapidement  les  principaux 
avantages  généraux  que  peut  avoir  un  tel  travail,  si  les 
conditions  essentielles  en  sont  convenablement  rem- 
plies, relativement  aux  progrès  de  l'esprit  humain.  Je 
réduirai  ce  dernier  ordre  de  considérations  à  l'indica- 
tion de  quatre  propriétés  fondamentales. 

Premièrement  l'étude  de  la  philosophie  positive,  en 
considérant  les  résultats  de  l'activité  de  nos  facultés  in- 
tellectuelles, nous  fournit  le  seul  vrai  moyen  rationnel 
de  mettre  en  évidence  les  lois  logiques  de  l'esprit 
humain,  qui  ont  été  recherchées  jusqu'ici  par  des  voies 
si  peu  propres  à  les  dévoiler. 

Pour  expliquer  convenablement  ma  pensée  à  cet 
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ég-ard,  je  dois  d'abord  rappeler  une  conception  philoso- 
phique de  la  plus  haute  importance,  exposée  par  M.  de 
Blainville  dans  la  belle  introduction  de  ses  Principes 
généraux  d'anatomie  comparée.  Elle  consiste  en  ce  que 
tout  être  actif,  et  spécialement  tout  être  vivant,  peut 
être  étudié,  dans  tous  ses  phénomènes,  sous  deux  rap- 
ports fondamentaux,  sous  le  rapport  statique  et  sous  le 
rapport  dynamique,  c'est-à-dire  comme  apte  à  agir  et 
comme  agissant  effectivement.  Il  est  clair,  en  effet,  que 
toutes  les  considérations  qu'on  pourra  présenter  rentre- 
ront nécessairement  dans  l'un  ou  l'autre  mode.  Appli- 
quons cette  lumineuse  maxime  fondamentale  à  l'étude 
des  fonctions  intellectuelles. 

Si  l'on  envisage  ces  fonctions  sous  le  point  de  vue 
statique,  leur  étude  ne  peut  consister  que  dans  la 
détermination  des  conditions  organiques  dont  elles 
dépendent  :  elle  forme  ainsi  une  partie  essentielle  de 
l'anatomie  et  de  la  physiologie.  En  les  considérant  sous 
le  point  de  vue  dynamique,  tout  se  réduit  à  étudier  la 
marche  effective  de  l'esprit  humain  en  exercice,  par 
l'examen  des  procédés  réellement  employés  pour  obtenir 
les  diverses  connaissances  exactes  qu'il  a  déjà  acquises, 
ce  qui  constitue  essentiellement  l'objet  général  de  la 
philosophie  positive,  ainsi  que  je  l'ai  définie  dans  ce 
discours.  En  un  mot,  regardant  toutes  les  théories  scien- 
tifiques comme  autant  de  grands  faits  logiques,  c'est 
uniquement  par  l'observation  approfondie  de  ces  faits 
qu'on  peut  s'élever  à  la  connaissance  des  lois  logi- 
ques. 

Telles  sont  évidemrnent  les  deux  seules  voies  géné- 
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ralos.  comph'Miionlairos  Vnno  do  Fautre,  par  lesquelles 
(Hi  puisse  arriver  à  quelques  notions  rationnelles  véri- 
tables sur  les  phénomènes  intellectuels.  On  voit  que, 
sous  aucun  rapport,  il  n'y  a  place  pour  cette  psycho- 
lofiie  illusoire,  dcn-nière  transformation  de  la  théologie, 
qu'on  tente  si  vainement  de  ranimer  aujourd'hui,  et 
qui.  sans  s'inquiéter  ni  de  l'étude  physiologique  de  nos 
organes  intellectuels,  ni  de  l'observation  des  procédés 
rationnels  qui  dirigent  effectivement  nos  diverses  re- 
cherches scientifiques,  prétend  arriver  à  la  découverte 
des  lois  fondamentales  de  l'esprit  humain,  en  le  con- 
templant en  lui-même,  c'est-à-dire  en  faisant  complète- 
ment abstraction  et  des  causes  et  des  effets. 

La  prépondérance  de  la  philosophie  positive  est  suc- 
cessivement devenue  telle  depuis  Bacon  ;  elle  a  pris  au- 
jourd'hui, indirectement,  un  si  grand  ascendant  sur  les 
esprits  même  qui  sont  demeurés  les  plus  étrangers  à 
son  immense  développement,  que  les  métaphysiciens 
livrés  à  l'étude  de  notre  intelligence  n'ont  pu  espérer  de 
ralentir  la  décadence  de  leur  prétendue  science  qu'en  se 
ravisant  pour  présenter  leurs  doctrines  comme  étant 
aussi  fondées  sur  l'observation  des  faits.  A  cette  fin,  ils 
ont  imaginé,  dans  ces  derniers  temps,  de  distinguer,  par 
une  subtilité  fort  singulière,  deux  sortes  d'observations 
d'égale  importance,  l'une  extérieure,  l'autre  intérieure, 
et  dont  la  dernière  est  uniquement  destinée  à  l'étude  des 
phénomènes  intellectuels.  Ce  n'est  point  ici  le  lieu 
d'entrer  dans  la  discussion  spéciale  de  ce  sophisme  fon- 
damental. Je  dois  me  borner  à  indiquer  la  considération 
principale  qui  prouve  clairement  que  cette  prétendue 
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conlemplation  directe  de  l'esprit  par  lui-même  est  une 
pure  illusion. 

On  croyait,  il  y  a  encore  peu  de  temps,  avoir  expliqué 
la  vision,  en  disant  que  Faction  lumineuse  des  corps 
détermine  sur  la  rétine  des  tableaux  représentatifs  des 
formes  et  des  couleurs  extérieures.  A  cela  les  physiolo- 
gistes ont  objecté  avec  raison  que,  si  c'était  comme 
images  qu'agissaient  les  impressions  lumineuses,  il  fau- 
drait un  autre  œil  pour  les  regarder.  N'en  est-il  pas 
encore  plus  fortement  de  même  dans  le  cas  présent  ? 

Il  est  sensible,  en  effet,  que,  par  une  nécessité  invin- 
cible, l'esprit  humain  peut  observer  directement  tous  les 
phénomènes,  excepté  les  siens  propres.  Car,  par  qui 
serait  faite  l'observation?  On  conçoit,  relativement  aux 
phénomènes  moraux,  que  l'homme  puisse  s'observer 
lui-même  sous  le  rapport  des  passions  qui  l'animent, 
par  cette  raison  anatomique,  que  les  organes  qui  en  sont 
le  siège  sont  distincts  de  ceux  destinés  aux  fonctions 
observatrices.  Encore  même  que  chacun  ait  eu  occasion 
de  faire  sur  lui  de  telles  remarques,  elles  ne  sauraient 
évidemment  avoir  jamais  une  grande  importance  scien- 
tifique, et  le  meilleur  moyen  de  connaître  les  passions 
sera-t-il  toujours  de  les  observer  en  dehors;  car  tout 
état  de  passion  très  prononcé,  c'est-à-dire  précisément 
celui  qu'il  serait  le  plus  essentiel  d'examiner,  est  néces- 
sairement incompatible  avec  l'état  d'observation.  Mais, 
quant  à  observer  de  la  même  manière  les  phénomènes 
intellectuels  pendant  qu'ils  s'exécutent,  il  y  a  impossi- 
bilité manifeste.  L'individu  pensant  ne  saurait  se  par- 
tagei-  en  deux,  dont  l'iui  F'ais( muerait ,  taFidis  que  l'autre 
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ici^aiderait  laisomici-,  L'orgaiK^  observé  cl  rorgane 
(>l)S(Mval('iir  étant,  dans  cas,  identiques,  comment 
l'obsorvation  pourrait-elle  avoir  lieu? 

('elle  prétondue  méthode  psychologique  est  donc  ra- 
dicalement nulle  dans  son  principe.  Aussi,  considérons 
à  quels  procédés  profondément  contradictoires  elle  con- 
(hiit  immédiatement!  D'un  côté,  on  vous  recommande 
(ki  vous  isoler,  autant  que  possible,  de  toute  sensation 
extérieure,  il  faut  surtout  vous  interdire  tout  travail  in- 
tellectuel ;  car,  si  vous  étiez  seulement  occupés  à  faire 
le  calcul  le  plus  simple,  que  deviendrait  l'observation 
intérieure?  D'^un  autre  côté,  après  avoir,  enfin,  à  force 
de  précautions,  atteint  cet  état  parfait  de  sommeil  intel- 
lectuel, vous  devrez  vous  occuper  à  contempler  les  opé- 
rations qui  s'exécuteront  dans  votre  esprit  lorsqu'il  ne 
s'y  passera  plus  rien  !  Nos  descendants  verront  sans 
doute  de  telles  prétentions  transportées  un  jour  sur  la 
scène. 

Les  résultats  d'une  aussi  étrange  manière  de  procéder 
sont  parfaitement  conformes  au  principe.  Depuis  deux 
mille  ans  que  les  métaphysiciens  cultivent  ainsi  la  psy- 
chologie, ils  n'ont  pu  encore  convenir  d'une  seule  pro- 
position intelligible  et  solidement  arrêtée.  Ils  sont, 
même  aujourd'hui,  partagés  en  une  multitude  d'écoles 
qui  disputent  sans  cesse  sur  les  premiers  éléments  de 
leurs  doctrines.  \Jobservationintérieureeii^eTLàvQ^VQS({VLe 
autant  d'opinions  divergentes  qu'il  y  a  d'individus 
croyant  s'y  livrer. 

Les  véritables  savants,  les  hommes  voués  aux  études 
positives,  en  sont  encore  à  demander  vainement  à  ces 
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psychologues  de  citer  une  seule  découverte  réelle, 
grande  ou  petite,  qui  soit  due  à  cette  méthode  si  vantée. 
Ce  n'est  pas  à  dire  pour  cela  que  tous  leurs  travaux  aient 
été  absolument  sans  aucun  résultat  relativement  aux  pro- 
grès généraux  de  nos  connaissances,  indépendamment 
du  service  éminent  qu'ils  ont  rendu  en  soutenant  l'acti- 
vité de  notre  intelligence,  à  l'époque  où  elle  ne  pouvait 
pas  avoir  d'aliment  plus  substantiel.  Mais  on  peut  affir- 
mer que  tout  ce  qui,  dans  leurs  écrits,  ne  consiste  pas, 
suivant  la  judicieuse  expression  d'un  illustre  philosophe 
positif  (M.  Cuvier),  en  métaphores  prises  pour  des  rai- 
sonnements, et  présente  quelque  notion  véritable,  au 
lieu  de  provenir  de  leur  prétendue  méthode,  a  été  ob- 
tenu par  des  observations  effectives  sur  la  marche  de 
l'esprit  humain,  auxquelles  a  dû  donner  naissance,  de 
temps  à  autre,  le  développement  des  sciences.  Encore, 
même,  ces  notions  si  clair-semées,  proclamées  avec  tant 
d'emphase,  et  qui  ne  sont  dues  qu'à  l'infidélité  des  psy- 
chologues à  leur  prétendue  méthode,  se  trouvent-elles 
le  plus  souvent  ou  fort  exagérées,  ou  très  incomplètes, 
et  bien  inférieures  aux  remarques  déjà  faites  sans  os- 
tentation par  les  savants  sur  les  procédés  qu'ils  em- 
ploient. Il  serait  aisé  d'en  citer  des  exemples  frappants, 
si  je  ne  craignais  d'accorder  ici  trop  d'extension  à  une 
telle  discussion  :  voyez,  entre  autres,  ce  qui  est  arrivé 
pour  la  théorie  des  signes. 

Les  considérations  que  je  viens  d'indiquer,  relative- 
ment à  la  science  logique,  sont  encore  plus  manifestes, 
quand  on  les  transporte  à  l'art  logique. 

En  effet,  lorsqu'il  s'agit,  non-seulement  de  savoir  ce 
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(juo  c'est  quo  la  méthode  positive  ,  mais  d'en  avoir  une 
coiuiaissaïu'c  assez  nette  et  assez  profonde  pour  en 
pouvoir  faire  un  usage  effectif,  c'est  en  action  qu'il  faut 
la  considérer;  ce  sont  les  diverses  grandes  applications 
déjà  vérifiées  que  l'esprit  humain  en  a  faites  qu'il  con- 
vi(Mil  d'étudier.  Kn  un  mot,  ce  n'est  évidemment  que  par 
l'examen  philosophique  des  sciences  qu'il  est  possible 
(I  y  parvenir.  La  méthode  n'est  pas  susceptible  d'être 
étudiée  séparément  des  recherches  oiielle  est  employée; 
ou,  du  moins,  ce  n'est  là  qu'une  étude  morte,  incapable 
de  féconder  l'esprit  qui  s'y  livre.  Tout  ce  qu'on  en  peut 
<lii'e  de  réel,  quand  on  l'envisage  abstraitement,  se  ré- 
duit à  des  généralités  tellement  vagues  qu'elles  ne  sau- 
raient avoir  aucune  influence  sur  le  régime  intellectuel. 
Lorsqu'on  a  bien  établi,  en  thèse  logique,  que  toutes 
nos  connaissances  doivent  être  fondées  sur  l'observa  - 
tion, que  nous  devons  procéder  tantôt  des  faits  aux 
principes,  et  tantôt  des  principes  aux  faits,  et  quelques 
autres  aphorismes  semblables,  on  connaît  beaucoup 
moins  nettement  la  méthode  que  celui  qui  a  étudié, 
d'une  manière  un  peu  approfondie,  une  seule  science 
positive,  même  sans  intention  philosophique.  C'est  pour 
avoir  méconnu  ce  fait  essentiel  que  nos  psychologues 
sont  conduits  à  prendre  leurs  rêveries  pour  de  la 
science,  croyant  comprendre  la  méthode  positive  pour 
avoir  lu  les  préceptes  de  Bacon  ou  le  discours  de  Des- 
cartes. 

J'ignore  si,  plus  tard,  il  deviendra  possible  de  faire 
à  priori  un  véritable  cours  de  méthode  tout-à-fait  indé- 
pendant de  l'étude  philosophique  des  sciences;  mais  je 
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suis  bien  convaincu  que  cela  est  inexécutable  aujour- 
d'hui, les  grands  procédés  logiques  ne  pouvant  encore 
être  expliqués  avec  la  précision  suffisante  séparément 
de  leurs  applications.  J'ose  ajouter,  en  outre,  que  lors 
même  qu'une  telle  entreprise  pourrait  être  réalisée  dans 
la  suite,  ce  qui,  en  effet,  se  laisse  concevoir,  ce  ne  serait 
jamais  néanmois  que  par  l'étude  des  applications  régu- 
lières des  procédés  scientifiques  qu'on  pourrait  parvenir 
à  se  former  un  bon  système  d'habitudes  intellectuelles  ; 
ce  qui  est  pourtant  le  but  essentiel  de  l'étude  de  la  mé- 
thode. Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce 
moment  sur  un  sujet  qui  reviendra  fréquemment  dans 
toute  la  durée  de  ce  cours,  et  à  l'égard  duquel  je  pré- 
senterai spécialement  de  nouvelles  considérations  dans 
la  prochaine  leçon. 

Tel  doit  être  le  premier  grand  résultat  direct  de  la 
philosophie  positive,  la  manifestation  par  expérience 
des  lois  que  suivent  dans  leur  accomplissement  nos  fonc- 
tions intellectuelles,  et,  par  suite,  la  connaissance  pré- 
cise des  règ^les  générales  convenables  pour  procéder  sû- 
rement à  la  recherche  de  la  vérité. 

Une  seconde  conséquence,  non  moins  importante,  et 
d'un  intérêt  bien  plus  pressant,  qu'est  nécessairement 
destiné  à  produire  aujourd'hui  l'établissement  de  la  phi- 
losophie positive  définie  dans  ce  discours,  c'est  de  pré- 
sider à  la  refonte  générale  de  notre  système  d'éduca- 
tion. 

En  effet,  déjà  les  bons  esprits  reconnaissent  unani- 
mement la  nécessité  de  remplacer  noti'e  éducation 
européenne,  encore  essentiellement  théologique,  méta- 
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si(jii('  cl  iillérairo,  pai-  iino  «Hliicalioi)  positive,  con- 
toi'ino  ;i  r(\s[)iit  de  nolr(;  époque,  et  adaptée  aux  besoins 
de  la  civilisation  moderne.  Les  tentatives  variées  qui  se 
sont  multipliées  de  plus  en  plus  depuis  un  siècle,  parti- 
culièrement dans  ces  derniers  temps,  pour  répandre  et 
pour  augmenter  sans  cesse  l'instruction  positive,  et 
auxquelles  les  divers  gouvernements  européens  se  sont 
loujours  associés  avec  empressement  quand  ils  n'en  ont 
pas  pris  l'initiative,  témoignent  assez  que,  de  toutes 
parts,  se  développe  le  sentiment  spontané  de  cette  né- 
cessité. Mais,  tout  en  secondant  autant  que  possible 
ces  utiles  entreprises,  on  ne  doit  pas  se  dissimuler  que, 
dans  l'état  présent  de  nos  idées,  elles  ne  sont  nullement 
susceptibles  d'atteindre  leur  but  principal,  la  régéné- 
ration fondamentale  de  l'éducation  générale.  Car  la 
spécialité  exclusive,  l'isolement  trop  prononcé  qui  ca- 
ractérisent encore  notre  manière  de  concevoir  et  de  cul- 
tiver les  sciences,  influent  nécessairement  à  un  liaut 
degré  sur  la  manière  de  les  exposer  dans  l'enseigne- 
ment. Qu'un  bon  esprit  veuille  aujourd'hui  étudier  les 
principales  branches  de  la  philosophie  naturelle,  afin  de 
se  former  un  système  général  d'idées  positives,  il  sera 
obligé  d'étudier  séparément  chacune  d'elles  d'après  le 
même  mode  et  dans  le  même  détail  que  s'il  voulait  de- 
venir spécialement  ou  astronome,  ou  chimiste,  etc.;  ce 
qui  rend  une  telle  éducation  presque  irnpossible  et  né- 
cessairement fort  imparfaite,  même  pour  les  plus  hautes 
intelligences  placées  dans  les  circonstances  les  plus  fa- 
vorables. Une  telle  manière  de  procéder  serait  donc 
tout-à-fait  chimérique,  relativement  à  l'éducation  géné- 
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raie.  Et  néanmoins  celle-ci  exige  absolument  un  ensem- 
ble de  conceptions  positives  sur  toutes  les  grandes  clas- 
ses de  phénomènes  naturels.  C'est  un  tel  ensemble  qui 
doit  devenir  désormais,  sur  une  échelle  plus  ou  moins 
étendue,  même  dans  les  masses  populaires,  la  base  per- 
manente de  toutes  les  combinaisons  humaines  ;  qui  doit, 
en  un  mot,  constituer  l'esprit  général  de  nos  descen- 
dants. Pour  que  la  philosophie  naturelle  puisse  achever 
la  régénération,  déjà  si  préparée,  de  notre  système  intel- 
lectuel, il  est  donc  indispensable  que  les  différentes 
sciences  dont  elle  se  compose,  présentées  à  toutes  les 
intelligences  comme  les  diverses  branches  d'un  tronc 
unique,  soient  réduites  d'abord  à  ce  qui  constitue  leur 
esprit,  c'est-à-dire,  à  leurs  méthodes  principales  et  à 
leurs  résultats  les  plus  importants.  Ce  n'est  qu'ainsi  que 
l'enseignement  des  sciences  peut  devenir  parmi  nous  la 
base  d'une  nouvelle  éducation  générale  vraiment  ration- 
nelle. Qu'ensuite  à  cette  instruction  fondamentale  s'a- 
joutent les  diverses  études  scientifiques  spéciales,  cor- 
l  espondantes  aux  diverses  éducations  spéciales  qui  doi- 
vent succéder  à  l'éducation  générale,  cela  ne  peut  évidem- 
ment être  mis  en  doute.  Mais  la  considération  essen- 
tielle que  j'ai  voulu  indiquer  ici  consiste  en  ce  que  tou- 
tes ces  spécialités,  même  péniblement  accumulées,  se- 
raient nécessairement  insuffisantes  pour  renouveler 
réellement  le  système  de  notre  éducation,  si  elles  ne  re- 
posaient sur  la  base  préalable  de  cet  enseignement  gé- 
néral, résultat  direct  de  la  philosophie  positive  définie 
dans  ce  discours. 

Non  seulement  l'étude  spéciale  des  généralités  scien- 
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litnjiK's  csl  (Ifsliiiéo  h  réorganiser  l'éducalion,  mais  ollo 
doit  aussi  conlril)uor  aux  progrès  particuliers  des  di- 
verses sciences  positives  ;  ce  qui  constitue  la  troisième 
pro|)riété  fondamentale  que  je  me  suis  proposé  de  si- 
gnaler. 

En  effet,  les  divisions  que  nous  établissons  entre  nos 
sciences,  sans  être  arbitraires,  comme  quelques-uns  le 
croyent,  sont  essentiellement  arlificielles.  En  réalité,  le 
sujet  de  toutes  nos  recliercbes  esl  un  ;  nous  ne  le  parta- 
geons que  dans  la  vue  de  séparer  les  difficultés  pour  les 
mieux  résoudre.  Il  en  résulte  plus  d'une  fois  que,  con- 
trairement à  nos  répartitions  classiques,  des  questions 
importantes  exigeraient  une  certaine  combinaison  de 
j)hisieurs  points  de  vue  spéciaux,  qui  ne  peut  guère  avoir 
lieu  dans  la  constitution  actuelle  du  monde  savant;  ce 
qui  expose  à  laisser  ces  problèmes  sans  solution  beau- 
coup plus  longtemps  qu'il  ne  serait  nécessaire.  Un  tel 
inconvénient  doit  se  présenter  surtout  pour  les  doctrines 
les  plus  essentielles  de  chaque  science  positive  en  parti- 
culier. On  en  peut  citer  aisément  des  exemples  très  mar- 
quants, que  je  signalerai  soigneusement,  à  mesure  que 
le  développement  naturel  de  ce  cours  nous  les  présen- 
tera. 

J'en  pourrais  citer,  dans  le  passé,  un  exemple  éminem- 
ment mémorable,  en  considérant  l'admirable  conception 
de  Descartes  relative  à  la  géométrie  analytique.  Cette 
découverte  fondamentale,  qui  a  changé  la  face  de  la 
science  mathématique,  et  dans  laquelle  on  doit  voir  le 
véritable  germe  de  tous  les  grands  progrès  ultérieurs, 
qu'est-elle  autre  chose  que  le  résultat  d'un  rapproche- 
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ment  établi  entre  deux  sciences ,  conçues  jusqu'alors 
d'une  manière  isolée?  Mais  l'observation  sera  plus  déci- 
sive en  la  faisant  porter  sur  des  questions  encore  pen- 
dantes. 

Je  me  bornerai  ici  à  choisir  dans  la  chimie  la  doctrine 
si  importante  des  proportions  définies.  Certainement,  la 
mémorable  discussion  élevée  de  nos  jours,  relativement 
au  principe  fondamental  de  cette  théorie,  ne  saurait  en- 
core, quelles  que  soient  les  apparences,  être  regardée 
comme  irrévocablement  terminée.  Car,  ce  n'est  pas  là, 
ce  me  semble,  une  simple  question  de  chimie.  Je  crois 
pouvoir  avancer  que,  pour  obtenir  à  cet  égard  une  déci- 
sion vraiment  définitive,  c'est-à-dire,  pour  déterminer 
si  nous  devons  regarder  comme  une  loi  de  la  nature  que 
les  molécules  se  combinent  nécessairement  en  nombres 
fixes,  il  sera  indispensable  de  réunir  le  point  de  vue  chi- 
mique avec  le  point  de  vue  physiologique.  Ce  qui  l'indi- 
que, c'est  que,  de  l'aveu  même  des  illustres  chimistes 
qui  ont  le  plus  puissamment  contribué  à  la  formation  de 
cette  doctrine,  on  peut  dire  tout  au  plus  qu'elle  se  vérifie 
constamment  dans  la  composition  des  corps  inorgani- 
ques ;  mais  elle  se  trouve  au  moins  aussi  constamment 
en  défaut  dans  les  composés  organiques,  auxquels  il 
semble  jus(iu'à  présent  tout-à-fait  impossible  de  l'éten- 
dre. Or,  avant  d'ériger  cette  théorie  en  un  principe  réel- 
lement fondamental,  ne  faudra- t-il  pas  d'abord  s'être 
rendu  compte  de  cette  immense  exception?  Ne  tiendrait- 
elle  pas  à  ce  même  caractère  général,  propre  à  tous  les 
corps  organisés,  (jui  fait  que,  dans  aucun  de  leurs  phé- 
nomènes, il  n'y  a  lieu  à  concevoir  des  nombres  inva- 
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l  i.ihics  ?  (JiKniju'il  en  soil,  un  ordre  tout  nouveau  de  coii- 
sidcrnl ions,  a))pai  lenanl  également  à  la  chimie  et  à  la 
physiologie  ,  esl  évidemment  nécessaire  pour  décider 
rinalemeni,  d'une  manière  (juelconque,  cette  grande 
(piestion  de  [)lîilosoplvie  nalurelle. 

•le  crois  convenahle  d'indiquer  encore  ici  un  second 
ex«Mnple  de  même  nature,  mais  qui,  se  rapportant  à  un 
su  jel  de  recherches  bien  plus  particulier^  esl  encore  plus 
concluant  pour  montrer  l'importance  spéciale  de  la  phi- 
losophie positive  dans  la  solution  des  questions  qui  exi- 
gent la  combinaison  de  plusieurs  sciences.  Je  le  prends 
aussi  dans  la  chimie.  Il  s'agit  de  la  question  encore  indé- 
cise, qui  consiste  à  déterminer  si  l'azote  doit  être  re- 
gardé, dans  l'clat  présent  de  nos  connaissances,  comme 
un  corps  simple  ou  comme  un  corps  composé.  Vous 
savez  par  quelles  considérations  purement  chimiques 
ri  1  lustre  Berzélius  est  parvenu  à  balancer  l'opinion  de 
presque  tous  les  chimistes  actuels,  relativement  à  la  sim- 
plicité de  ce  gaz.  Mais  ce  que  je  ne  dois  pas  négliger  de 
faire  particulièrement  remarquer,  c'est  l'influence  exer- 
cée à  ce  sujet  sur  l'esprit  de  M.  Berzélius,  comme  il  en 
fait  lui-même  le  précieux  aveu,  par  cette  observation 
physiologique,  que  les  animaux  qui  se  nourrissent  de 
matières  non  azotées  renferment  dans  la  composition  de 
leurs  tissus  tout  autant  d'azote  que  les  animaux  carni- 
vores. Il  est  clair,  en  effet,  d'après  cela,  que  pour  déci- 
der réellement  si  l'azote  est  ou  non  un  corps  simple,  il 
faudra  nécessairement  faire  intervenir  la  physiologie,  et 
combiner  avec  les  considérations  chimiques  proprement 
dites  une  série  de  recherches  neuves  sur  la  relation 
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entre  la  composition  des  corps  vivants  et  leur  mode 
d'alimentation. 

Il  serait  maintenant  superflu  de  multiplier  davantage 
les  exemples  de  ces  problèmes  de  nature  multiple,  qui  ne 
sauraient  être  résolus  que  par  l'intime  combinaison  de 
plusieurs  sciences  cultivées  aujourd'hui  d'une  manière 
tout  à  fait  indépendante.  Ceux  que  je  viens  de  citer  suf- 
fisent pour  faire  sentir,  en  général,  l'importance  de  la 
fonction  que  doit  remplir  dans  le  perfectionnement  de 
chaque  science  naturelle  en  particulier  la  philosophie 
positive,  immédiatement  destinée  à  organiser  d'une 
manière  permanente  de  telles  combinaisons,  qui  ne 
pourraient  se  former  convenablement  sans  elle. 

Enfin,  une  quatrième  et  dernière  propriété  fondamen- 
tale que  je  dois  faire  remarquer  dès  ce  moment  dans  ce 
que  j'ai  appelé  la  philosophie  positive,  et  qui  doit  sans 
doute  lui  mériter  plus  que  toute  autre  l'attention  géné- 
rale, puisqu'elle  est  aujourd'hui  la  plus  importante  pour 
la  pratique,  c'est  qu'elle  peut  être  considérée  comme  la 
seule  base  solide  de  la  réorganisation  sociale  qui  doit 
terminer  l'état  de  crise  dans  lequel  se  trouvent  depuis  si 
hmgtemps  les  nations  les  plus  civilisées.  La  dernière 
partie  de  ce  cours  sera  spécialement  consacrée  à  établir 
cette  proposition,  en  la  développant  dans  toute  son 
étendue.  Mais  l'esquisse  générale  du  grand  tableau  que 
j'ai  entrepris  d'indiquer  dans  ce  discours  manquerait 
d'un  de  ses  éléments  les  plus  caractéristiques,  si  je  né- 
gligeais de  signaler  ici  une  considération  aussi  essen- 
tielle. 

Quelques  réilexions  bien  simples  suffiront  [)oui' jusli- 
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ï'm'v  co  (|irnii('  Icllc  qualification  paraît  d'abord  présenter 
de  hop  anibilioux. 

Ci'  n'est  pas  aux  lecteurs  de  cet  ouvrage  que  je  croi- 
rai jamais  devoir  prouver  que  les  idées  gouvernent  et 
hoiilcvci  scnl  le  monde,  ou,  en  d'autres  termes,  que  tout 
le  mécanisme  social  repose  finalement  sur  des  opinions. 
Ils  savriit  surtout  que  la  grande  crise  politique  et  mo- 
rale des  sociétés  actuelles  tient,  en  dernière  analyse,  à 
l'anarchie  intellectuelle.  Notre  mal  le  plus  grave  con- 
siste, en  effet,  dans  cette  profonde  divergence  qui  existe 
maintenant  entre  tous  les  esprits  relativement  à  toutes 
les  maximes  fondamentales  dont  la  fixité  est  la  première  . 
condition  d'un  véritable  ordre  social.  Tant  que  les  intel- 
ligences individuelles  n'auront  pas  adhéré  par  un  assenti- 
ment unanime  à  un  certain  nombre  d'idées  générales 
capables  de  former  une  doctrine  sociale  commune,  on 
ne  peut  se  dissimuler  que  l'état  des  nations  restera,  de 
toute  nécessité,  essentiellement  révolutionnaire,  malgré 
tous  les  palliatifs  politiques  qui  pourront  être  adoptés, 
et  ne  comportera  réellement  que  des  institutions  provi- 
soires. 11  est  également  certain  que  si  cette  réunion  des 
esprits  dans  une  même  communion  de  principes  peut 
une  fois  être  obtenue,  les  institutions  convenables  en 
découleront  nécessairement,  sans  donner  lieu  à  aucune  se- 
cousse grave,  le  plus  grand  désordre  étant  déjà  dissipé 
par  ce  seul  fait.  C'est  donc  là  que  doit  se  porter  princi- 
palement l'attention  de  tous  ceux  qui  sentent  l'impor- 
tance d'un  état  de  choses  vraiment  normal. 

Maintenant,  du  point  de  vue  élevé  oii  nous  ont  placés 
graduellement  les  diverses  considérations  indiquées 
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dans  ce  discours,  il  est  aisé  à  la  fois  et  de  caractériser 
nettement  dans  son  intime  profondeur  l'état  présent  des 
sociétés,  et  d'en  déduire  par  quelle  voie  on  peut  le  chan- 
ger essentiellement.  En  me  rattachant  à  la  loi  fonda- 
mentale énoncée  au  commencement  de  ce  discours,  je 
crois  pouvoir  résumer  exactement  toutes  les  observa- 
tions relatives  à  la  situation  actuelle  de  la  société,  en  di- 
sant simplement  que  le  désordre  actuel  des  intelligences 
tient,  en  dernière  analyse,  à  l'emploi  simultané  des 
trois  philosophies  radicalement  incompatibles  :  la  phi- 
losophie théologique,  la  philosophie  métaphysique  et  la 
philosophie  positive.  Il  est  clair,  en  effet,  que  si  Tune 
quelconque  de  ces  trois  philosophies  obtenait  en  réalité 
une  prépondérance  universelle  et  complète,  il  y  aurait 
un  ordre  social  déterminé,  tandis  que  le  mal  consiste 
surtout  dans  l'absence  de  toute  véritable  organisation. 
C'est  la  co-existence  de  ces  trois  philosophies  opposées 
qui  empêche  absolument  de  s'entendre  sur  aucun  point 
essentiel.  Or,  si  cette  manière  de  voir  est  exacte,  il  ne 
s'agit  plus  que  de  savoir  laquelle  des  trois  philosophies 
peut  et  doit  prévaloir  par  la  nature  des  choses  ;  tout 
homme  sensé  devra  ensuite,  quelles  qu'aient  pu  être, 
avant  l'analyse  de  la  question,  ses  opinions  particu- 
lières, s'efforcer  de  concourir  à  son  triomphe.  La  re- 
cherche étant  une  fois  réduite  à  ces  termes  simples,  elle 
ne  paraît  pas  devoir  rester  longtemps  incertaine;  car  il 
est  évident,  par  toutes  sortes  de  raisons  dont  j'ai  indi- 
qué dans  ce  discours  quelques-unes  des  principales,  que 
la  philosophie  positive  est  seule  destinée  à  prévaloir  se- 
lon le  cours  ordinain;  des  choses.  Seule  elle  a  été,  de- 
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puis  mio  longue  suite  de  siècles,  constamment  en  pro- 
L;irs,  landis  que  ses  antagonistes  ont  été  constamment 
t'ii  (N'cadonce.  Que  ce  soit  à  tort  ou  à  raison,  peu  im- 
porle  ;  le  fait  général  est  incontestable,  et  il  suffit.  On 
|M'ul  le  déplorer,  mais  non  le  détruire,  ni  par  conséquent 
le  négliger,  sous  peine  de  ne  se  livrer  qu'à  des  spécula- 
lions  illusoires,  (^ette  révolution  générale  de  l'esprit 
humain  est  aujourd'hui  presque  entièrement  accomplie  : 
il  ne  reste  plus,  comme  je  l'ai  expliqué,  qu'à  compléter 
la  philosophie  positive  en  y  comprenant  l'étude  des 
|)hénomènes  sociaux,  et  ensuite  à  la  résumer  en  un  seul 
corps  de  doctrine  homogène.  Quand  ce  double  travail  sera 
suffisamment  avancé,  le  triomphe  définitif  de  la  philo- 
sophie positive  aura  lieu  spontanément  et  rétablira 
l'ordre  dans  la  société.  La  préférence  si  prononcée  que 
[tresque  tous  les  esprits,  depuis  les  plus  élevés  jus- 
qu'aux plus  vulgaires,  accordent  aujourd'hui  aux  con- 
naissances positives  sur  les  conceptions  vagues  et  mys- 
tiques, présage  assez  l'accueil  que  recevra  cette  philo- 
sf)phie,  lorsqu'elle  aura  acquis  la  seule  qualité  qui  lui 
manque  encore,  un  caractère  de  généralité  convenable. 

En  résumé,  la  philosophie  théologique  et  la  philoso- 
phie métaphysique  se  disputent  aujourd'hui  la  lâche, 
lro[)  supérieure  aux  forces  de  l'une  et  de  l'autre,  de 
réorganiser  la  société  :  c'est  entre  elles  seules  que  sub- 
siste encore  la  lutte,  sous  ce  rapport.  La  philosophie  po- 
sitive n'est  intervenue  jusqu'ici  dans  la  contestation  que 
pour  les  critiquer  toutes  deux,  et  elle  s'en  est  assez  bien 
acquittée  pour  les  discréditer  entièrement.  Mettons-la 
f'iiFiji  cji  étal  de  prendre  un  rôle  actif,  sans  nous  inquiéter 


EXPOSITION  43 

plus  long-temps  de  débats  devenus  inutiles.  Complétant  la 
vaste  opération  intellectuelle  commencée  par  Bacon,  par 
Descartes  et  par  Galilée,  construisons  directement  le  sys- 
tème d'idées  générales  que  cette  philosophie  est  désor- 
mais destinée  à  faire  indéfiniment  prévaloir  dans  l'espèce 
humaine,  et  la  crise  révolutionnaire  qui  tourmente  les 
peuples  civilisés  sera  essentiellement  terminée. 

Tels  sont  les  quatre  points  de  vue  principaux  sous 
lesquels  j'ai  cru  devoir  indiquer  dès  ce  moment  l'in- 
fluence salutaire  de  la  philosophie  positive,  pour  servir 
de  complément  essentiel  à  la  définition  générale  que  j'ai 
essayé  d'en  exposer. 

Avant  de  terminer,  je  désire  appeler  un  instant  l'at- 
tention sur  une  dernière  réflexion  qui  me  semble  conve- 
nable pour  éviter,  autant  que  possible,  qu'on  se  forme 
d'avance  une  opinion  erronée  de  la  nature  de  ce  cours. 

En  assignant  pour  but  à  la  philosophie  positive  de 
résumer  en  un  seul  corps  de  doctrine  homogène  l'en- 
semble des  connaissances  acquises,  relativement  aux 
différents  ordres  de  phénomènes  naturels,  il  était  loin 
de  ma  pensée  de  vouloir  procéder  à  l'étude  générale  de 
ces  phénomènes  en  les  considérant  tous  comme  des 
effets  divers  d'un  principe  unique,  comme  assujettis  à 
une  seule  et  même  loi.  Quoique  je  doive  traiter  spécia- 
lement cette  question  dans  la  prochaine  leçon,  je  crois 
devoir,  dès  à  présent,  en  faire  la  déclaration,  afin  de 
prévenir  les  reproches  très  mal  fondés  que  pourraient 
m'adresser  ceux  qui,  sur  un  faux  aperçu,  classeraient 
ce  cours  parmi  ces  tentatives  d'explication  universelle 
qu'on  voit  éclore  journellement  de  la  pari  d'espiils 
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<Miti«M(Mii(Mil  t'Mraiigors  aûx  méthodes  ot  aux  coiinais- 
sjuict's  s('i(Miliri(|iies.  11  no  s'agit  ici  de  rien  de  semblable  ; 
cl  I»'  dévi^loppement  de  ce  cours  en  fournira  la  preuve 
manifeste  à  tous  ceux  chez  lesquels  les  éclaircissements 
coiilenus  dans  ce  discours  auraient  pu  laisser  quelques 
(h)nles  à  cet  égard. 

Dans  ma  profonde  conviction  personnelle,  je  consi- 
dère ces  entreprises  d'explication  universelle  de  tous  les 
phénomènes  par  une  loi  unique  comme  éminemment 
chimériques,  même  quand  elles  sont  tentées  par  les 
intelligences  les  plus  compétentes.  Je  crois  que  les 
moyens  de  l'esprit  humain  sont  trop  faibles,  et  l'univers 
trop  compliqué  pour  qu'une  telle  perfection  scientifique 
soit  jamais  à  notre  portée,  et  je  pense,  d'ailleurs,  qu'on 
se  forme  généralement  une  idée  très  exagérée  des  avan- 
tages qui  en  résulteraient  nécessairement,  si  elle  était 
possible.  Dans  tous  les  cas,  il  me  semble  évident  que, 
vu  l'état  présent  de  nos  connaissances,  nous  en  sommes 
encore  beaucoup  trop  loin  pour  que  de  telles  tentatives 
puissent  être  raisonnables  avant  un  lap^  de  temps  consi- 
dérable. Car,  si  on  pouvait  espérer  d'y  parvenir,  ce  ne 
pourrait  être,  suivant  moi,  qu'en  rattachant  tous  les 
phénomènes  naturels  à  la  loi  positive  la  plus  générale 
que  nous  connaissions,  la  loi  de  la  gravitation,  qui  lie 
déjà  lous  les  phénomènes  astronomiques  à  une  partie 
de  ceux  de  la  physique  terrestre.  Laplace  a  exposé  effec- 
tivement une  conception  par  laquelle  on  pourrait  ne 
voir  dans  les  phénomènes  chimiques  que  de  simples 
rffets  moléculaires  de  l'attraction  newtonienne,  modi- 
fiée par  la  figure  et  la  position  mutuelle  des  atomes. 
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Mais,  outre  l'indétermination  dans  laquelle  resterait  pro- 
bablement toujours  cette  conception,  par  l'absence  des 
données  essentielles  relatives  à  la  constitution  intime 
des  corps,  il  est  presque  certain  que  la  difficulté  de  l'ap- 
pliquer serait  telle,  qu'on  serait  obligé  de  maintenir, 
comme  artificielle ,  la  division  aujourd'hui  établie 
comme  naturelle  entre  l'astronomie  et  la  chimie.  Aussi 
Laplace  n'a-t-il  présenté  cette  idée  que  comme  un  simple 
jeu  philosophique,  incapable  d'exercer  réellement  au- 
cune influence  utile  sur  les  prog^rès  de  la  science  chi- 
mique. Il  y  a  plus,  d'ailleurs  ;  car,  même  en  supposant 
vaincue  cette  insurmontable  difficulté,  on  n'aurait  pas 
encore  atteint  à  l'unité  scientifique,  puisqu'il  faudrait 
ensuite  tenter  de  rattacher  à  la  même  loi  l'ensemble  des 
phénomènes  physiologiques  ;  ce  qui,  certes,  ne  serait  pas 
la  partie  la  moins  difficile  de  l'entreprise.  Et,  néanmoins, 
l'hypothèse  que  nous  venons  de  parcourir  serait,  tout 
bien  considéré,  la  plus  favorable  à  cette  unité  si  désirée. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  plus  grands  détails  pour  achever 
de  convaincre  que  le  but  de  ce  cours  n'est  nullement  de 
présenter  tous  les  phénomènes  naturels  comme  étant  au 
fond  identiques,  sauf  la  variété  des  circonstances.  La 
philosophie  positive  serait  sans  doute  plus  parfaite  s'il 
pouvait  en  être  ainsi.  Mais  cette  condition  n'est  nulle- 
ment nécessaire  à  sa  formation  systématique,  non  plus 
qu'à  la  réalisation  des  grandes  et  heureuses  consé- 
quences que  nous  l'avons  vue  destinée  à  produire,  il  n'y  a 
d'unité  indispensable  pour  cela  que  l'unité  de  méthode, 
laquelle  peut  et  doit  évidemment  exister,  et  se  trouve 
déjà  établie  en  majeure  partie.  Quant  à  la  doctrine,  il 
n'est  pas  nécessaire  qu'elle  soit  une  ;  il  suffit  qu'elle  soit 
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hnmogènc.  (Vcsl  donc  sous  le  double  point  de  vue  de 
l'unilé  des  niélhodes  et  de  l'homogénéité  des  doctrines 
(]ue  nous  considérons,  dans  ce  cours,  les  différentes 
classes  de  théories  positives.  Tout  en  tendant  à  diminuer, 
le  plus  possible,  le  nombre  des  lois  générales  nécessaires 
à  l'explication  positive  des  phénomènes  naturels,  ce  qui 
est,  en  effet,  le  but  philosophique  de  la  science,  nous 
i'»*gai'derons  comme  téméraire  d'aspirer  jamais ,  même 
pour  l'avenir  le  plus  éloigné,  aies  réduire  rigoureusement 
à  une  seule. 

J'ai  tenté,  dans  ce  (Hscours,  de  déterminer,  aussi  exac- 
tement qu'il  a  été  en  mon  pouvoir,  le  but,  l'esprit  et 
l'influence  de  la  philosophie  positive.  J'ai  donc  marqué 
le  terme  vers  lequel  ont  toujours  tendu  et  tendront  sans 
cesse  tous  mes  travaux,  soit  dans  ce  cours,  soit  de  toute 
autre  manière.  Personne  n'est  plus  profondément  con- 
vaincu que  moi  de  l'insuffisance  de  mes  forces  intellec- 
tuelles, fussent-elles  même  très  supérieures  à  leur  va- 
leur réelle,  pour  répondre  à  une  tâche  aussi  vaste  et  aussi 
élevée.  Mais  ce  qui  ne  peut  être  fait  ni  par  un  seul  esprit, 
ni  en  une  seule  vie,  un  seul  peut  le  proposer  nettement. 
Telle  est  toute  mon  ambition. 

Ayant  exposé  le  véritable  but  de  ce  cours,  c'est-à-dire 
fixé  le  point  de  vue  sous  lequel  je  considérerai  les  diverses 
branches  principales  de  la  philosophie  naturelle,  je 
compléterai,  dans  la  leçon  prochaine,  ces  prolégomènes 
généraux,  en  passant  à  l'exposition  du  plan,  c'est-à-dire 
à  la  détermination  de  l'ordre  encyclopédique  qu'il  con- 
vient d'établir  entre  les  diverses  classes  des  phénomènes 
naturels,  et  par  conséquent  entre  les  sciences  positives 
correspondantes. 
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F.vposition  du  i»lan  de  ce  cours,  ou  considérations  g;énéraies  sur 
la  lilérarchie  des  sciences  positives. 

Après  avoir  caractérisé  aussi  exactement  que  possible, 
dans  la  leçon  précédente,  les  considérations  à  présenter 
dans  ce  cours  sur  toutes  les  branches  principales  de  la 
philosophie  naturelle,  il  faut  déterminer  maintenant  le 
plan  que  nous  devons  suivre,  c'est-à-dire  la  classifica- 
tion rationnelle  la  plus  convenable  à  établir  entre  les  dif- 
férentes sciences  positives  fondamentales,  pour  les  étu- 
dier successivement  sous  le  point  de  vue  que  nous  avons 
fixé.  Cette  seconde  discussion  générale  est  indispensable 
pour  achever  de  faire  connaître  dès  l'origine  le  véritable 
esprit  de  ce  cours. 

On  conçoit  aisément  d'abord  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  de 
faire  la  critique,  malheureusement  trop  facile,  des  nom- 
breuses classifications  qui  ont  été  proposées  successive- 
ment depuis  deux  siècles,  pour  le  système  général  des 
connaissances  humaines,  envisagé  dans  toute  son  éten- 
due. On  est  aujourd'hui  bien  convaincu  que  toutes  les 
échelles  encyclopédiques  construites,  comme  celles  de 
Bacon  et  de  d'Alemberl,  d'après  une  distinction  quel- 
conque des  diverses  facultés  de  l'esprit  humain,  sont  par 
cela  seul  radicalement  vicieuses,  même  quand  cette  dis- 
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liiu  lioii  n'csl  pas,  coninic  il  arrivo  souvent,  plus  subtile 
que  réelle  ;  car,  dans  chacune  de  ses  sjjlières  d'activité, 
ii(»li'e  entendement  emploie  simultanément  toutes  ses 
lai  iillés  principales.  Quant  à  toutes  les  autres  classifica- 
tions proposées,  il  suffira  d'observer  que  les  différentes 
discussions  élevées  à  ce  sujet  ont  eu  pour  résultat  défi- 
nitif de  montrer  dans  chacune  des  vices  fondamentaux, 
tellement  qu'aucune  n'a  pu  obtenir  un  assentiment  una- 
nime, et  qu'il  existe  à  cet  égard  presque  autant  d'opinions 
que  d'individus.  Ces  diverses  tentatives  ont  même  été,  en 
général,  si  mal  conçues,  qu'il  en  est  résulté  involontai- 
rement dans  la  plupart  des  bons  esprits  une  prévention 
défavorable  contre  toute  entreprise  de  ce  genre. 

Sans  nous  arrêter  davantage  sur  un  fait  si  bien  cons- 
taté, il  est  plus  essentiel  d'en  rechercher  la  cause.  Or, 
on  peut  aisément  s'expliquer  la  profonde  imperfection 
de  ces  tentatives  encyclopédiques,  si  souvent  renou- 
velées jusqu'ici.  Je  n'ai  pas  besoin  de  faire  observer  que, 
depuis  le  discrédit  général  dans  lequel  sont  tombés  les 
travaux  de  cette  nature  par  suite  du  peu  de  solidité  des 
premiers  projets,  ces  classifications  ne  sont  conçues  le 
plus  souvent  que  par  des  esprits  presque  entièrement 
étrangers  à  la  connaissance  des  objets  à  classer.  Sans 
avoir  égard  à  cette  considération  personnelle,  il  en  est 
une  beaucoup  plus  importante,  puisée  dans  la  nature 
même  du  sujet,  et  qui  montre  clairement  pourquoi  il  n'a 
pas  été  possible  jusqu'ici  de  s'élever  à  une  conception 
encyclopédique  véritablement  satisfaisante.  Elle  con- 
siste dans  le  défaut  d'homogénéité  qui  a  toujours  existé 
jusqu'à  ces  derniers  temps  entre  les  différentes  parties 
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du  système  iiitellecluei,  les  unes  étant  successivement 
devenues  positives,  tandis  que  les  autres  restaient  théo- 
logiques  ou  métaphysiques.  Dans  un  état  de  choses 
aussi  incohérent,  il  était  évidemment  impossible  d'éta- 
blir aucune  classification  rationnelle.  Comment  parvenir 
à  disposer,  dans  un  système  unique,  des  conceptions 
aussi  profondément  contradictoires?  C'est  une  difficulté 
contre  laquelle  sont  venus  échouer  nécessairement  tous 
les  classificateurs,  sans  qu'aucun  l'ait  aperçue  distincte- 
ment. Il  était  bien  sensible  néanmoins,  pour  quiconque 
eût  bien  connu  la  véritable  situatiun  de  l'esprit  humain, 
qu'une  telle  entreprise  était  prématurée,  et  qu'elle  ne 
pourrait  être  tentée  avec  succès  que  lorsque  toutes  nos 
conceptions  principales  seraient  devenues  positives. 

Cette  condition  fondamentale  pouvant  maintenant 
être  regardée  comme  remplie,  d'après  les  explications 
données  dans  la  leçon  précédente,  il  est  dès  lors  possible 
de  procéder  à  une  disposition  vraiment  rationnelle  et 
durable  d'un  système  dont  toutes  tes  parties  sont  enfin 
devenues  homogènes. 

D'un  autre  côté,  la  théorie  générale  des  classifications, 
établie  dans  ces  derniers  temps  par  les  travaux  philo- 
sophiques des  botanistes  et  des  zoologistes,  permet 
d'espérer  un  succès  réel  dans  un  semblable  travail,  en 
nous  offrant  un  guide  cerlain  par  le  véritable  principe 
fondamental  de  l'art  de  classer,  qui  n'avait  jamais  été 
conçu  distinctement  jusqu'alors.  Ce  principe  est  une 
conséquence  nécessaiie  de  la  seule  application  directe 
de  la  méthode  positive  à  la  ([ueslion  même  des  classifi- 
cations, qui,  conmif  toute  autre,  doit  être  traitée  par 
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<»l)S(M-\;il an  d'rtro  résolue  par  des  considéra- 
lions  à  priori.  11  consisle  en  ce  que  la  classification  doit 
l'essorlir  de  l'étude  même  des  objets  à  classer,  et  être 
(lélciininéc  par  les  affirrités  réelles  et  l'enchaînement 
iiahncl  (ju'ils  présenlenl,  de  telU;  sorte  que  cette  classi- 
ticalion  soil  elle-même  l'expression  du  fait  le  plus 
général,  manifesté  par  la  comparaison  approfondie  des 
objets  (ju'elle  embrasse. 

Appliquant  cette  règle  fondamentale  au  cas  actuel, 
c'est  donc  d'après  la  dépendance  mutuelle  qui  a  lieu 
effectivement  entre  les  diverses  sciences  positives  que 
nous  devons  procéder  à  leur  classification  ;  et  cette  dé- 
pendance, pour  être  réelle,  ne  peut  résulter  que  de  celle 
des  phénomènes  correspondants. 

Mais  avant  d'exécuter,  dans  un  tel  esprit  d'observa- 
lion,  cette  importante  opération  encyclopédique,  il  est 
indispensable,  pour  ne  pas  nous  égarer  dans  un  travail 
trop  étendu,  de  circonscrire  avec  plus  de  précision  que 
nous  ne  l'avons  fait  jusqu'ici  le  sujet  propre  de  la  clas- 
sification proposée. 

Tous  les  travaux  humains  sont,  ou  de  spéculation,  ou 
d'action.  Ainsi,  la  division  la  plus  générale  de  nos  con- 
naissances réelles  consiste  à  les  distinguer  en  théoriques 
et  pratiques.  Si  nous  considérons  d'abord  cette  première 
division,  il  est  évident  que  c'est  seulement  des  con- 
naissances théoriques  qu'il  doit  être  question  dans  un 
cours  de  la  nature  de  celui-ci  ;  car  il  ne  s'agit  point 
d'observer  le  système  entier  des  notions  humaines,  mais 
uniquement  celui  des  conceptions  fondamentales  sous 
les  divers  ordres  de  phénomènes,  qui  fournissent  une 
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base  solide  à  toutes  nos  autres  combinaisons  quel- 
conques, et  qui  ne  sont,  à  leur  tour,  fondées  sur  aucun 
système  intellectuel  antécédent.  Or,  dans  un  tel  travail > 
c'est  la  spéculation  qu'il  faut  considérer,  et  non  l'appli- 
cation, si  ce  n'est  en  tant  que  celle-ci  peut  éclaircir  la 
première.  C'est  là  probablement  ce  qu'entendait  Bacon, 
quoique  fort  imparfaitement,  par  cette  philosophie  pre- 
mière qu'il  indique  comme  devant  être  extraite  de  l'en- 
semble des  sciences,  et  qui  a  été  si  diversement  et  tou- 
jours si  étrang-ement  conçue  par  les  métaphysiciens  qui 
ont  entrepris  de  commenter  sa  pensée. 

Sans  doute,  quand  on  envisage  l'ensemble  complet 
des  travaux  de  tout  genre  de  l'espèce  humaine,  on  doit 
concevoir  l'étude  de  la  nature  comme  destinée  à  fournir 
la  véritable  base  rationnelle  de  l'action  de  l'homme  sur 
la  nature,  puisque  la  connaissance  des  lois  des  phéno- 
mènes, dont  le  résultat  constant  est  de  nous  les  faire 
prévoir,  peut  seule  évidemment  nous  conduire,  dans  la 
vie  active,  à  les  modifier  à  notre  avantage  les  uns  par 
les  autres.  Nos  moyens  naturels  et  directs  pour  agir  sur 
les  corps  qui  nous  entourent  sont  extrêmement  faibles, 
et  tout-à-fait  disproportionnés  à  nos  besoins.  Toutes  les 
fois  que  nous  parvenons  à  exercer  une  grande  action, 
c'est  seulement  parce  que  la  connaissance  des  lois  natu- 
relles nous  permet  d'introduire,  parmi  les  circonstances 
déterminées  sous  l'influence  desquelles  s'accomplissent 
les  divers  phénomènes,  quelques  éléments  modifica- 
teurs, qui,  quelque  faibles  qu'ils  soient  en  eux-mêmes, 
suffisent,  dans  certains  cas,  pour  faire  tourner  à  notre 
satisfaction  les  résultats  définitifs  de  l'ensemble  des 
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causes  «'.\h''ri»'iii('s.  \  ésnn\('^  scir/tcr,  (/'on  prévoyance  ; 
in-mumncc ,  d'où  (tel ion  :  telle  est  la  formule  très  simple 
(pli  ('X|)i  lme,  d'une  manière  exacte,  la  relation  générale 
(le  la  srirncr  rl  (le  Vai't,  en  prenant  ces  deux  expressions 
dans  leur  a('('('|)l ion  Inlalc. 

Mais,  malgré  rimjxn  tance  capilale  de  cette  relation, 
(|iii  Ile  doil  jamais  (Mre  méconnue,  ce  serait  se  former 
des  sciences  une  idée  bien  imparfaite  que  de  les  conce- 
voir seulement  comme  les  bases  des  arts,  et  c'est  à  quoi 
mallieureusemenl  on  n'est  que  trop  enclin  de  nos  jours. 
(Juels  que  soient  les  immenses  services  rendus  à  Vindus- 
h'ir  par  les  théories  scientifiques,  quoique,  suivant 
l'énerg-ique  expression  de  Bacon,  la  puissance  soit  né- 
cessairement proportionnée  à  la  connaissance,  nous  ne 
devons  pas  oublier  que  les  sciences  ont,  avant  tout,  une 
destination  plus  directe  et  plus  élevée,  celle  de  satisfaire 
au  besoin  fondamental  qu'éprouve  notre  intelligence  de 
connaître  les  lois  des  phénomènes.  Pour  sentir  combien 
ce  besoin  est  profond  et  impérieux,  il  suffit  de  penser 
un  instant  aux  effets  physiologiques  de  Xélonnement,  et 
<le  considérer  que  la  sensation  la  plus  terrible  que  nous 
puissions  éprouver  est  celle  qui  se  produit  toutes  les  fois 
qu'un  phénomène  nous  semble  s'accomplir  contradic- 
toircment  aux  lois  naturelles  qui  nous  sont  familières. 
Ce  besoin  de  disposer  les  faits  dans  un  ordre  que  nous 
puissions  concevoir  avec  facilité  (ce  qui  est  l'objet  propre 
de  toutes  les  théories  scientifiques)  est  tellement  inhé- 
rent à  notre  organisation  que,  si  nous  ne  parvenions 
pas  à  le  satisfaire  par  des  conceptions  positives,  nous 
retournerions  inévitablement  aux  explications  théolo- 
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giques  et  métaphysiques  auxquelles  il  a  primitivement 
donné  naissance,  comme  je  l'ai  exposé  dans  la  dernière 
leçon. 

J'ai  cru  devoir  signaler  expressément  dès  ce  moment 
une  considération  qui  se  reproduira  fréquemment  dans 
toute  la  suite  de  ce  cours,  afin  d'indiquer  la  nécessité 
de  se  prémunir  contre  la  trop  grande  influence  des  habi- 
tudes actuelles,  qui  tendent  à  empêcher  qu'on  se  forme 
des  idées  justes  et  nobles  de  l'importance  et  de  la  desti- 
nation des  sciences.  Si  la  puissance  prépondérante  de 
notre  organisation  ne  corrigeait,  même  involontaire- 
ment, dans  l'esprit  des  savants,  ce  qu'il  y  a  sous  ce  rap- 
port d'incomplet  et  d'étroit  dans  la  tendance  générale  de 
notre  époque,  l'intelligence  humaine,  réduite  à  ne  s'oc- 
cuper que  de  recherches  susceptibles  d'une  utilité  pra- 
tique immédiate,  se  trouverait  par  cela  seul,  comme  l'a 
très  justement  remarqué  Condorcet,  tout-à-fait  arrêtée 
dans  ses  progrès,  même  à  l'égard  de  ces  applications 
auxquelles  on  aurait  imprudemment  sacrifié  les  travaux 
purement  spéculatifs  ;  car  les  applications  les  plus  im- 
portantes dérivent  constamment  de  théories  formées 
dans  une  simple  intention  scientifique,  et  qui  souvent 
ont  été  cultivées  [)en(lant  plusieurs  siècles  sans  produire 
aucun  résultat  pratique.  On  en  peut  citer  un  exemple 
bien  remarquable  dans  les  belles  spéculations  des  géo- 
mètres grecs  sur  les  sections  coniques,  qui,  après  une 
longue  suite  de  générations,  ont  servi,  en  déterminant 
la  rénovation  de  l'astronomie,  à  conduire  finalement 
l'art  de  la  navigation  au  degré  de  perfectionnement 
qu'il  a  atteint  dans  ces  derniers  temps,  et  auquel  il  ne 
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sri  ail  jamais  parvenu  sans  les  travaux  si  purement  théo- 
ri(|ii('s  (rAi  clnmiulc  et  d'Apollonius  ;  tellement  que  Gon- 
(Ioi  cmH  a  })u  (lire  avec  raison  à  cet  égard  :  «  Le  matelot, 
»  qu'une  exacte  observation  de  la  longitude  préserve 
»  du  naufrage,  doit  la  vie  à  une  théorie  conçue,  deux 
«  mille  ans  auparavant,  pai' des  hommes  de  génie  qui 
«  avaient  en  vue  de  simples  spéculations  géométri- 
«  (jues.  » 

11  esl  donc  évident  qu'après  avoir  conçu,  d'une  ma- 
nière générale,  l'étude  de  la  nature  comme  servant  de 
base  rationnelle  à  l'action  sur  la  nature,  l'esprit  humain 
doit  procéder  aux  recherches  théoriques,  en  faisant 
complètement  abstraction  de  toute  considération  prati- 
que ;  car  nos  moyens  pour  découvrir  la  vérité  sont  tel- 
lement faibles  que,  si  nous  ne  les  concentrions  pas  ex- 
clusivement vers  ce  but,  et  si,  en  cherchant  la  vérité^ 
nous  nous  imposions  en  même  temps  la  condition  étran- 
gère d'y  trouver  une  utilité  pratique  immédiate,  il  nous 
serait  preque  toujours  impossible  d'y  parvenir. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain  que  l'ensemble  de  nos 
connaissances  sur  la  nature,  et  celui  des  procédés  que 
nous  en  déduisons  pour  la  modifier  à  notre  avantage, 
forment  deux  systèmes  essentiellement  distincts  par 
eux-mêmes,  qu'il  est  convenable  de  concevoir  et  de  cul- 
tiver séparément.  En  outre,  le  premier  système  étant  la 
base  du  second,  c'est  évidemment  celui  qu'il  convient 
de  considérer  d'abord  dans  une  étude  méthodique, 
même  quand  on  se  proposerait  d'embrasser  la  totalité 
des  connaissances  humaines,  tant  d'application  que  de 
spéculation.  Ce  système  théorique  meparaît  devoir  cons- 


EXPOSITION  fjo 

tituer  exclusivement  aujourd'hui  le  sujet  d'un  cours 
vraiment  rationnel  de  philosophie  positive  :  c'est  ainsi 
du  moins  que  je  le  conçois.  Sans  doute,  il  serait  possi- 
ble d'imag"iner  un  cours  plus  étendu,  portant  à  la  fois 
sur  les  généralités  théoriques  et  sur  les  généralités  pra- 
tiques. Mais  je  ne  pense  pas  qu'une  telle  entreprise, 
même  indépendamment  de  son  étendue,  puisse  être  con- 
venablement tentée  dans  l'état  présent  de  l'esprit  humain. 
Elle  me  semble,  en  effet,  exiger  préalablement  un  tra- 
vail très  important  et  d'une  nature  toute  particulière, 
qui  n'a  pas  encore  été  fait,  celui  de  former,  d'après  les 
théories  scientifiques  proprement  dites,  les  conceptions 
spéciales  destinées  à  servir  de  bases  directes  aux  procé- 
dés généraux  de  la  pratique. 

Au  degré  de  développement  déjà  atteint  par  notre 
intelligence,  ce  n'est  pas  immédiatement  que  les  scien- 
ces s'appliquent  aux  arts,  du  moins  dans  les  cas  les 
plus  parfaits  ;  il  existe  entre  ces  deux  ordres  d'idées  un 
ordre  moyen,  qui,  encore  mal  déterminé  dans  son  ca- 
ractère philosophique,  est  déjà  plus  sensible  quand  on 
considère  la  classe  sociale  qui  s'en  occupe  spécialement . 
Entre  les  savants  proprement  dits  et  les  directeurs  effec- 
tifs des  travaux  productifs  il  commence  à  se  former  de 
nos  jours  une  classe  intermédiaire,  celle  des  ingénieurs,  - 
dont  la  destination  spéciale  est  d'organiser  les  relations 
de  la  théorie  et  de  la  pratique.  Sans  avoir  aucunement  en 
vue  le  progrès  des  connaissances  scientifiques,  elle  les 
considère  dans  leur  état  présent  pour  en  déduii  e  les  appli- 
cations industrielles  dont  elles  sont  susceptibles.  Telle  est , 
du  moins,  la  tendance  naturelle  des  choses,  quoiqu'il  y 
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riil  oiicoro  à  cot  é^a?-(i  beaucoup  clo  confusion.  Le  corps 
(lo  (locirino  propi'c  à  colle  classe  nouvelle,  et  qui  doit 
consliluer  les  vôrilahles  théories  directes  des  différents 
arts,  junuiait.  sans  doute,  donner  lieu  à  des  considéra- 
tions pliilosophiques  d'un  g^rand  intérêt  et  d'une  impor- 
tance l'éelle.  Mais  un  travail  qui  les  embrasserait  con- 
jointement avec  celles  fondées  sur  les  sciences  propre- 
ment dites  serait  aujourd'hui  tout-à-fait  prématuré; 
car  ces  doctrines  intermédiaires  entre  la  théorie  pure  et 
la  pratique  directe  ne  sont  point  encore  formées  :  il  n'en 
existe  iusqu'i(M  que  quelques  éléments  imparfaits  rela- 
tifs aux  sciences  et  aux  arts  les  plus  avancés,  et  qui  per- 
mettent seulement  de  concevoir  la  nature  et  la  possibilité 
de  semblables  travaux  pour  l'ensemble  des  opérations 
humaines,  (rest  ainsi,  pour  en  citer  ici  l'exemple  le  plus 
important,  qu'on  doit  envisager  la  belle  conception  de 
Mong-e,  relativement  à  la  géométrie  descriptive,  qui 
n'est  réellement  autre  chose  qu'une  théorie  générale  des 
arts  de  construction.  J'aurai  soin  d'indiquer  successive- 
ment le  petit  nombre  d'idées  analogues  déjà  formées  et 
de  faire  apprécier  leur  importance,  à  mesure  que  le  dé- 
veloppement naturel  de  ce  cours  nous  les  présentera. 
Mais  il  est  clair  que  des  conceptions  jusqu'à  présent 
aussi  incomplètes  ne  doivent  point  entrer,  comme  partie 
essentielle,  dans  un  cours  de  philosophie  positive  qui  ne 
doit  comprendre,  autant  que  possible,  que  des  doctrines 
ayant  un  caractère  fixe  et  nettement  déterminé. 

On  concevra  d'autant  mieux  la  difficulté  de  construire 
ces  doctrines  intermédiaires  que  je  viens  d'indiquer,  si 
l'on  considère  que  chaque  art  dépend  non  seulement 
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d'une  certaine  science  correspondante,  mais  à  la  fois  de 
plusieurs,  tellement  que  les  arts  les  plus  importants  em- 
pruntent des  secours  directs  à  presque  toutes  les  diverses 
sciences  principales.  C'est  ainsi  que  la  véritable  théorie 
de  l'agriculture,  pour  me  borner  au  cas  le  plus  essen- 
tiel, exige  une  intime  combinaison  de  connaissances 
physiologiques,  chimiques,  physiques  et  même  astro- 
nomiques et  mathématiques  :  il  en  est  de  même  des 
beaux-arts.  On  aperçoit  aisément,  d'après  cette  considé- 
ration, pourquoi  ces  théories  n'ont  pu  encore  être  for- 
mées, puisqu'elles  supposent  le  développement  préalable 
de  toutes  les  différentes  sciences  fondamentales.  Il  en 
résulte  également  un  nouveau  motif  de  ne  pas  compren- 
dre un  tel  ordre  d'idées  dans  un  cours  de  philosophie 
positive,  puisque,  loin  de  pouvoir  contribuer  à  la  for- 
mation systématique  de  cette  philosophie,  les  théories 
générales  propres  aux  différents  arts  principaux  doivent, 
au  contraire,  comme  nous  le  voyons,  être  vraisembla- 
blement plus  tard  une  des  conséquences  les  plus  utiles 
de  sa  construction. 

En  résumé,  nous  ne  devons  donc  considérer  dans  ce 
cours  que  les  théories  scientifiques  et  nullement  leurs 
applications.  Mais  avant  de  procéder  à  la  classification 
méthodique  de  ses  différentes  parties,  il  me  reste  à  ex- 
poser, relativement  aux  sciences  proprement  dites,  une 
distinction  importante,  qui  achèvera  de  circonscrire 
nettement  le  sujet  propre  de  l'étude  que  nous  entrepre- 
nons. 

Il  faut  distinguer,  par  rapport  à  tous  les  ordres  de 
phénomènes,  deux  genres  de  sciences  naturelles  :  les 
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iiiirs  abslrailes,  générales,  ont  pour  objet  la  découverte 
(les  lois  (jui  rég-issont  les  diverses  classes  de  pliénornè- 
.  lies,  (Ml  coiKsidérant  tous  les  cas  qu'on  peut  concevoir; 
les  autres  concrètes,  particulières,  descriptives,  et  qu'on 
désigne  quelquefois  sous  le  nom  de  sciences  naturelles 
proprement  dites,  consistent  dans  l'application  de  ces 
lois  à  l'histoire  effective  des  différents  êtres  existants. 
Les  premières  sont  donc  fondamentales,  c'est  sur  elles 
seulement  que  porteront  nos  études  dans  ce  cours  ;  les 
autres,  quelle  que  soit  leur  importance  propre,  ne  sont 
réellement  que  secondaires,  et  ne  doivent  point,  par 
conséquent,  faire  partie  d'un  travail  que  son  extrême 
étendue  naturelle  nous  oblige  à  réduire  au  moindre  dé- 
veloppement possible. 

La  distinction  précédente  ne  peut  présenter  aucune 
obscurité  aux  esprits  qui  ont  quelque  connaissance  spé- 
ciale des  différentes  sciences  positives,  puisqu'elle  est  à 
peu  près  l'équivalent  de  celle  qu'on  énonce  ordinaire- 
ment dans  presque  tous  les  traités  scientifiques  en  com- 
parant la  physique  dogmatique  à  l'histoire  naturelle 
proprement  dite.  Quelques  exemples  suffiront  d'ailleurs 
pour  rendre  sensible  cette  division,  dont  l'importance 
n'est  pas  encore  convenablement  appréciée. 

On  pourra  d'abord  l'apercevoir  très  nettement  en 
comparant,  d'une  part,  la  physiologie  générale,  et, 
d'autre  part,  la  zoologie  et  la  botanique  proprement 
dites.  Ce  sont  évidemment,  en  effet,  deux  travaux  d'un 
caractère  fort  distinct,  que  d'étudier,  en  général,  les 
lois  de  la  vie,  ou  de  déterminer  le  mode  d'existence  de 
chaque  corps  vivant,  en  particulier.  Cette  seconde  étude, 
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en  outre,  est  nécessairement  fondée  sur  la  première. 

Il  en  est  de  même  de  la  chimie,  par  rapport  à  la  mi- 
néralogie ;  la  première  est  évidemment  la  base  ration- 
nelle de  la  seconde.  Dans  la  chimie,  on  considère  toutes 
les  combinaisons  possibles  des  molécules ,  et  dans 
toutes  les  circonstances  imaginables  ;  dans  la  minéra- 
logie, on  considère  seulement  celles  de  ces  combi- 
naisons qui  se  trouvent  réalisées  dans  la  constitution 
effective  du  globe  terrestre,  et  sous  l'influence  des  seules 
circonstances  qui  lui  sont  propres.  Ce  qui  montre  clai- 
rement la  différence  du  point  de  vue  chimique  et  du 
point  de  vue  minéralogique,  quoique  les  deux  sciences 
portent  sur  les  mêmes  objets,  c'est  que  la  plupart  des 
faits  envisagés  dans  la  première  n'ont  qu'une  existence 
artificielle ,  de  telle  manière  qu'un  corps,  comme  le 
chlore  ou  le  potassium,  pourra  avoir  une  extrême  im- 
portance en  chimie  par  l'étendue  et  l'énergie  de  ses 
affinités,  tandis  qu'il  n'en  aura  presque  aucune  en  miné- 
ralogie; et  réciproquement,  un  composé,  tel  que  le 
granit  ou  le  quartz,  sur  lequel  porte  la  majeure  partie 
des  considérations  minéralogiques ,  n'offrira  .  sous  le 
rapport  chimique,  qu'un  intérêt  très  médiocre. 

Ce  qui  rend,  en  général,  plus  sensible  encore  la  né- 
cessité logique  de  cette  distinction  fondamentale  entre 
les  deux  grandes  sections  de  la  philosophie  naturelle, 
c'est  que  non  seulement  chaque  section  de  la  physique 
concrète  suppose  la  culture  préalable  de  la  section  cor- 
respondante de  la  physique  abstraite,  mais  qu'elle  exige 
même  la  connaissance  des  lois  générales  relatives  à 
tous  les  ordres  de  phénomènes.  Ainsi,  par  exemple, 
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lion  siMilonionl  l'étiiflo  s|)écial('  do  la  lorre,  considérée 
sous  Ions  los  poinis  fie  vuo  qu'elle  peut  présenter  ef- 
feclivement,  exige  la  connaissance  préalable  de  la 
physique  et  de  la  chimie,  mais  elle  ne  peut  être  faite 
convenablement  sans  y  introduire,  d'une  part,  les  con- 
naissances astronomiques,  et  même,  d'une  autre  part, 
les  connaissances  physiologiques;  en  sorte  qu'elle  lient 
au  système  entier  des  sciences  fondamentales.  Il  en  est 
de  même  de  chacune  des  sciences  naturelles  proprement 
dites.  C'est  précisément  pour  ce  motif  que  la  physique 
roncrrlo  a  fait  jusqu'à  présent  si  peu  de  progrès  réels, 
car  elle  n'a  pu  commencer  à  être  étudiée  d'une  manière^ 
vraiment  rationnelle  qu'après  la  physique  abstraite,  et 
lorsque  toutes  les  diverses  branches  principales  de 
celle-ci  ont  pris  leur  caractère  définitif,  ce  qui  n'a  eu 
lieu  que  de  nos  jours.  Jusqu'alors  on  n'a  pu  recueillir  à 
ce  sujet  que  des  matériaux  plus  ou  moins  incohérents, 
qui  sont  même  encore  fort  incomplets.  Les  faits  connus 
ne  pourront  être  coordonnés  de  manière  à  former  de  vé- 
ritables théories  spéciales  des  différents  êtres  de  l'uni- 
vers, que  lorsque  la  distinction  fondamentale  rappelée 
ci-dessus  sera  plus  profondément  sentie  et  plus  réguliè- 
rement organisée,  et  que,  par  suite,  les  savants  particu- 
lièrement livrés  à  l'étude  des  sciences  naturelles  propre- 
ment dites  auront  reconnu  la  nécessité  de  fonder  leurs 
recherches  sur  une  connaissance  approfondie  de  toutes 
les  sciences  fondamentales,  condition  qui  est  encore 
aujourd'hui  fort  loin  d'être  convenablement  remplie. 

L'examen  de  cette  condition  confirme  nettement 
pourquoi  nous  devons,  dans  ce  cours  de  philosophie 
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positive ,  réduire  nos  considérations  à  l'étude  des 
sciences  g^énéralcs,  sans  embrasser  en  même  temps  les 
sciences  descriptives  ou  particulières.  On  voit  naître  ici, 
en  effet,  une  nouvelle  propriété  essentielle  de  cette  étude 
propre  des  généralités  de  la  physique  abstraite  ;  c'est  de 
fournir  la  base  rationnelle  d'une  physique  concrète 
vraiment  systématique.  Ainsi,  dans  l'état  présent  de 
l'esprit  humain,  il  y  aurait  une  sorte  de  contradiction  à 
vouloir  réunir,  dans  un  seul  et  môme  cours,  les  deux 
ordres  de  sciences.  On  peut  dire,  de  plus,  que,  quand 
même  la  physique  concrète  aurait  déjà  atteint  le  degré 
de  perfectionnement  de  la  physique  abstraite,  et  que, 
par  suite,  il  serait  possible,  dans  un  cours  de  philosophie 
positive,  d'embrasser  à  la  fois  l'une  et  l'autre,  il  n'en 
faudrait  pas  moins  évidemment  commencer  par  la  sec- 
tion abstraite,  qui  restera  la  base  invariable  de  l'autre. 
Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  la  seule  étude  des  généralités 
des  sciences  fondamentales  est  assez  vaste  par  elle- 
même,  pour  qu'il  importe  d'en  écarter,  aulant  que 
possible,  toutes  les  considéralions  qui  ne  sont  pas  indis- 
pensables; or,  celles  relatives  aux  sciences  secondaires 
sei'ont  toujours,  quoiqu'il  arrive,  d'un  genre  distinct.  La 
philosophie  des  sciences  fondamentales,  présentant  un 
système  de  conceptions  positives  sur  tous  nos  ordres  de 
connaissances  réelles,  suffil,  |)ar'  cela  même,  pour 
constituer  cette />Ai/o60yj/i/V'  /trcnilfh'c  cherchait  Ba- 
con, et  qui,  étant  destinée  à  servir  désormais  de  base 
[jermanente  à  toutes  les  spéculations  humaines,  doit 
être  soigneusement  réduite  à  la  plus  simple  expression 
possible. 
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.Ir  n'ai  pas  besoin  (rinsislcr  davanlago  en  ce  mo- 
mciil  sur  une  toile  discussioii,  (}uc  j'aurai  naturellement 
plusieurs  occasions  de  reproduire  dans  les  diverses 
parties  de  ce  cours.  L'explication  précédente  est  assez 
développée  pour  motiver  la  manière  dont  j'ai  circonscrit 
le  sujet  général  de  nos  considérations. 

Ainsi,  en  résultat  de  tout  ce  qui  vient  d'être  exposé 
danscette  leçon,  nous  voyons  :  l°Que  la  science  humaine 
se  composant,  dans  son  ensemble,,  de  connaissances 
spéculatives  et  de  connaissances  d'application,  c'est 
seulement  des  premières  que  nous  devons  nous  oc- 
cuper ici  ;  2"  que  les  connaissances  théoriques  ou  les 
sciences  proprement  dites,  se  divisant  en  sciences  géné- 
rales et  sciences  particulières,  nous  devons  ne  considé- 
rer ici  que  le  premier  ordre,  et  nous  borner  à  la  physique 
abstraite,  quelque  intérêt  que  puisse  nous  présenter  la 
physique  concrète. 

Le  sujet  propre  de  ce  cours  étant  par  là  exactement 
circonscrit,  il  est  facile  maintenant  de  procéder  à  une 
classification  rationnelle  vraiment  satisfaisante  des 
sciences  fondamentales,  ce  qui  constitue  la  question  en- 
cyclopédique, objet  spécial  de  cette  leçon. 

Il  faut,  avant  tout,  commencer  par  reconnaître  que, 
quelque  naturelle  que  puisse  être  une  telle  classification, 
elle  renfermera  toujours  nécessairement  quelque  chose, 
sinon  d'arbitraire^  du  moins  d'artificiel,  de  manière  à 
présenter  une  imperfection  véritable. 

En  effet,  le  but  principal  que  l'on  doit  avoir  en  vue 
dans  tout  travail  encyclopédique,  c'est  de  disposer  les 
sciences  dans  l'ordre  de  leur  enchaînement  naturel,  en 
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suivant  leur  dépendance  mutuelle  ;  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  les  exposer  successivement,  sans  jamais  être 
entraîné  dans  le  moindre  cercle  vicieux.  Or,  c'est  une 
condition  qu'il  me  paraît  impossible  d'accomplir  d'une 
manière  tout  à  fait  rig-oureuse.  Qu'il  me  soit  permis  de 
donner  ici  quelque  développement  à  cette  réflexion, 
que  je  crois  importante  pour  caractériser  la  véritable 
difficulté  de  la  recherche  qui  nous  occupe  actuellement. 
Cette  considération,  d'ailleurs,  me  donnera  lieu  d'éta- 
blir, relativement  à  l'exposition  de  nos  connaissances, 
un  principe  général  dont  j'aurai  plus  tard  à  présenter  de 
fréquentes  applications. 

Toute  science  peut  être  exposée  suivant  deux  marches 
essentiellement  distinctes,  dont  tout  autre  mode  d'expo- 
sition ne  saurait  être  qu'une  combinaison,  la  marche 
historique  et  la  marche  dogîyiatique. 

Par  le  premier  procédé,  on  expose  successivement  les 
connaissances  dans  le  même  ordre  effectif  suivant  lequel 
l'esprit  humain  les  a  réellement  obtenues,  el  en  adoptant, 
autant  que  possible,  les  mêmes  voies. 

Par  le  second,  on  présente  le  système  des  idées  tel 
qu'il  pourrait  être  conçu  aujourd'hui  par  un  seul  esprit, 
qui,  placé  au  point  de  vue  convenable,  et  pourvu  des 
connaissances  suffisantes,  s'occuperait  à  refaire  la 
science  dans  son  ensemble. 

Le  premier  mode  est  évidemment  celui  par  lequel 
commence,  de  toute  nécessité,  l'étude  de  chaque  science 
naissante  ;  car  il  présente  cette  propriété,  de  n'exiger, 
pour  l'exposition  des  connaissances,  aucun  nouveau  tra- 
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vail  (lisi  incl  do  celui  de  leur  fumialioii,  loule  la  didactique 
se  i  cduisaiil  alors  à  éludior  succossivenienl,  dans  l'ordre 
(•lii(iii(d(>i;i(jii(',  les  divers  ouviages  originaux  qui  ont 
('nul rihiH'  aux  prngi'ès  de  la  science. 

Le  mode  dogmalique,  supposant  au  contraire  que 
Ions  ces  havaux  parliculiers  on!  été  refondus  en  un 
système  général,  pour  être  présentés  suivant  un  ordre 
log-ique  plus  naturel,  n'est  applical)le  qu'à  une  science 
déjà  parvenue  à  un  assez  haut  degré  de  développement. 
Mais,  à  mesure  que  la  science  fait  des  progrès,  l'ordre 
historique  d'exposition  devient  de  plus  en  plus  imprati- 
cable, par  la  trop  longue  suite  d'intermédiaires  qu'il 
obligerait  l'esprit  à  parcourir  ;  tandis  que  l'ordre  dog- 
matique devient  de  plus  en  plus  possible,  en  même 
temps  que  nécessaire,  parce  que  de  nouvelles  concep- 
tions permettent  de  présenter  les  découvertes  anté- 
rieures sous  un  point  de  vue  plus  direct. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'éducation  d'un  géo- 
mètre de  l'antiquité  consistait  simplement  dans  l'étude 
successive  du  très  petit  nombre  de  traités  originaux 
produits  jusqu'alors  sur  les  diverses  parties  de  la  géo- 
métrie, ce  qui  se  réduisait  essentiellement  aux  écrits 
d'Archimède  et  d'Apollonius;  tandis  que,  au  contraire, 
un  géomètre  moderne  a  communément  terminé  son 
éducation,  sans  avoir  lu  un  seul  ouvrage  original, 
excepté  relativement  aux  découvertes  les  plus  récentes, 
qu'on  ne  peut  connaître  que  par  ce  moyen. 

La  tendance  constante  de  l'esprit  humain,  quant  à 
l'exposition  des  connaissances,  est  donc  de  substituer 
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de  plus  en  plus  à  l'ordre  historique  l'ordre  dogmatique, 
qui  peut  seul  convenir  à  l'étaf  perfeclionné  de  notre 
intelligence. 

Le  problème  général  de  l'éducation  intellectuelle  con- 
siste à  faire  parvenir,  en  peu  d'années,  un  seul  entende- 
ment, le  plus  souvent  médiocre,  au  même  point  de  dé- 
veloppement qui  a  été  atteint,  dans  une  longue  suite  de 
siècles,  par  un  grand  nombre  de  génies  supérieurs  ap- 
pliquant successivement,  pendant  leur  vie  entière,  toutes 
leurs  forces  à  l'étude  d'un  même  sujet.  Il  est  clair, 
d'après  cela,  que,  quoiqu'il  soit  infiniment  plus  facile  et 
plus  court  d'apprendre  que  d'inventer,  il  serait  certaine- 
ment impossible  d'atteindre  le  but  proposé,  si  l'on  vou- 
lait assujettir  chaque  esprit  individuel  à  passer  successi- 
vement par  les  mêmes  intermédiaires  qu'a  dû  suivre 
nécessairement  le  génie  collectif  de  l'espèce  humaine. 
De  là,  l'indispensable  besoin  de  l'ordre  dogmatique,  qui 
est  surtout  si  sensible  aujourd'hui  pour  les  sciences  les 
plus  avancées,  dont  le  mode  ordinaire  d'exposition  ne 
présente  plus  presque  aucune  trace  de  la  filiation  effec- 
tive de  leurs  détails. 

ïl  faut,  néanmoins,  ajouter,  pour  prévenir  toute  exa- 
gération, que  tout  mode  réel  d'exposition  est,  inévita- 
blement, une  certaine  combinaison  de  l'ordre  dogma- 
tique avec  l'ordre  histf)?'ique,  dans  laquelle  seulement  le 
premier  doit  dominer  constamment  et  de  plus  en  plus. 
L'ordre  dogmatique  ne  peut,  en  effet,  être  suivi  d'une 
manière  tout  à  fait  rigoureuse  ;  car,  par  cela  même  qu'il 
exige  une  nouvelle  élaboration  des  connaissances  ac- 
quises, il  n'est  point  a|)[»licald«',  h  chaque  époque  de  la 
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s(  i(MH'(\  anx  narlios  l  éccnniKMil  forni(';os,  doiil  IN'îlude  no 
(MMiipoilc  (|ii'nii  ordro  ossoniiollomeni  liisloi  i(juo,  loqncl 
îu'  prrsciilc  pas.  (railleurs,  dans  co  cas,  les  iiironvénieiits 
pi  iiicipaiix  (pii  le  foiil  rejelei'  en  général. 

La  seule  iniperfeel ion  fondainenlale  qu'on  pourrait 
repioclier  au  mode  dogmatique,  c'est  do  laisser  ignorer 
la  manière  dont  se  soni  formées  les  diverses  connais- 
sances humaines,  ce  (jui,  quoique  distinct  de  Facquisi- 
tion  même  de  ces  connaissances,  est,  en  soi,  du  plus 
liant  intéi'êt  pour  tout  esprit  philosophique.  Cette  consi- 
déialion  aui'ail,  à  mes  yeux,  beaucoup  de  poids,  si  elle 
élait  réellement  un  motif  en  faveur  de  Tordre  historique. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  relation  appa- 
rente entre  étudier  une  science  en  suivant  le  mode  dit 
historique,  et  connaître  véritablement  l'histoire  effective 
de  cette  science. 

En  effet,  non-seulement  les  diverses  parties  de  chaque 
science,  qu'on  est  conduit  à  séparer  dans  l'ordre  dogma- 
tique, se  sont,  en  réalité,  développées  simultanément  et 
sous  l'influence  les  unes  des  autres,  ce  qui  tendrait  à 
faii'e  préférei'  l'ordre  historique  ;  mais  en  considérant, 
dans  son  ensemble,  le  développement  effectif  de  l'esprit 
humain,  on  voit  de  plus  que  les  différentes  sciences  ont 
été,  dans  le  fait,  perfectionnées  en  même  temps  et  mu- 
tuellement ;  on  voit  même  que  les  progrès  des  sciences 
et  ceux  des  arts  ont  dépendu  les  uns  des  autres,  pai' 
(Tinnombrables  influences  réciproques,  et  enfin  que  tous 
ont  été  étroitement  liés  au  développement  général  de  la 
société  humaine.  Ce  vaste  enchaînement  est  tellement 
léel  que  souvent,  pour  concevoir  la  génération  effective 
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d'une  théorie  scientifique ,  l'esprit  est  conduit  à  consi- 
dérer le  perfectionnement  de  quelque  art  qui  n'a  avec 
elle  aucune  liaison  rationnelle,  ou  même  quelque  pro- 
grès particulier  dans  l'organisation  sociale,  snns  lequel 
cette  découverte  n'eût  pu  avoir  lieu.  Nous  en  verrons 
dans  la  suite  de  nombreux  exemples.  Il  résulte  donc  de 
là  que  l'on  ne  peut  connaître  la  véritable  histoire  de 
chaque  science,  c'est-à-dire  la  formation  réelle  des  dé- 
couvertes dont  elle  se  compose,  qu'en  étudiant,  d'une 
manière  générale  et  directe,  l'histoire  de  l'humanité. 
C'est  pourquoi  tous  les  documents  recueillis  jusqu'ici 
sur  l'histoire  des  mathématiques,  de  l'astronomie,  de 
la  médecine,  etc.,  etc.,  quelque  précieux  qu'ils  soiiMil,  ne 
peuvent  être  regardés  que  comme  des  matériaux. 

Le  pi'étendu  ordre  historique  d'exposition,  même  quand 
il  pourrait  être  suivi  rigoureusement  pour  les  détails  de 
chaque  science  en  particulier,  serait  déjà  purement  hv- 
pothétique  et  abstrait  sous  le  rapport  le  plus  important, 
en  ce  qu'il  considérerait  le  développement  d(;  cette  science 
comme  isolé.  Bien  loin  de  mettre  en  évidence  la  véritable 
histoire  de  la  science,  il  tendrait  à  en  faire  concevoir  une 
opinion  très  fausse. 

Ainsi,  nous  sommes  certainement  convaincus  que  la 
connaissance  de  l'histoire  des  sciences  est  de  la  plus  haute 
importance.  Je  pense  même  qu'on  ne  connaît  pas  com- 
plètement une  science  tant  qu'on  n'en  sait  ])as  riiisloii-e. 
Mais  cette  étude  doit  être  conçue  comme  entièremrnl 
séparée  de  l'étude  propre  et  dogmatique  de  la  science, 
sans  laquelle  même  cette  histoire  ne  serait  pas  intelli- 
gible. Nous  considérerons  donc  avec  beaucoup  de  soin 
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riiisloiic  rrcllc  des  sciences  fondameiilales  (jiii  vont  être 
le  siijcl  Je  nos  iiiédilalions  ;  mais  C(^  sera  seulemeiil 
dans  la  deriiièi'c  pailie  de  ce  cours,  celle  relative  à 
l'élude  des  |diéu()uiènes  sociaux,  eu  traitant  du  dévelop- 
jH'uieiil  i^éiiéial  de  riiumanité,  dont  l'histoire  des 
sciences  constitue  la  partie  la  plus  importante,  quoique 
jusqu'ici  la  plus  négligée.  Dans  l'étude  de  chaque 
science,  les  considérations  historiques  incidentes  qui 
pourront  se  présenter  auront  un  caractère  nettement 
distinct,  de  manière  à  ne  pas  altérer  la  nature  propre  de 
notre  travail  principal. 

La  discussion  précédente,  qui  doit  d'ailleurs,  comme 
on  le  voit,  être  spécialement  développée  plus  tard,  tend 
à  préciseï*  davantage,  en  le  présentant  sous  un  nouveau 
point  de  vue,  le  véritable  esprit  de  ce  cours.  Mais,  sur- 
tout, il  en  résulte,  relativement  à  la  question  actuelle, 
la  détermination  exacte  des  conditions  qu'on  doit  s'im- 
poser et  qu'on  peut  justement  espérer  de  remplir  dans  la 
construction  d'une  échelle  encyclopédique  des  diverses 
sciences  fondamentales. 

On  voit,  en  effet,  que,  quelque  parfaite  qu'on  put  la  sup- 
poser, cette  classification  ne  saurait  jamais  être  rigoureu- 
sement conforme  h  l'enchaînement  historique  des  scien- 
ces. Quoi  qu'on  fasse,  on  ne  peut  éviter  entièrement  de 
présenter  comme  antérieure  telle  science  qui  aura  ce- 
pendant hesoin,  sous  quelques  rapports  particuliers 
plus  ou  moins  importants,  d'emprunter  des  notions  à 
une  autre  science  classée  dans  un  rang  postérieur.  11 
faut  tâcher  seulement  qu'un  tel  inconvénient  n'ait  pas  lieu 
relativement  aux  conceptions  caractéristiques  de  chaque 
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science,  car  alors  la  classification  serait  tout-à-fait  vi- 
cieuse. 

Ainsi,  par  exemple,  il  me  semble  incontestable  que, 
dans  le  système  général  des  sciences,  l'astronomie  doit 
être  placée  avant  la  physique  proprement  dite,  et  néan- 
moins plusieurs  branches  de  celle-ci,  surtout  l'optique, 
sont  indispensables  à  l'exposition  complète  de  la  pre- 
mière. 

De  tels  défauts  secondaires,  qui  sont  strictement  iné- 
vitables, ne  sauraient  prévaloir  contre  une  classi- 
fication, qui  remplirait  d'ailleurs  convenablement  les 
conditions  principales.  Ils  tiennent  à  ce  qu'il  y  a  né- 
cessairement d'artificiel  dans  notre  division  du  travail 
intellectuel. 

Néanmoins,  quoique,  d'après  les  explications  précé- 
dentes, nous  ne  devions  pas  prendre  l'ordre  historique 
pour  base  de  notre  classification,  je  ne  dois  pas  négliger 
d'indiquer  d'avance,  comme  une  propriété  essentielle  de 
l'échelle  encyclopédique  que  je  vais  proposer,  sa  con- 
formité générale  avec  l'ensemble  de  l'histoire  scienti- 
fique; en  ce  sens  que,  malgré  la  simultanéité  réelle  et 
continue  du  développement  des  différentes  sciences, 
celles  qui  seront  classées  comme  antérieures  seront,  en 
effet,  plus  anciennes  et  constamment  plus  avancées  que 
celles  présentées  comme  postérieures.  C'est  ce  qui  doil 
avoir  lieu  inévitablement  si,  en  réalité,  nous  prenons, 
comme  cela  doit  être,  pour  principe  de  classification, 
l'enchaînement  logique  naturel  des  diverses  sciences,  le 
point  de  dépari  de  l'espèce  ayant  du  nécessairement 
être  le  même  que  celui  de  l'individu. 
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Wnw  aclirvci'  de  drUM'iniiior  avec  toute  la  précision 
|t(issil)l('  la  (litïicullé  exacte  de  la  question  ejicyclopédi- 
(|iie  (jur  nous  avons  à  résoudre,  je  crois  utile  d'intro- 
duiie  imr  considération  inatliématique  fort  simple  qui 
résumera  l'igoureusenient  Fensemble  des  raisonnements 
exposés  jusqu'ici  dans  celle  Jecron.  Voici  en  quoi  elle 
consisle. 

Nous  nous  pi'oposons  de  classer  les  sciences  fonda- 
nienlales.  Or,  nous  verrons  bientôt  que,  tout  bien  consi- 
déré, il  n'est  pas  possible  d'en  distinguer  moins  de  six; 
la  plupai't  des  savants  en  admettraient  même  vraisem- 
blablemenl  un  plus  grand  nombre,  ('ela  posé,  on  sait 
que  six  objets  comportent  720  dispositions  différentes. 
Les  sciences  fondamentales  pourraient  donc  donner  lieu 
à  720  classifications  distinctes,  parmi  lesquelles  il  s'agit 
de  choisir  la  classification  nécessairement  unique,  qui 
satisfait  le  mieux  aux  principales  conditions  du  pro- 
blème. On  voit  que,  malgré  le  grand  nombre  d'échelles 
encyclopédiques  successivement  proposées  jusqu'à  pré- 
sent, la  discussion  n'a  porté  encore  que  sur  une  bien 
faible  partie  des  dispositions  possibles  ;  et  néanmoins, 
je  crois  pouvoir  dire  sans  exagération  qu'en  examinant 
chacune  de  ces  720  classifications,  il  n'en  serait  peut- 
être  pas  une  seule  en  faveur  de  laquelle  on  ne  pùt  faire 
valoir  quelques  motifs  plausibles  ;  car,  en  observant  les 
diverses  dispositions  qui  ont  été  effectivement  propo- 
sées, on  remarque  entre  elles  les  plus  extrêmes  diffé- 
rences :  les  sciences  qui  sont  placées  par  les  uns  à  la 
tête  du  système  encyclopédique,  étant  renvoyées  par 
d'autres  à  l'extrémité  opposée,  et  réciproquement.  C'est 
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donc  dans  ce  choix  d'un  seul  ordre  vraiment  rationuel, 
parmi  le  nombre  très  considérable  des  systèmes  possi- 
bles, que  consiste  la  difficulté  précise  de  la  question  que 
nous  avons  posée. 

Abordant  maintenant  d'une  manière  directe  cette 
grande  question,  rappelons-nous  d'abord  que  pour  ob- 
tenir une  classification  naturelle  et  positive  des  sciences 
fondamentales,  c'est  dans  la  comparaison  des  divers 
ordres  de  phénomènes  dont  elles  ont  pour  objet  de  dé- 
C(juvrir  les  lois  que  nous  devons  en  chercher  le  principe. 
(iC  que  nous  voulons  déterminer,  c'est  la  dépendance 
réelle  des  diverses  études  scientifiques.  Or,  cette  dépen- 
dance ne  peut  résulter  que  de  celle  des  phénomènes 
correspondants. 

En  considérant  sous  ce  point  de  vue  tous  les  phéno- 
mènes observables,  nous  allons  voir  qu'il  est  possible 
de  les  classer  en  un  petit  nombre  de  catégories  natu- 
relles, disposées  d'une  telle  manière  que  l'étude  ration- 
nelle de  chaque  catégorie  soit  fondée  sur  la  coniiais- 
sance  des  lois  principales  de  la  catégorie  précédente, 
et  devienne  le  fondement  de  l'étude  de  la  suivante.  Cet 
ordre  est  déterminé  par  le  degré  de  simplicité,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  le  degré  de  généralité  dos 
phénomènes,  d'où  résulte  leur  dépendance  successive, 
et,  en  conséquence,  la  facilité  plus  ou  moins  grande  dv 
leur  étude. 

Il  est  clair,  en  effet,  à  priori,  que  les  phénomènes  les 
plus  simples,  ceux  qui  se  compliquent  le  moins  des  au- 
tres, sont  nécessairement  aussi  les  plus  généraux;  car 
ce  qui  s'observe  dans  le  plus  grand  nombre  de  cas  est. 
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par  cela  môme,  dcgap^o  \c  plus  possible  des  circons- 
laiices  |)r(»pr(\s  à  eliaque  cas  séparé.  C'esl  donc  par 
I  élude  des  pliénomèncs  les  plus  généraux  ou  les  plus 
simples  qu'il  faul  coniiiiencer ,  eu  procédant  ensuite 
succossivemenl  jus(ju'aux  |)liénoniènes  les  plus  parli- 
cnlirrs  ou  les  plus  compliqués,  si  l'on  veut  concevoir 
la  philosophie  naturelle  d'une  manière  vraiment  mé- 
thodique; car  cet  ordre  de  généralité  ou  de  simplicité, 
déterminant  nécessairement  l'enchaînement  rationnel 
des  diverses  sciences  fondamentales  par  la  dépendance 
successive  de  leurs  phénomènes,  fixe  ainsi  leur  degré 
de  facilité. 

En  même  temps,  par  une  considération  auxiliaire  que 
je  crois  important  de  noter  ici,  et  qui  converge  exacte- 
ment avec  toutes  les  précédentes,  les  phénomènes  les 
plus  généraux  ou  les  plus  simples,  se  trouvant  nécessai- 
rement les  plus  étrangers  à  l'homme,  doivent,  par  cela 
même,  être  étudiés  dans  une  disposition  d'esprit  plus 
calme,  plus  rationnelle,  ce  qui  constitue  un  nouveau 
motif  pour  que  les  sciences  correspondantes  se  dévelop- 
pent plus  rapidement. 

Ayant  ainsi  indiqué  la  règle  fondamentale  qui  doit 
présider  à  la  classification  des  sciences,  je  puis  passer 
immédiatement  à  la  construction  de  l'échelle  encyclopé- 
dique d'après  laquelle  le  plan  de  ce  cours  doit  être  dé- 
terminé, et  que  chacun  pourra  aisément  apprécier  à 
l'aide  des  considérations  précédentes. 

Une  première  contemplation  de  l'ensemble  des  phé- 
nomènes naturels  nous  porte  à  les  diviser  d'abord,  con- 
formément au  principe  que  nous  venons  d'établir,  eu 
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deux  grandes  classes  principales,  la  première  compre- 
nant lous  les  phénomènes  des  corps  bruts,  la  seconde 
tous  ceux  des  corps  organisés. 

Ces  derniers  sont  évidemment,  en  effet,  plus  compli- 
qués et  plus  particuliers  que  les  autres  ;  ils  dépendent 
des  précédents,  qui,  au  contraire,  n'en  dépendent  nul- 
lement. De  là  la  nécessité  de  n'étudier  les  phénomènes 
physiologiques  qu'après  ceux  des  corps  inorganiques.  De 
quelque  manière  qu'on  explique  les  différences  do  ces 
deux  sortes  d'èlres,  il  est  certain  qu'on  observe  dans  les 
corps  vivants  tous  les  phénomènes,  soit  mécaniques, 
soit  chimiques,  qui  ont  lieu  dans  les  corps  bruts,  plus  un 
ordre  tout  spécial  de  phénomènes,  les  phénomènes  vi- 
taux proprement  dits,  ceux  qui  tiennent  à  V organisation. 
Il  ne  s'agit  pas  ici  d'examiner  si  les  deux  classes  de 
corps  sont  ou  ne  sont  pas  de  la  même  nature,  question 
insoluble  qu'on  agite  beaucoup  trop  de  nos  jours,  par 
un  reste  d'influence  des  habitudes  théologiques  et  méta- 
physiques; une  telle  question  n'est  pas  du  domaine  de 
la  philosophie  positive,  qui  fait  formellement  profession 
d'ignorer  absolument  la  nature  intime  d'un  corps  quel- 
conque. Mais  il  n'est  nullement  indispensable  de  consi- 
dérer les  corps  bruts  et  les  corps  vivants  comme  étant 
d'une  nature  essentiellement  différente  pour  reconnaître 
la  nécessité  de  la  séparation  de  leurs  études. 

Sans  doute,  les  idées  ne  sont  pas  encore  suffisamment 
fixées  sur  la  manière  générale  de  concevoir  les  phéno- 
mènes des  corps  vivants.  Mais,  quelque  parti  qu'on 
puisse  prendre  à  cet  égard  par  suite  des  progrès  ulté- 
l'ieurs  de  la  philosophie  naturelle,  la  classification  que 
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iKHis  ('l;il)liss()iis  iTcMi  saurait  rin;  auciuiemenl  affectée. 
Va\  rifct,  iv^anlàt-oji  comme  démontré,  ce  que  permet 
à  prine  (rcnlrevoir  l'étal  présent  de  la  physiologie,  que 
l«'s  pliénomènes  physiologiques  sont  toujours  de  sim- 
ples phénomènes  nn'^cani(|ues,  électriques  et  chimiques, 
modifiés  par  la  structure  et  la  composition  propres  aux 
corps  organisés,  n(>tr(i  division  fondamentale  n'en  sub- 
sisterait pas  moins.  Car  il  reste  toujours  vrai,  même 
dans  cette  hypothèse,  que  les  phénomènes  généraux  doi- 
vent être  étudiés  avant  de  procéder  à  l'examen  des  mo- 
difications spéciales  qu'ils  éprouvent  dans  certains  êtres 
de  l'univers,  par  suite  d'une  disposition  particulière  des 
molécules.  Ainsi,  la  division,  qui  est  aujourd'hui  fondée 
dans  la  plupart  des  esprits  éclairés  sur  la  diversité  des 
lois,  est  de  nature  à  se  maintenir  indéfiniment  à  cause 
de  la  subordination  des  phénomènes  et  par  suite  des 
études,  quelque  rapprochement  qu'on  puisse  jamais  éta- 
blir solidement  entre  les  deux  classes  de  corps. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  développer,  dans  ses  diverses 
parties  essentielles,  la  comparaison  générale  entre  les 
corps  bruts  et  les  corps  vivants,  qui  sera  le  sujet  spécial 
d'un  examen  approfondi  dans  la  section  physiologique 
de  ce  cours.  Il  suffit,  quant  à  présent,  d'avoir  reconnu, 
en  principe,  la  nécessité  logique  de  séparer  la  science 
relative  aux  premiers  de  celle  relative  aux  seconds,  et 
de  ne  procéder  à  l'étude  de  la  physique  organique  qu'a- 
près avoir  établi  les  lois  générales  de  la  physique  inor- 
y  unique. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  de  la  sous- 
«livision  principale  dont  est  susceptible,  d'après  la  même 
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règle,  chacune  de  ces  deux  grandes  moitiés  de  la  philo- 
sophie naturelle. 

Pour  la  physiqiu'  inorij unique,  nous  voyons  d'abord, 
en  nous  conformant  toujours  à  l'ordre  de  généralité  et 
de  dépendance  des  phénomènes,  qu'elle  doit  être  parta- 
gée en  deux  sections  distinctes,  suivant  qu'elle  considère 
les  phénomènes  généraux  de  l'univers,  ou,  en  particu- 
lier, ceux  que  présentent  les  corps  terrestres.  D'où  la 
physique  céleste,  ou  l'astronomie,  soit  géométrique, 
soit  mécanique  ;  et  la  physique  terrestre.  La  nécessité 
de  cette  division  est  exactément  semblable  à  celle  de  la 
précédente. 

Les  phénomènes  astronomiques  étant  les  plus  géné- 
raux, les  plus  simples,  les  plus  abstraits  de  tous,  c'est 
évidemment  par  leur  étude  que  doit  commencer  la  phi- 
losophie naturelle,  puisque  les  lois  auxquelles  ils  sont 
assujettis  influent  sur  celles  de  tous  les  autres  phéno- 
mènes, dont  elles-mêmes  sont,  au  contraire,  essentiel- 
lement indépendantes.  Dans  tous  les  phénomènes  de 
la  physique  terres! re,  on  observe  d'abord  les  effets 
généraux  de  la  gravilalion  universelle,  plus  quelques 
autres  effets  qui  leur  sont  propres,  et  qui  modifient  les 
premiers.  Il  s'ensuit  que,  lorsqu'on  analyse  le  phéno- 
mène terrestre  le  plus  simple,  non  seulement  en  pie- 
nant  un  phénomène  chimique,  mais  en  choisissant 
même  un  phénomène  purement  mécanique,  on  le  trouve 
constamment  plus  composé  que  le  phénomène  céleste  le 
plus  compliqué.  Cesl  ainsi,  par  exemple,  que  le  simple 
mouvement  d'un  corps  pesant,  même  quand  il  ne 
s'agit  (jue  d'un  solide,  présente  réellement,  lorsiju'oK 
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vriil  It'iiir  conij)!»'  dr  loutos  los  circonstances  détermi- 
nanlcs,  nii  snjet  do  rechorclios  plus  compliqué  que  la 
question  astronomique  la  plus  difficihî.  Une  telle  consi- 
dération montre  clairement  combien  il  est  indispensable 
de  s«'»parer  iiettemenl  la  physique  céleste  et  la  physique 
leirestrr.  cl  de  ne  procéder  à  l'étude  de  la  seconde 
(ju'après  celle  de  la  première,  qui  en  est  la  base  ration- 
nelle. 

La  physique  terrestre,  à  son  tour,  se  sous-divise,  d'a- 
près le  même  principe,  en  deux  portions  très  distinctes, 
selon  qu'elle  envisage  les  corps  sous  le  point  de  vue  mé- 
canique, ou  sous  le  point  de  vue  chimique.  D'où  la  phy- 
sique proprement  dite,  et  la  chimie.  Celle-ci,  pour  être 
conçue  d'une  manière  vraiment  méthodique,  suppose 
évidemment  la  connaissance  préalable  de  l'autre.  Car 
tous  les  phénomènes  chimiques  sont  nécessairement 
plus  compliqués  que  les  phénomènes  physiques;  ils  en 
dépendent  sans  influer  sur  eux.  Chacun  sait,  en  effet, 
que  toute  action  chimique  est  soumise  d'abord  à  l'in- 
fluence de  la  pesanteur,  de  la  chaleur,  de  l'électri- 
cité, etc..  et  présente,  en  outre,  quelque  chose  de  propre 
qui  modifie  Faction  des  agents  précédents.  Cette  considé- 
ration, qui  montre  évidemment  la  chimie  comme  ne  pou- 
vant marcher  qu'après  la  physique,  la  présente  en  même 
temps  comme  une  science  distincte.  Car,  quelque  opi- 
nion qu'on  adopte  relativement  aux  affinités  chimiques, 
et  quand  même  on  ne  verrait  en  elles,  ainsi  qu'on  peut  le 
concevoir,  que  des  modifications  de  la  gravitation  gé- 
nérale produite  par  la  figure  et  par  la  disposition  mu- 
tuelle des  atomes,  il  demeurerait  incontestable  que  la 
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nécessité  d'avoir  continuellement  ég  ard  à  ces  conditions 
spéciales  ne  permettrait  point  de  traiter  la  chimie  comme 
un  simple  appendice  de  la  physique.  On  serait  donc 
obligé,  dans  tous  les  cas,  ne  fût-ce  que  pour  la  facilité  de 
l'étude,  de  maintenir  la  division  et  renchaînement  que 
l'on  regarde  aujourd'hui  comme  tenant  à  l'hétérogénéité 
des  phénomènes. 

Telle  est  donc  la  distribution  rationnelle  des  princi- 
pales branches  de  la  science  générale  des  corps  bruts. 
Une  division  analogue  s'établit,  de  la  même  manière, 
dans  la  science  générale  des  corps  organisés. 

Tous  les  êtres  vivants  présentent  deux  ordres  de  phé- 
nomènes essentiellement  distincts,  ceux  relatifs  à  l'indi- 
vidu, et  ceux  qui  concernent  l'espèce,  surtout  quand  elle 
est  sociable.  C'est  principalement  par  rapport  à  l'homme 
que  cette  distinction  est  fondamentale.  Le  dernier  ordre 
de  phénomènes  est  évidemment  plus  compliqué  et  plus 
particulier  que  le  premier  ;  il  en  dépend  sans  influer  sur 
lui.  De  là  deux  grandes  sections  dans  la  physique  orc/a- 
nique  ;  la  physiologie  proprement  dite  et  hi  physique  so- 
ciale, qui  est  fondée  sur  la  première. 

Dans  tous  les  phénomènes  sociaux,  on  observe  d'a- 
bord l'influence  des  lois  physiologiques  de  l'individu,  et, 
(;n  outre,  quelque  chose  de  particulier  qui  èn  modifie  les 
effets,  rt  (jui  tient  à  l'action  des  individus  les  uns  sur 
les  autres,  singulièrement  compliquée,  dans  l'espèce 
humaine,  par  l'action  «b;  cbaque  génération  sur  celle 
qui  la  suit.  Il  est  donc  évident  que,  jjour  étudier  con- 
venablement les  phénomènes  sociaux,  il  faut  d'abord 
partir  d'une  connaissance  approfondie  des  lois  relatives 
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à  l.i  vie  iiidlviducllc.  D'un  aulre  colé,  celle  subordina- 
lioi)  iH'ccssairc  ont re  les  deux  études  ne  prescrit  nulle- 
inciiL  coinnie  quelques  pliysiolog'istes  du  premier  ordre 
on!  été  porlés  aie  croire,  de  voir  dans  la  physique  so- 
eialc  lin  simple  appendice  de  la  physiologie.  Quoique 
1rs  phénomènes  soic^it  certainement  homogènes,  ils  ne 
sont  point  identiques,  et  la  séparation  des  deux  sciences 
est  d'une  importance  vraiment  fondamentale.  Car  il  se- 
rait impossible  de  traiter  l'étude  collective  de  l'espèce 
comme  une  pure  déduction  de  l'étude  de  l'individu, 
puisque  les  conditions  sociales,  qui  modifient  l'action 
des  lois  physiologiques,  sont  précisément  alors  la  consi- 
dération la  plus  essentielle.  Ainsi,  la  physique  sociale 
doit  être  fondée  sur  un  corps  d'observations  directes  qui 
lui  soit  propre,  tout  en  ayant  égard,  comme  il  convient, 
à  son  intime  relation  nécessaire  avec  la  physiologie  pro- 
prement dite. 

On  pourrait  aisément  établir  une  symétrie  parfaite 
entre  la  division  de  la  physique  organique  et  celle  ci- 
dessus  exposée  pour  la  physique  inorganique,  en  rappe- 
lant la  distinction  vulgaire  de  la  physiologie  propre- 
ment dite  en  végétale  et  animale.  Il  serait  facile,  en 
effet,  de  rattacher  cette  sous-division  au  principe  de 
classification  que  nous  avons  constamment  suivi, 
puisque  les  phénomènes  de  la  vie  animale  se  présentent, 
en  général  du  moins,  comme  plus  compliqués  et  plus 
spéciaux  que  ceux  de  la  vie  végétale.  Mais  la  recherche 
de  cette  symétrie  précise  aurait  quelque  chose  de  puéril, 
si  (dh;  entraînait  à  méconnaître  ou  à  exagérer  les  ana- 
logies réelles  ou  les  différences  effectives  des  phéno- 
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mènes.  Or,  il  est  certain  que  la  distinction  entre  la  phy- 
siologie végétale  et  la  physiologie  animale,  qui  a  une 
grande  importance  dans  ce  que  j'ai  appelé  Ibl  physique 
concrpte,  n'en  a  presque  aucune  dans  la  physique  abstraite, 
la  seule  dont  il  s'ag"isse  ici.  La  connaissance  des  lois 
générales  de  la  vie,  qui  doit  être,  à  nos  yeux,  le  véri- 
table objet  de  la  physiolog-ie,  exige  la  considération 
simultanée  de  toute  la  série  organique  sans  distinction 
de  végétaux  et  d'animaux,  distinction  qui,  d'ailleurs, 
s'efface  de  jour  en  jour,  à  mesure  que  les  phénomènes 
sont  étudiés  d'une  manière  plus  approfondie. 

Nous  j)ersisterons  donc  à  ne  considérer  qu'une  seule 
division  dans  la  physique  organique,  quoique  nous 
ayons  cru  devoir  en  établir  deux  successives  dans  la  phv- 
sique  inorganique. 

En  résultat  de  cette  discussion,  la  philosophie  positive 
se  trouve  donc  naturellement  partagée  en  cinq  sciences 
fondamentales,  dont  la  succession  est  déterminée  par 
une  subordination  nécessaire  et  invariable,  fondée,  in- 
dépendamment de  toute  opinion  hypothétique,  sur  la 
simple  comparaison  approfondie  des  phénomènes  cor- 
respondants :  ce  sont  l'astronomie,  la  physique,  la 
chimie,  la  physiologie,  et  enfin  la  physique  sociale.  La 
première  considère  les  phénomènes  les  plus  généraux, 
les  plus  simples,  les  plus  abstraits  et  les  plus  éloignés 
de  l'humanité  ;  ils  inlluent  sur  tous  les  autres,  sans  élic 
intluencés  par  eux.  Les  phénomènes  considérés  f)ar  la 
d(M'nièr(^  sont,  au  contraire,  les  plus  particuliers,  les 
plus  compliqués,  les  plus  concrets  et  les  plus  directe- 
ment intéressants  pour  riioinmc  :  ils  (IcjuMidciil ,  plus  ou 
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iiictiiis,  huis  los  [)r<''('é(l(Mils,  sans  oxorcer  sur  eux 
aiiciiiK'  iniluoncc».  Entre;  ces  deux  extrêmes,  les  degrés 
de  spécialité,  de  complication  el  de  personnalité  des 
phénomènes  vont  g-raduellemeni  en  augmentant,  ainsi 
que  leui'  dépendance  successive.  Telle  est  l'intime  rela- 
tion générale  que  la  véritable  observation  philosophique, 
convenablement  employée,  et  non  de  vaines  distinctions 
arbitraires,  nous  conduit  à  établir  entre  les  diverses 
sciences  fondamentales.  Tel  doit  donc  être  le  plan  de  ce 
cours. 

Je  n'ai  pu  ici  qu'esquisser  l'exposition  des  considéra- 
tions principales  sur  lesquelles  repose  cette  classifica- 
tion. Pour  la  concevoir  complètement,  il  faudrait  main- 
tenant, après  l'avoir  envisagée  d'un  point  de  vue  géné- 
ral, l'examiner  relativement  à  chaque  science  fondamen- 
tale en  particulier.  C'est  ce  que  nous  ferons  soigneuse- 
ment en  commençant  l'étude  spéciale  de  chaque  partie  de 
ce  cours.  La  construction  de  cette  échelle  encyclopédique, 
reprise  ainsi  successivement  en  partant  de  chacune  des 
cinq  grandes  sciences,  lui  fera  acquérir  plus  d'exacti- 
tude, et  surtout  mettra  pleinement  en  évidence  sa  soli- 
dité. Ces  avantages  seront  d'autant  plus  sensibles  que 
nous  verrons  alors  la  distribution  intérieure  de  chaque 
science  s'établir  naturellement  d'après  le  même  prin- 
cipe, ce  qui  présentera  tout  le  système  des  connais- 
sances humaines  décomposé,  jusque  dans  ses  détails 
secondaires,  d'après  une  considération  unique  constam- 
ment suivie,  celle  du  degré  d'abstraction  plus  ou  moins 
grand  des  conceptions  correspondantes.  Mais  des  travaux 
de  ce  geme,  outre  qu'ils  nous  entraîneraient  maintenant 
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beaucoup  trop  loin,  seraient  certainement  déplacés  dans 
cette  leçon,  où  notre  esprit  doit  se  maintenir  au  point 
de  vue  le  plus  général  de  la  philosophie  positive. 

Néanmoins,  pour  faire  apprécier  aussi  complètement 
que  possible,  dès  ce  moment,  l'importance  de  cette  hié- 
rarchie fondamentale,  dont  je  ferai,  dans  toute  la  suite 
de  ce  cours,  des  applications  continuelles,  je  dois  si- 
gnaler rapidement  ici  ses  propriétés  générales  les  plus 
essentielles. 

Il  faut  d'abord  remarquer,  comme  une  vérification 
très  décisive  de  l'exactitude  de  cette  classification,  sa 
conformité  essentielle  avec  la  coordination,  en  quelque 
sorte  spontanée,  qui  se  trouve  en  effet  irnplicitement 
admise  par  les  savants  livrés  à  l'étude  des  diverses 
branches  de  la  philosophie  naturelle. 

C'est  une  condition  ordinairement  fort  négligée  par 
les  constructeurs  d'échelles  encyclopédiques,  que  de 
présenter  comme  distinctes  les  sciences  que  la  marche 
effective  de  l'esprit  humain  a  conduit,  sans  dessein  pré- 
médité, à  cultiver  séparément,  et  d'établir  entre  elles  une 
subordination  conforme  aux  relations  positives  que  ma- 
nifeste leur  développement  journalier.  Un  tel  accord  est 
néanmoins  évidemment  le  plus  sûr  indice  d'une  bonne 
classification;  car  les  divisions  qui  se  sont  introduites 
spontanément  dans  le  système  scientifique  n'ont  pu  être 
déterminées  que  par  le  sentiment  longtemps  éprouvé  des 
véritables  besoins  de  l'esprit  humain,  sans  qu'on  ait  pu 
être  égaré  par  des  généralités  vicieuses. 

Mais,  quoique  la  classification  ci-dessus  proposée 
remplisse  entièrement  cette  condil ion,  ce  (ju'il  serait 
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siijM'ilhi  (le  piniivcr,  il  n'en  fautlriiil  pas  conclure  que 
les  lial)ilii(l<'s  généralement  établies  aujourd'hui  pai- 
expérience  chez  les  savants  rendraient  inutile  le  travail 
encyclopédique  que  nous  venons  d'exécuter.  Elles  ont 
seulement  rendu  possible  une  telle  opération,  qui  pré- 
sente la  différence  fondamentale  d'une  conception  ra- 
lionnelle  à  une  classification  purement  empirique.  Il 
s*»Mi  faut  d'ailleui's  que  cette  classification  soit  ordinai- 
rement conçue  et  surtout  suivie  avec  toute  la  précision 
nécessaire,  et  que  son  importance  soit  convenablement 
appréciée  ;  il  suffirait,  pour  s'en  convaincre,  de  consi- 
dérer les  graves  infractions  qui  sont  commises  tous  les 
jours  contre  cette  loi  encyclopédique,  au  grand  préjudice 
de  l'esprit  humain. 

Un  second  caractère  très  essentiel  de  notre  classifica- 
tion ,  c'est  d'être  nécessairement  conforme  à  l'ordre  effectif 
du  développement  de  la  philosophie  naturelle.  C'est  ce 
que  vérifie  tout  ce  qu'on  sait  de  l'histoire  des  sciences, 
particulièrement  dans  les  deux  derniers  siècles,  où  nous 
pouvons  suivre  leur  marche  avec  plus  d'exactitude. 

On  conçoit,  en  effet,  que  l'étude  rationnelle  de  chaque 
science  fondamentale,  exigeant  la  culture  préalable  de 
toutes  celles  qui  la  précèdent  dans  notre  hiérarchie  en- 
cyclopédique, n'a  pu  faire  de  progrès  réels  et  prendre 
son  véritable  caractère,  qu'après  un  grand  développe- 
ment des  sciences  antérieures  relatives  à  des  phéno- 
mènes plus  généraux,  plus  abstraits,  moins  compliqués, 
et  indépendants  des  autres.  C'est  donc  dans  cet  ordre 
que  la  progression,  quoique  simultanée,  a  dû  avoir 
lieu. 
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Cette  considération  me  semble  d'une  telle  importance 
que  je  ne  crois  pas  possible  de  comprendre  réellement, 
sans  y  avoir  égard,  l'histoire  de  Tesprit  humain.  La  loi 
générale  qui  domine  toute  cette  histoire,  et  que  j'ai 
exposée  dans  la  leçon  précédente,  ne  peut  être  convena- 
blement entendue,  si  on  ne  la  combine  point  dans  l'ap- 
plication avec  la  formule  encyclopédique  que  nous  ve- 
nons d'établir.  Car,  c'est  suivant  l'ordre  énoncé  par 
cette  formule  que  les  différentes  théories  humaines  ont 
atteint  successivement,  d'abord  l'état  théologique,  en- 
suite l'état  métaphysique,  et  enfin  l'état  positif.  Si  l'on 
ne  tient  pas  compte  dans  l'usage  de  la  loi  de  cette  pro- 
gression nécessaire,  on  rencontrera  souvent  des  diffi- 
cultés qui  paraîtront  insurmontables,  car  il  est  clair  que 
l'état  théologique  ou  métaphysique  de  certaines  théo- 
ries fondamentales  a  dû  temporairement  coïncider,  et  a 
quelquefois  coïncidé  en  effet  avec  l'état  positif  de  celles 
qui  leur  sont  antérieures  dans  notre  système  encyclo- 
pédique, ce  qui  tend  à  jeter  sur  la  vérification  de  la  loi 
générale  une  obscurité  qu'on  ne  peut  dissiper  que  par  la 
classification  précédente. 

En  troisième  lieu,  cette  classification  présente  la  pro- 
priété très  remarquable  de  marquer  exactement  la  per- 
fection relative  des  différentes  sciences,  laquelle  consiste 
essentiellement  dans  le  degré  de  précision  des  connais- 
sances, et  dans  leur  coordination  plus  ou  moins  intime. 

Il  est  aisé  de  sentir  en  effet  que  plus  des  phénomènes 
sont  généraux,  simples  et  abstraits,  moins  ils  dépendent 
des  autres,  et  plus  les  connaissances  qui  s'y  rapportent 
peuvent  être  précises,  en  même  temps  que  leur  coordi- 
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liai  ion  rl  ro  plus  complète.  Ainsi,  les  phénomènes 
oi'^aiiiques  no  comportent  qu'une  étude  à  la  fois  moins 
exacte  et  moins  systématique  que  les  phénomènes  des 
corps  bruts.  De  même,  dans  la  physique  inorganique, 
les  phénomènes  célestes,  vu  leur  plus  grande  généralité 
cl  h'ur  indépendance  de  tous  les  autres,  ont  donné  lieu 
à  une  science  bien  plus  précise  et  beaucoup  plus  liée  que 
celle  des  phénomènes  terrestres. 

Cette  observation,  qui  est  si  frappante  dans  l'étude 
effective  des  sciences,  et  qui  a  souvent  donné  lieu  à 
des  espérances  chimériques  ou  à  d'injustes  comparai- 
sons, se  trouve  donc  complètement  expliquée  par 
l'ordre  encyclopédique  que  j'ai  établi.  Jaurai  natu- 
rellement occasion  de  lui  donner  toute  son  extension 
dans  la  leçon  prochaine,  en  montrant  que  la  possibilité 
d'appliquer  à  l'étude  des  divers  phénomènes  l'analyse 
mathématique,  ce  qui  est  le  moyen  de  procurer  à  cette 
élude  le  plus  haut  degré  possible  de  précision  et  de 
coordination,  se  trouve  exactement  déterminée  par  le 
rang  qu'occupent  ces  phénomènes  dans  mon  échelle  en- 
cyclopédique. 

Je  ne  dois  point  passer  à  une  autre  considération,  sans 
mettre  le  lecteur  en  garde  à  ce  sujet  contre  une  erreur 
fort  grave,  et  qui,  bien  que  très  grossière,  est  encore 
extrêmement  commune.  Elle  consiste  à  confondre  le  degré 
de  précision  que  comportent  nos  différentes  connais- 
sances avec  leur  degré  de  certitude,  d'oij  est  résulté  \e 
préjugé  très  dangereux  que,  le  premier  étant  évidemment 
fort  inégal,  il  en  doit  être  ainsi  du  second.  Aussi  parle- 
t-on  souvent  encore,  quoique  moins  que  jadis,  de  l'iné- 
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g-ale  certitude  des  diverses  sciences,  ce  qui  tend  directe- 
ment à  décourager  la  culture  des  sciences  les  plus  diffi- 
ciles. Il  est  clair,  néanmoins,  que  la  précision  et  la  cer- 
titude sont  deux  qualités  en  elles-mêmes  fort  différentes. 
Une  proposition  tout  à  fait  absurde  peut  être  extrême-- 
ment  précise,  comme  si  l'on  disait,  par  exemple,  que  la 
somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  trois  angles 
droits  ;  et  une  proposition  très  certaine  peut  ne  compor- 
ter qu'une  précision  fort  médiocre,  comme  lorsqu'on 
affirme,  par  exemple,  que  tout  homme  mourra.  Si, 
d'après  l'explication  précédente,  les  diverses  sciences 
doivent  nécessairement  présenter  une  précision  très  iné- 
gale, il  n'en  est  nullement  ainsi  de  leur  certitude.  Cha- 
cune peut  offrir  des  résultats  aussi  certains  que  ceux  de 
toute  autre,  pourvu  qu'elle  sache  renfermer  ses  conclu- 
sions dans  le  degré  de  précision  que  comportent  les  phé- 
nomènes correspondants,  condition  qui  peut  n'être  pas 
toujours  très  facile  à  remplir.  Dans  une  science  quel- 
conque, tout  ce  qui  (;st  simplement  conjectural  n'est  que 
plus  ou  moins  probable,  et  ce  n'est  pas  là  ce  qui  com- 
pose son  domaine  essentiel  ;  tout  ce  qui  est  positif,  c'est- 
à-dire  fondé  sur  des  faits  bien  constatés,  est  certain  :  il 
n'y  a  pas  de  distinction  à  cet  égard. 

Enfin,  la  propriété  la  plus  intéressante  de  notre  for- 
mule encyclopédique,  à  cause  de  l'importance  et  de  la 
multiplicité  des  applications  immédiates  qu'on  en  peut 
faire,  c'est  de  déterminer  directement  le  véritable  plan 
général  d'une  éducation  scientifique  entièrement  ration- 
nelle. C'est  ce  qui  résulte  sur  le  champ  de  la  seule  com- 
position de  la  formule. 
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Il  pst  soiisihip.  on  offet,  qu'avant  d'onlreprendre  l'étude 
méthodique  de  quelqu'une  des  sciences  fondamentales, 
il  faut  nécessairement  s'être  préparé  par  l'examen  de 
celles  relatives  aux  phénomènes  antérieurs  dans  notre 
échelle  encyclopédique,  puisque  ceux-ci  influent  toujours 
(l'une  manière  prépondérante  sur  ceux  dont  on  se  pro- 
pose de  connaître  les  lois.  Cette  considération  est  telle- 
ment frappante  que,  malgré  son  extrême  importance 
])ratique,  je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce 
moment  sur  un  principe  qui,  plus  tard,  se  reproduira 
d'ailleurs  inévitablement,  par  rapport  à  chaque  science 
fondamentale.  Je  me  bornerai  seulement  à  faire  obser- 
ver que,  s'il  est  éminemment  applicable  à  l'éducation 
générale,  il  l'est  aussi  particulièrement  à  l'éducation  spé- 
ciale des  savants. 

Ainsi,  les  physiciens  qui  n'ont  pas  d'abord  étudié  l'as- 
tronomie, au  moins  sous  un  point  de  vue  général  ;  les 
chimistes  qui,  avant  de  s'occuper  de  leur  science  propre, 
n'ont  pas  étudié  préalablement  l'astronomie  et  ensuite 
la  physique  ;  les  physiologistes  qui  ne  se  sont  pas  pré- 
parés à  leurs  travaux  spéciaujd  par  une  étude  prélimi- 
naire de  l'astronomie,  de  la  physique  et  de  la  chimie, 
ont  manqué  à  l'une  des  conditions  fondamentales  de 
leur  développement  intellectuel.  Il  en  est  encore  plus 
évidemment  de  même  pour  les  esprits  qui  veulent  se 
livrer  à  l'étude  positive  des  phénomènes  sociaux,  sans 
avoir  d'abord  acquis  une  connaissance  générale  de  l'as- 
tronomie, de  la  physique,  de  la  chimie  et  de  la  physio- 
logie. 

Comme  de  telles  conditions  sont  bien  rarement  rem- 
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plies  de  nos  jours,  et  qu'aucune  institution  régulière 
n'est  organisée  pour  les  accomplir,  nous  pouvons  dire 
qu'il  n'existe  pas  encore  pour  les  savants,  d'éducation 
vraiment  rationnelle.  Cette  considération  est,  à  mes 
yeux,  d'une  si  grande  importance,  que  je  ne  crains  pas 
d'attribuer  en  partie  à  ce  vice  de  nos  éducations  actuelles 
l'état  d'imperfection  extrême  où  nous  voyons  encore  les 
sciences  les  plus  difficiles,  état  véritablement  inférieure 
ce  que  prescrit  en  effet  la  nature  plus  compliquée  des 
phénomènes  correspondants. 

Relativement  à  l'éducation  générale,  cette  condition 
est  encore  bien  plus  nécessaire.  Je  la  crois  tellement  in- 
dispensable que  je  regarde  l'enseignement  scientifique 
comme  incapable  de  réaliser  les  résultats  généraux  les 
plus  essentiels  qu'il  est  destiné  à  produire  dans  la  so- 
ciété pour  la  rénovation  du  système  intellectuel,  si  les 
diverses  branches  principales  de  la  philosophie  naturelle 
ne  sont  pas  étudiées  dans  l'ordre  convenable.  N'oublions 
pas  que,  dans  presque  toutes  les  intelligences,  même  les 
plus  élevées,  les  idées  restent  ordinairement  enchaînées 
suivant  l'ordre  de  leur  acquisition  première;  et  que,  par 
conséquent,  c'est  un  mal  le  plus  souvent  irrémédiable 
que  de  n'avoir  pas  commencé  par  le  commencement. 
Chaque  siècle  ne  compte  qu'un  bien  petit  nombre  de 
penseurs  capables,  à  l'époque  de  leur  virilité,  comme 
Bacon,  Descartes  et  Leibnitz,  de  faire  véritablement 
table  rase,  pour  reconstruire  de  fond  en  comble  le  sys- 
tème entier  de  leurs  idées  acquises. 

L'importance  de  notre  loi  encyclopédique  pour  servir 
fie  base  à  l'éducation  scientifique  ne  peut  èhe  ronve- 


SS  PHILOSOPHIE  POSITIVE 

iial»l(Mii(Mil  appiY'ciéo  qu'en  la  considérant  aussi  par  rap- 
port à  la  iniMliodc,  au  lieu  de  l'envisager  seulemenl, 
roninK»  nous  venons  de  le  faire,  relativement  à  la  doc- 
li'ine. 

Sous  ce  nouveau  point  de  vue,  une  exécution  conve- 
nable du  plan  général  d'études  que  nous  avons  déter- 
miné doit  avoir  pour  résultat  nécessaire  de  nous  pro- 
curer une  connaissance  parfaite  de  la  méthode  positive, 
qui  ne  pourrait  être  obtenue  d'aucune  autre  manière. 

En  effet,  les  phénomènes  naturels  ayant  été  classés  de 
(elle  sorte  que  ceux  qui  sont  réellement  homogènes 
restent  toujours  compris  dans  une  même  étude,  tandis 
que  ceux  qui  ont  été  affectés  à  des  études  différentes 
sont  effectivement  hétérogènes,  il  doit  nécessairement 
en  résulter  que  la  méthode  positive  générale  sera  cons- 
tamment modifiée  d'une  manière  uniforme  dans  l'éten- 
due d'une  même  science  fondamentale,  et  qu'elle  éprou- 
vera sans  cesse  des  modifications  différentes  et  de  plus 
en  plus  composées,  en  passant  d'une  science  à  une 
autre.  Nous  aurons  donc  ainsi  la  certitude  de  la  considé- 
rer dans  toutes  les  variétés  réelles  dont  elle  est  suscep- 
tible, ce  qui  n'aurait  pu  avoir  lieu,  si  nous  avions  adopté 
une  formule  encyclopédique  qui  ne  remplit  pas  les  con- 
ditions essentielles  posées  ci-dessus. 

Cette  nouvelle  considération  est  d'une  importance 
vraiment  fondamentale;  car,  si  nous  avons  vu  en  gé- 
néral, dans  la  dernière  leçon,  qu'il  est  impossible  de 
connaître  la  méthode  positive,  quand  on  veut  l'étu- 
dier séparément  de  son  emploi,  nous  devons  ajou- 
ter aujourd'hui  qu'on  ne  peut  s'en  former  une  idée 
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nette  et  exacte  qu'en  étudiant  successivement,  et  dans 
l'ordre  convenable,  son  application  à  toutes  les  diverses 
classes  principales  des  phénomènes  naturels.  Une  seule 
science  ne  suffirait  point  pour  atteindre  ce  but,  même  en 
la  choisissant  le  plus  judicieusement  possible.  Car, 
quoique  la  méthode  soit  essentiellement  identique  dans 
toutes,  chaque  science  développe  spécialement  tel  ou  tel 
de  ses  procédés  caractéristiques,  dont  l'influence,  trop 
peu  prononcée  dans  les  autres  sciences,  demeurerait 
inaperçue.  x\insi,  par  exemple,  dans  certaines  branches 
de  la  philosophie,  c'est  l'observation  proprement  dite; 
dans  d'autres  c'est  l'expérience,  et  telle  ou  telle  nature 
d'expériences,  qui  constitue  le  principal  moyen  d'explo- 
ration. De  même,  tel  précepte  général,  qui  fait  partie 
intégrante  de  la  méthode,  a  été  fourni  primitivement  par 
une  certaine  science  ;  et,  bien  qu'il  ait  pu  être  ensuite 
transporté  dans  d'autres,  c'est  à  sa  source  qu'il  faut  l'é- 
tudier pour  le  bien  connaître;  comme,  par  exemple,  la 
théorie  des  classifications. 

En  se  bornant  à  l'étude  d'une  science  unique^  il  fau- 
drait sans  doute  choisir  la  plus  parfaite  pour  avoir  un 
sentiment  plus  profond  de  la  méthode  positive.  Or,  la 
plus  parfaite  étant  en  même  temps  la  plus  simple,  on 
n'aurait  ainsi  qu'une  connaissance  bien  incomplète  de  la 
méthode,  puisque  on  n'apprendrait  pas  quelles  modifi- 
cations essentielles  elle  doit  subir  pour  s'adapter  à  des 
phénomènes  plus  compliqués.  Chaque  science  fondamen- 
tale a  donc,  sous  ce  rapport,  des  avantages  qui  lui  sont 
propres;  ce  qui  prouve  clairement  la  nécessité  de  les 
considérer  toutes,  sous  peine  de  ne  se  former  que  des 
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conroplions  trop  étroitos  et  des  habitudes  insuffisantes. 
('•M te  considération  devant  se  reproduire  fréquemment 
dans  la  suite,  il  est  inutile  de  la  développer  davantage 
en  moment. 

.le  (lois  néanmoins  ici,  toujours  sous  le  rapport  de  la 
méthode,  insister  spécialement  sur  le  besoin,  pour  la 
bien  connaître,  non-seulement  d'étudier  philosophique- 
ment toutes  les  diverses  sciences  fondamentales,  mais 
de  les  étudier  suivant  l'ordre  encyclopédique  établi  dans 
cette  leçon.  Que  peut  produire  de  rationnel,  à  moins 
d'une  extrême  supériorité  naturelle,  un  esprit  qui  s'oc- 
cupe de  prime  abord  de  l'étude  des  phénomènes  les  plus 
compliqués,  sans  avoir  préalablement  appris  à  connaî- 
tre, par  l'examen  des  phénomènes  les  plus  simples,  ce 
que  c'est  qu'une  loi,  ce  que  c'est  qu'observer,  ce  que 
c'est  qu'une  conception  positive,  ce  que  c'est  même 
qu'un  raisonnement  suivi?  Telle  est  pourtant  en- 
core aujourd'hui  la  marche  ordinaire  de  nos  jeunes 
physiologistes,  qui  abordent  immédiatement  l'étude  des 
corps  vivants,  sans  avoir  le  plus  souvent  été  préparés 
autrement  que  par  une  éducation  préliminaire  réduite  à 
l'étude  d'une  ou  deux  langues  mortes,  et  n'ayant,  tout 
au  plus,  qu'une  connaissance  très  superficielle  de  la  phy- 
sique et  de  la  chimie,  connaissance  presque  nulle  sous 
le  rapport  de  la  méthode,  puisqu'elle  n'a  pas  été  obte- 
nue communément  d'une  manière  rationnelle,  et  en 
partant  du  véritable  point  de  départ  de  la  philosophie  na- 
turelle. On  conçoit  combien  il  importe  de  réformer  un 
plan  d'études  aussi  vicieux.  De  même,  relativement  aux 
phénomènes  sociaux,  qui  sont  encore  plus  compliqués. 
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ne  serait-ce  point  avoir  fait  un  grand  pas  vers  le  retour 
des  sociétés  modernes  à  un  état  vraiment  normal,  que 
d'avoir  reconnu  la  nécessité  logique  de  ne  procéder  à 
l'étude  de  ces  phénomènes,  qu'après  avoir  dressé  succes- 
sivement l'organe  intellectuel  par  l'examen  philosophi- 
que approfondi  de  tous  les  phénomènes  antérieurs?  On 
peut  même  dire  avec  précision  que  c'est  là  toute  la  dif- 
ficulté principale.  Car  il  est  peu  de  hons  esprits  qui  ne 
soient  convaincus  aujourd'hui  qu'il  faut  étudier  les  phé- 
nomènes sociaux  d'après  la  méthode  positive.  Seule- 
ment, ceux  qui  s'occupent  de  cette  étude,  ne  sachant  pas 
et  ne  pouvant  pas  savoir  exactement  en  quoi  consiste 
cette  méthode,  faute  de  l'avoir  examinée  dans  ses  ap- 
plications antérieures,  cette  maxime  est  jusqu'à  présent 
demeurée  stérile  pour  la  rénovation  des  théories  socia- 
les, qui  ne  sont  pas  encore  sorties  de  l'état  théologique 
ou  de  l'état  métaphysique,  malgré  les  efforts  des  préten- 
dus réformateurs  positifs.  Cette  considération  sera,  plus 
tard,  spécialement  développée;  je  dois  ici  me  borner  à 
l'indiquer,  uniquement  pour  faire  apercevoir  toute  la 
portée  de  la  conception  encyclopédique  que  j'ai  propo- 
sée dans  cette  leçon. 

Tels  sont  donc  les  quatre  points  de  vue  principaux, 
sous  lesquels  j'ai  dû  m'attacher  à  faire  ressortir  l'im- 
portance générale  de  la  classification  rationnelle  et  po- 
sitive, établie  ci-dessus  pour  les  sciences  fondamen- 
tales. 

Afin  de  compléter  l'exposition  générale  du  plan  de  ce 
cours,  il  me  reste  maintenant  à  considérer  une  lacune 
immense  et  capitale,  que  j'ai  laissée  à  dessein  dans  ma 
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fit  lin  11  lo  oiicyclopodiqiio,  cl  que  le  leclcur  a  sans  doute 
(h'jà  remarquée.  Eu  effet,  nous  n'avons  point  marqué 
dans  noire  système  scientifique  le  rang  de  la  science 
mathématique. 

Le  motif  de  celle  omission  volontaire  est  dans  l'im- 
porlancemême  de  celte  science,  si  vaste  et  si  fondamen- 
tale. Car  la  leçon  prochaine  sera  entièrement  consacrée 
jï  la  délerminalion  exacte  de  son  véritable  caractère  gé- 
néral, et  par  suite  à  la  fixation  précise  de  son  rang  ency- 
clopédique. Mais  pour  ne  pas  laisser  incomplet,  sous  un 
rapport  aussi  capital,  le  grand  tableau  que  j'ai  tâché 
d'esquisser  dans  cette  leçon,  je  dois  indiquer  ici  som- 
mairement, par  anticipation,  les  résultats  généraux  de 
l'examen  que  nous  entreprendrons  dans  la  leçon  sui- 
vante. 

Dans  l'état  actuel  du  développement  de  nos  connais- 
sances positives,  il  convient,  je  crois,  de  regarder  la 
science  mathématique,  moins  comme  une  partie  consti- 
tuante de  la  philosophie  naturelle  proprement  dite,  que 
comme  étant,  depuis  Descartes  et  Newton,  la  vraie  base 
fondamentale  de  toute  cette  philosophie,  quoique,  à  parler 
exactement,  elle  soit  à  la  fois  l'une  et  l'autre.  Aujour- 
d'hui, en  effet,  la  science  mathématique  est  bien  moins 
importante  par  les  connaissances,  très  réelles  et  très 
précieuses  néanmoins  qui  la  composent  directement, 
que  comme  constituant  l'instrument  le  plus  puissant  que 
l'esprit  humain  puisse  employer  dans  la  recherche  des 
lois  des  phénomènes  naturels. 

Pour  présenter  à  cet  égard  une  conception  parfaite- 
ment nette  et  rigoureusement  exacte,  nous  verrons  qu'il 
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faut  diviser  la  science  mathématique  en  deux  grandes 
sciences,  dont  le  caractère  est  essentiellement  distinct  : 
la  mathématique  abstraite  ou  le  calcul^  en  prenant  ce 
mot  dans  sa  plus  grande  extension,  et  la  mathématique 
concrète,  qui  se  compose,  d'une  part,  de  la  géométrie 
générale,  d'une  autre  part,  de  la  mécanique  rationnelle. 
La  partie  concrète  est  nécessairement  fondée  sur  la 
partie  abstraite,  et  devient  à  son  tour  la  base  directe  de 
toute  la  philosophie  naturelle,  en  considérant,  autant 
que  possible,  tous  les  phénomènes  de  l'univers  comme 
géométriques  ou  comme  mécaniques. 

La  partie  abstraite  est  la  seule  qui  soit  purement  ins- 
trumentale, n'étant  autre  chose  qu'une  immense  exten- 
sion admirable  de  la  logique  naturelle  à  un  certain 
ordre  de  déductions.  La  géométrie  et  la  mécanique 
doivent,  au  contraire,  être  envisagées  comme  de  véri- 
tables sciences  naturelles,  fondées,  ainsi  que  toutes  les 
autres,  sur  l'observation,  quoique,  par  l'extrême  sim- 
plicité de  leurs  phénomènes,  elles  comportent  un  degré 
infiniment  plus  parfait  de  systématisation,  qui  a  pu 
quelquefois  faire  méconnaître  le  caractère  expérimental 
de  leurs  premiers  principes.  Mais  ces  deux  sciences  phy- 
siques ont  cela  de  particulier  que,  dans  l'état  présent 
de  l'esprit  humain,  elles  sont  déjà  et  seront  toujours 
davantage  employées  comme  méthode,  beaucoup  plus 
que  comme  doctrine  directe. 

Il  est,  du  reste,  évident  qu'en  plaçant  ainsi  la  science 
mathématique  à  la  tête  de  la  philosophie  positive,  nous 
ne  faisons  qu'étendre  davantage  l'application  de  ce  même 
principe  de  classification,  fondé  sur  la  dépendance  suc- 
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ccssivr  (les  sciences  en  l'ésiillal  du  dcgi'é  d'abstraction 
di'  leurs  plicMoiuènos  respectifs,  qui  nous  a  fourni  la 
série  encyclopédique,  établie  dans  cette  leçon.  Nous  ne 
faisons  maintenant  que  restituer  à  cette  série  son  véri- 
table premier  terme,  dont  l'importance  propre  exigeait 
un  examen  spécial  plus  développé.  On  voit,  en  effet,  que 
les  phénomènes  géométriques  et  mécaniques  sont,  de 
tous,  les  plus  généraux,  les  plus  simples,  les  plus 
abstraits,  les  plus  irréductibles,  et  les  plus  indépen- 
dants de  tous  les  autres,  dont  ils  sont,  au  contraire, 
la  base.  On  conçoit  pareillement  que  leur  étude  est 
un  préliminaire  indispensable  à  celle  de  tous  les  autres 
ordres  de  phénomènes.  C'est  donc  la  science  ma- 
thématique qui  doit  constituer  le  véritable  point  de 
départ  de  toute  éducation  scientifique  rationnelle,  soit 
générale,  soit  spéciale,  ce  qui  explique  l'usage  universel 
qui  s'est  établi  depuis  longtemps  à  ce  sujet,  d'une  ma- 
nière empirique,  quoiqu'il  n'ait  eu  primitivement  d'autre 
cause  que  la  plus  grande  ancienneté  relative  de  la 
science  mathématique.  Je  dois  me  borner  en  ce  moment 
à  une  indication  très  rapide  de  ces  diverses  considéra- 
tions, qui  vont  être  l'objet  spécial  de  la  leçon  suivante. 

Nous  avons  donc  exactement  déterminé  dans  cette 
leçon,  non  d'après  de  vaines  spéculations  arbitraires, 
mais  en  le  regardant  comme  le  sujet  d'un  véritable  pro- 
blème philosophique,  le  plan  rationnel  qui  doit  nous 
guider  constamment  dans  l'étude  de  la  philosophie  po- 
sitive. En  résultat  définitif,  la  mathématique,  l'astrono- 
mie, la  physique,  la  chimie,  la  physiologie  et  la  phy- 
sique sociale;  telle  est  la  formule  encyclopédique  qui. 
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parmi  le  très  grand  nombre  de  classifications  que  com- 
portent les  six  sciences  fondamentales,  est  seule  logi- 
quement conforme  à  la  hiérarchie  naturelle  et  inva- 
riable des  phénomènes.  Je  n'ai  pas- besoin  de  rappeler 
l'importance  de  ce  résultat,  que  le  lecteur  doit  se  rendre 
éminemment  familier,  pour  en  faire  dans  toute  l'éten- 
due de  ce  cours  une  application  continuelle. 

La  conséquence  finale  de  cette  leçon,  exprimée  sous 
la  forme  la  plus  simple,  consiste  donc  dans  l'explication 
et  la  justification  du  g^rand  tableau  synoptique  placé  au 
commencement  de  cet  ouvrage,  et  dans  la  construction 
duquel  je  me  suis  efforcé  de  suivre,  aussi  rigoureuse- 
ment que  possible,  pour  la  distribution  intérieure  de 
chaque  science  fondamentale,  le  même  principe  de  clas- 
sification qui  vient  de  nous  fournir  la  série  générale  des 
sciences. 
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CoDMldératlout»  philosophique»  nnv  ^ensemble  «le  la  science 
mathé  matlq  ii  e . 

En  commençant  à  entrer  directement  en  matière  par 
l'étude  philosophique  de  la  première  des  six  sciences 
fondamentales  établies  dans  la  leçon  précédente,  nous 
avons  lieu  de  constater  immédiatement  l'importance  de 
kl  philosophie  positive  pour  perfectionner  le  caractère 
général  de  chaque  science  en  particulier. 

Quoique  la  science  mathématique  soit  la  plus  ancienne 
et  la  plus  parfaite  de  toutes,  l'idée  générale  qu'on  doit 
s'en  former  n'est  point  encore  nettement  déterminée.  La 
définition  de  la  science,  ses  principales  divisions,  sont 
demeurées  jusqu'ici  vagues  et  incertaines.  Le  nom  mul- 
tiple par  lequel  on  la  désigne  habituellement  suffirait 
même  seul  pour  indiquer  le  défaut  d'unité  de  son  carac- 
tère philosophique,  tel  qu'il  est  conçu  communément. 

A  la  vérité,  c'est  seulement  au  commencement  du 
siècle  dernier  que  les  diverses  conceptions  fondamentales 
qui  constituent  cette  grande  science  ont  pris  chacune 
assez  de  développement  pour  que  le  véritable  esprit  de 
l'ensemble  pût  se  manifester  clairement.  Depuis  cette 
époque,  l'attention  des  géomètres  a  été  trop  justement 
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et  trop  exclusivement  absorbée  par  le  perfectionnement 
spécial  des  différentes  branches,  et  par  l'application  ca- 
pitale qu'ils  en  ont  faite  aux  lois  les  plus  importantes 
de  Tunivers ,  pour  pouvoir  se  diriger  convenablement 
sur  le  système  général  de  la  science. 

Mais  aujourd'hui  le  progrès  des  spécialités  n'est  plus 
tellement  rapide  qu'il  interdise  la  contemplation  de  l'en- 
semble. La  mathématique  (1)  est  maintenant  assez  dé- 
veloppée, soit  en  elle-même,  soit  quant  à  ses  applica- 
tions les  plus  essentielles,  pour  être  parvenue  à  cet  état 
de  consistance,  dans  lequel  on  doit,  s'efforcer  de  coor- 
donner en  un  système  unique  les  diverses  parties  de  la 
science,  afin  de  préparer  de  nouveaux  progrès.  On  peut 
même  observer  que  les  derniers  perfectionnements  capi- 
taux éprouvés  par  la  science  niathématique  ont  directe- 
ment préparé  cette  importante  opération  philosophique, 
en  imprimant  à  ses  principales  parties  un  caractère 
d'unité  qui  n'existait  pas  auparavant;  tel  est  éminem- 
ment et  hors  de  toute  comparaison  l'esprit  des  travaux 
de  l'immortel  auteur  de  la  Théorie  des  Fonctions  et  de  la 
Mécanique  analytique. 

Pour  se  former  une  juste  idée  de  l'objet  de  la  science 
mathématique  considérée  dans  son  ensemble,  on  peut 
d'abord  partir  de  la  définition  vague  et  insignifiante 
qu'on  en  donne  ordinairement,  à  défaut  de  toute  autre, 
en  disant  qu'elle  est  la  science  des  grandeurs,  ou,  ce  qui 
est  phis  positif,  la  science  qui  a  pour  bat  la  mesure  des 

(1)  .l'emploierai  souvent  cette  expression  au  siufrulier,  coaune  l'a  pro- 
posé Condorcet,  afiu  d'indiquer  avec  plus  d'énergie  l'esprit  d  uuité  dans 
lequel  je  conçois  la  science. 
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(//•(i/n/rt/rs.  Ot  ajxMcii  scohistiqiio  a,  sans  doute,  singu- 
lii'reiiKMil  hosoiii  d'acquc'^rir  plus  de  précision  et  plus  de 
profoiidiMii'.  Mais  l'idée  est  juste  au  fond;  elle  est  même 
sulïisainmeiil  (Miiiidue,  lorsqu'on  la  conçoit  convenable- 
mciil.  Il  iniporle  d'ailleurs,  en  pareille  matière,  quand 
on  le  peut  sans  inconvénient,  de  s'appuyer  sur  des  no- 
lions  généralement  admises.  Voyons  donc  comment,  en 
partant  de  cette  g-rossière  ébauche,  on  peut  s'élever  à 
une  véritable  définition  de  la  mathématique,  à  une  défini- 
tion qui  soit  digne  de  correspondre  à  l'importance,  h 
l'étendue  et  à  la  difficulté  de  la  science. 

La  question  de  mesurer  une  grandeur  ne  présente  par 
elle-même  à  l'esprit  d'autre  idée  que  celle  de  la  simple 
comparaison  immédiate  de  cette  grandeur  avec  une  autre 
grandeur  semblable  supposée  connue,  qu'on  prend  pour 
unité  entre  toutes  celles  de  la  même  espèce.  Ainsi,  quand 
on  se  borne  à  définir  les  mathématiques  comme  ayant 
pour  objet  la  mesure  des  grandeurs,  onendonneune  idée 
fort  imparfaite,  car  il  est  même  impossible  de  voir  par  là 
comment  il  y  a  lieu,  sous  ce  rapport,  à  une  science  quel- 
conque, et  surtout  à  une  science  aussi  vaste  et  aussi  pro- 
fonde qu'est  réputée  l'être  avec  raison  la  science  mathé- 
matique. Au  lieu  d'un  immense  enchaînement  de  travaux 
rationnels  très-prolongés,  qui  offrent  à  notre  a^'tivité 
intellectuelle  un  aliment  inépuisable,  la  science  paraî- 
trait seulement  consister,  d'après  un  tel  énoncé,  dans 
une  simple  suite  de  procédés  mécaniques,  pour  obtenir 
directement,  à  l'aide  d'opérations  analogues  à  la  super- 
jjosition  des  lignes,  les  rapports  des  quantités  à  mesurer 
à  celles  par  lesquelles  on  veut  les  mesurer.  Néanmoins, 
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cette  définition  n'a  point  réellement  d'autre  défaut  que 
de  n'être  pas  suffisamment  approfondie.  Elle  n'induit 
point  en  erreur  sur  le  véritable  but  final  des  mathéma- 
tiques; seulement  elle  présente  comme  dirert  un  objet 
qui,  presque  toujours,  est,  au  contraire,  fort  indirect,  et 
par  là,  elle  ne  fait  nullement  concevoir  la  nature  de  la 
science. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  d'abord  considérer  un  fait  g-é- 
néral,  très-facile  à  constater.  C'est  que  la  mesure  directe 
d'une  g-randeur,  par  la  superposition  ou  par  quelque 
procédé  semblable,  est  le  plus  souvent  pour  nous  une 
opération  tout-à-fait  impossible  :  en  sorte  que  si  nous 
n'avions  pas  d'autre  moyen  pour  déterminer  les  gran- 
deurs que  les  comparaisons  immédiates,  nous  serions 
obligés  de  renoncer  à  la  connaissance  de  la  plupart  de 
celles  qui  nous  intéressent. 

On  comprendra  toute  l'exactitude  de  cette  observation 
générale,  en  se  bornant  à  considérer  spécialement  le  cas 
particulier  qui  présente  évidemment  le  plus  de  facilité, 
celui  de  la  mesure  d'une  ligne  droite  par  une  autre 
ligne  droite.  Clette  comparaison,  qui,  de  toutes  celles 
que  nous  pouvons  imaginer,  est  sans  contredit  la  plus 
simple,  ne  peut  néanmoins  presque  jamais  être  effec- 
tuée immédiatement.  En  réfléchissant  à  l'ensemble  des 
conditions  nécessaires  pour  qu'une  ligne  droite  soit 
susceptible  d'une  mesure  directe,  on  voit  que  le  plus  sou- 
vent elles  ne  peuvent  point  être  remplies  à  la  fois,  rela- 
tivement aux  lignes  que  nous  désirons  connaître.  La 
première  et  la  plus  grossière  de  ces  conditions,  celle 
de  pouvoir  parcourir  la  ligne  d'un  bout  à  l'autre,  pour 
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poi  ltM-  successivenieiiL  l'uniLé  dans  LouLo  son  éléndue, 
l'xcliil  cvidomnuMil  déjà  la  très-majeure  partie  des  dis- 
lances qui  nous  intéressent  le  plus;  d'abord  toutes  les 
dislances  entre  les  différents  corps  célestes,  ou  de  la  terre 
à  ([uelqu'autre  corps  céleste,  et  ensuite  même  la  plupart 
des  distances  terrestres,  qui  sont  si  fréquemment  inac- 
cessibles. Quand  cette  première  condition  se  trouve  ac- 
complie, il  faut  encore  que  la  longueur  ne  soit  ni  trop 
grande  ni  trop  petite,  ce  qui  rendrait  la  mesure  directe 
également  impossible  ;  il  faut  qu'elle  soit  convenablement 
située,  etc.  La  plus  légère  circonstance,  qui  abstraite- 
ment ne  paraîtrait  devoir  introduire  aucune  nouvelle 
difficulté,  suffira  souvent,  dans  la  réalité,  pour  nous  in- 
terdire toute  mesure  directe.  Ainsi,  par  exemple,  telle 
ligne  que  nous  pourrions  mesurer  exactement  avec  la 
plus  grande  facilité,  si  elle  était  horizontale,  il  suffira 
de  la  concevoir  redressée  verticalement,  pour  que  la  me- 
sure en  devienne  impossible.  En  un  mot,  la  mesure  im- 
médiate d'une  ligne  droite  présente  une  telle  complica- 
tion de  difficultés,  surtout  quand  on  veut  y  apporter 
quelque  exactitude,  que  presque  jamais  nous  ne  rencon- 
trons d'autres  lignes  susceptibles  d'être  mesurées  direc- 
tement avec  précision,  du  moins  parmi  celles  d'une  cer- 
taine grandeur,  que  des  lignes  purement  artificielles, 
créées  expressément  par  nous  pour  comporter  une  déter- 
mination directe,  et  auxquelles  nous  parvenons  à  ratta- 
cher toutes  les  autres. 

Ce  que  je  viens  d'établir  relativement  aux  lignes  se 
conçoit,  à  bien  plus  forte  raison,  des  surfaces,  des 
volumes,  des  vitesses,  .des  temps,  des  forces,  etc.,  et, 
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en  général,  de  toutes  les  autres  grandeurs  susceptibles 
d'appréciation  exacte,  etqui,  par  leur  nature,  présentent 
nécessairement  beaucoup  plus  d'obstacles  encore  à  une 
mesure  immédiate.  Il  est  donc  inutile  de  s'y  arrêter,  et 
nous  devons  regarder  comme  suffisamment  constatée 
l'impossibilité  de  déterminer,  en  les  mesurant  directe- 
ment, la  plupart  des  grandeurs  que  nous  désirons  con- 
naître. C'est  ce  fait  général  qui  nécessite  la  formation 
de  la  science  mathématique,  comme  nous  allons  le  voir. 
Car,  renonçant,  dans  presque  tous  les  cas,  à  la  mesure 
immédiate  des  grandeurs,  l'esprit  humain  a  dû  chercher 
à  les  déterminer  indirectement,  et  c'est  ainsi  qu'il  a  été 
conduit  à  la  création  des  mathématiques. 

La  méthode  générale  qu'on  emploie  constamment,  la 
seule  évidemment  qu'on  puisse  concevoir,  pour  con- 
naître des  grandeurs  qui  ne  comportent  point  une 
mesure  directe,  consiste  à  les  rattacher  à  d'autres  qui 
soient  susceptibles  d'être  déterminées  immédiatement, 
et  d'après  lesquelles  on  parvient  à  découvrir  les  pre- 
mières, au  moyen  des  relations  qui  existent  entre  les 
unes  et  les  autres.  Tel  est  l'objet  précis  de  la  science 
mathématique  envisagée  dans  son  ensemble.  Pour  s'en 
faire  une  idée  suffisamment  étendue,  il  faut  considérer 
que  cette  détermination  indirecte  des  grandeurs  peut 
être  indirecte  à  des  degrés  fort  différents.  Dans  un  grand 
nombre  de  cas,  qui  souvent  sont  les  plus  importants, 
les  grandeurs,  à  la  détermination  desquelles  on  ramène 
la  recherche  des  grandeurs  principales  qu'on  veut  con- 
naître, ne  peuvent  point  elles-mêmes  être  mesurées 
immédiatement,  et  doivent  par  conséquent,  à  leur  tour. 
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(IcMMiir  \o  sujet  (l'nno  question  semblable,  et  ainsi  de 
suite;  en  sorte  que,  dans  beaucoup  d'occasions,  l'esprit 
humain  est  obligé  d'établir  une  longue  suite  d'intermé- 
diaires entre  le  système  des  grandeurs  inconnues  qui 
sont  l'objet  définitif  de  ces  recherches,  et  le  système 
fies  giandeurs  susceptibles  (\o  mesure  directe,  d'après 
lesquelles  on  détermine  finalement  les  premières,  et 
(jui  ne  paraissent  d'abord  avoir  avec  celles-ci  aucune 
liaison. 

Quelques  exemples  vont  suffire  pour  éclaircir  ce  que 
les  généralités  précédentes  pourraient  présenter  de  trop 
abstrait . 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  phénomène  naturel 
très  simple  qui  puisse  néanmoins  donner  lieu  à  une 
question  mathématique  réelle  et  susceptible  d'applica- 
tions effectives,  le  phénomène  de  la  chute  verticale  des 
corps  pesants. 

En  observant  ce  phénomène,  l'esprit  le  plus  étranger 
aux  conceptions  mathématiques  reconnaît  sur-le-champ 
que  les  deux  quantités  qu'il  présente,  savoir  :  la  hauteur 
d'où  un  corps  est  tombé,  et  le  temps  de  sa  chute,  sont 
nécessairement  liées  l'une  à  l'autre,  puisqu'elles  varient 
ensemble,  et  restent  fixes  simultanément;  ou,  suivant  le 
langage  des  géomètres,  qu'elles  sont  fonction  l'une  de 
l'autre.  Le  phénomène,  considéré  sous  ce  point  de  vue, 
donne  donc  lieu  à  une  question  mathématique,  qui  con- 
siste à  suppléer  à  la  mesure  directe  de  l'une  de  ces  deux 
grandeurs  lorsqu'elle  sera  impossible,  par  la  mesure  de 
l'autre.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'on  pourra  déter- 
miner indirectement  la  profondeur  d'un  précipice,  en  se 
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bornant  à  mesurer  le  temps  qu'un  corps  emploierait  à 
tomber  jusqu'au  fond;  et,  en  procédant  convenablement, 
cette  profondeur  inaccessible  sera  connue  avec  tout 
autant  de  précision  que  si  c'était  une  ligne  horizontale 
placée  dans  les  circonstances  les  plus  favorables  à  une 
mesure  facile  et  exacte.  Dans  d'autres  occasions,  c'est  la 
hauteur  d'où  le  corps  est  tombé  qui  sera  facile  à  con- 
naître, tandis  que  le  temps  de  la  chute  ne  pourrait  point 
être  observé  directement  ;  alors  le  même  phénomène 
donnera  lieu  à  la  question  inverse,  déterminer  le  temps 
d'après  la  hauteur;  comme,  par  exemple,  si  l'on  voulait 
connaître  quelle  sera  la  durée  de  la  chute  verticale  d'un 
corps  tombant  de  la  lune  sur  la  terre. 

Dans  l'exemple  précédent,  la  question  mathématique 
est  fort  simple,  du  moins  quand  on  n'a  pas  égard  à  la 
variation  d'intensité  de  la  pesanteur,  ni  à  la  résistance 
du  fluide  que  le  corps  traverse  dans  sa  chute.  Mais,  pour 
agrandir  la  question,  il  suffira  de  considérer  le  même 
phénomène  dans  sa  plus  grande  généralité,  en  supposant 
la  chute  oblique,  et  tenant  compte  de  toutes  les  circons- 
tances principales.  iVlors,  au  lieu  d'offrir  simplement 
deux  quantités  variables  liées  entre  elles  par  une  i-elation 
facile  à  suivre,  le  phénomène  en  présentera  un  plus 
grand  nombre,  l'espace  parcouru,  soit  dans  le  sens  ver- 
lical,  soit  dans  le  sens  horizontal,  le  temps  employé  à  le 
parcourir,  la  vitesse  du  corps  à  chaque  point  de  sa 
course,  et  même  I  intensité  et  la  direction  de  son  impul- 
sion primitive,  qui  pourront  aussi  être  envisagées  comme 
variables,  et  enfin,  dans  certains  cas,  pour  tenir  compte 
flo  tout,  la  résistance  du  milieu  et  l'énergie  de  la  gravité. 
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Touh's  CCS  (livcrs(»s  (|Utintitcs  scroiil  liées  outre  elles,  de 
h>Ilc  soric  ([ue  chacuiio  à  son  tour  pourra  ôtre  déter- 
iniiicc  iiulirectement  d'après  les  autres,  ce  qui  présen- 
tera antant  derecherches  mathématiques  distinctes,  qu'il 
y  aniM  de  p^randeurs  co-existantes  dans  le  phénomène 
c()nsi(h'ré.  Ce  changement  Irès  simple  dans  les  condi- 
tions physiques  d'un  problème  pourra  faire,  comme  il 
ariive  en  effet  pour  l'exemple  cité,  qu'une  recherche 
mathématique,  primitivement  fort  élémentaire,  se  place 
tout  à  coup  au  rang  des  questions  les  plus  difficiles,  dont 
la  solution  complète  et  rigoureuse  surpasse  jusqu'à  pré- 
sent toutes  les  plus  grandes  forces  de  l'esprit  humain. 

Prenons  un  second  exemple  dans  les  phénomènes  géo- 
métriques. Qu'il  s'agisse  de  déterminer  une  distance  qui 
n'est  pas  susceptible  de  mesure  directe;  on  la  concevra 
généralement  comme  faisant  partie  d'une  figure,  ou  d'un 
système  quelconque  de  lignes,  choisi  de  telle  manière 
que  tous  ses  autres  éléments  puissent  être  observés 
immédiatement;  par  exemple,  dans  le  cas  le  plus  simple 
et  auquel  tous  les  autres  peuvent  se  réduire  finalement, 
on  considérera  la  distance  proposée  comme  appartenant 
à  un  triangle,  dans  lequel  on  pourrait  déterminer  direc- 
tement, soit  un  autre  côté  et  deux  angles,  soit  deux 
côtés  et  un  seul  angle.  Dès  lors,  la  connaissance  de  la 
distance  cherchée,  au  lieu  d'être  obtenue  immédiate- 
ment, sera  le  résultat  d'un  travail  mathématique  qui 
consistera  à  la  déduire  des  éléments  observés,  d'après 
la  relation  qui  la  lie  avec  eux.  Ce  travail  pourra  devenir 
successivement  de  plus  en  plus  compliqué,  si  les  élé- 
ments supposés  connus  ne  pouvaient,  à  leur  tour,  comme 
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il  arrive  le  plus  souvent,  être  déterminés  que  d'une  ma- 
nière indirecte,  k  Taide  de  nouveaux  systèmes  auxi- 
liaires, dont  le  nombre,  dans  les  grandes  opérations  de 
ce  genre,  finit  par  devenir  quelquefois  très  considérable. 
La  distance  une  fois  déterminée,  cette  seule  connais- 
sance suffira  fréquemment  pour  faire  obtenir  de  nou- 
velles quantités,  qui  offriront  le  sujet  de  nouvelles  ques- 
tions matbémaliques.  Ainsi,  quand  on  sait  à  quelle 
distance  est  situé  un  objet,  la  simple  observation,  tou- 
jours possible,  de  son  diamètre  apparent,  doit  évidem- 
ment permettre  de  déterminer  indirectement,  quelqu'inac- 
cessible  qu'il  puisse  être,  ses  dimensions  réelles,  et,  par 
une  suite  de  recherches  analogues,  sa  surface,  son 
volume,  son  poids  même,  et  une  foule  d'autres  pro- 
priétés, dont  la  connaissance  semblait  devoir  nous  être 
nécessairement  interdite. 

C'est  par  de  tels  travaux  que  l'homme  a  pu  parvenir 
à  connaître,  non  seulement  les  distances  des  astres  à  la 
terre,  et  par  suite,  entre  eux,  mais  leur  grandeur  effec- 
tive, leur  véritable  figure,  jusqu'aux  inégalités  de  leur 
surface,  et,  ce  qui  semble  se  dérober  bien  plus  encore  à 
nos  moyens  d'investigation,  leurs  masses  respectives, 
leurs  densités  moyennes,  les  circonstances  principales 
de  la  chute  des  corps  pesants  à  la  surface  de  chacun 
d'eux,  etc.  Par  la  puissance  des  théories  mathématiques, 
tous  ces  divers  résultats,  et  bien  d'autres  encore  relatifs 
aux  différentes  classes  de  phénomènes  naturels,  n'ont 
exigé  définitivement  d'autres  mesures  immédiates  que 
celles  d'un  très  petit  nombre  de  lignes  droites,  convena- 
blement choisies,  et  d'un  plus  grand  nombre  d'angles, 
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(Ml  |M'nl  iiH^iiKNlirc,  on  loulo  riguour,  j)Oiir  indiquer  d'un 
srui  liait  la  porléc^  i;énéralo  do  la  science,  que  si  l'on  ne 
craignait  pas  avec  raison  de  multiplier  sans  nécessité  les 
opérations  mathématiques,  et  si,  par  conséquent,  on  ne 
devait  pas  les  réserver  seulement  pour  la  détermination 
des  quantités  qui  ne  pourraient  nullement  être  mesurées 
directement,  ou  d'une  manière  assez  exacte,  la  connais- 
sance de  toutes  les  grandeurs  susceptibles  d'estimation 
précise  que  les  divers  ordres  de  phénomènes  peuvent 
nous  offrir  serait  finalement  réductible  à  la  mesure 
immédiate  d'une  ligne  droite  unique  et  d'un  nombre 
d'angles  convenable. 

Nous  sommes  donc  parvenus  maintenant  à  définir  avec 
exactitude  la  science  mathématique,  en  lui  assignant  pour 
but,  la  mesure  indirecte  des  grandeurs,  et  disant  qu'on 
s'y  propose  constamment  de  dtHerminer  les  grandeurs  les 
unes  par  les  autres,  d'après  les  relations  précises  qui  existent 
entre  elles.  Cet  énoncé,  au  lieu  de  donner  seulement  l'idée 
d'im  art,  comme  le  font  jusqu'ici  toutes  les  définitions 
ordinaires,  caractérise  immédiatement  une  véritable 
science,  et  la  montre  sur-le-champ  composée  d'un  im- 
mense enchaînement  d'opérations  intellectuelles,  qui 
pourront  évidemment  devenir  très  compliquées,  à  raison 
de  la  suite  d'intermédiaires  qu'il  faudra  établir  entre  les 
quantités  inconnues  et  celles  qui  comportent  une  mesure 
directe,  du  nombre  des  variables  co-existantes  dans  la 
question  proposée,  et  de  la  nature  des  relations  que 
fourniront  entre  toutes  ces  diverses  grandeurs  les  phé- 
nomènes considérés.  D'après  une  telle  définition,  l'esprit 
mathématique  consiste  à  regarder  toujours  comme  liées 


MATHÉMATIQUE  107 

entre  elles  toutes  les  quantités  que  peut  présenter  un 
phénomène  quelconque,  dans  la  vue  de  les  déduire  les 
unes  des  autres.  Or,  il  n'y  a  pas  évidemment  de  phéno- 
mène qui  ne  puisse  donner  lieu  à  des  considérations 
de  ce  genre;  d'où  résulte  l'étendue  naturellement  indé- 
finie et  même  la  rigoureuse  universalité  logique  de  la 
science  mathématique  :  nous  chercherons  plus  loin  à 
circonscrire  aussi  exactement  que  possihle  son  exten- 
sion effective. 

Les  explications  précédentes  établissent  clairement  la 
justification  du  nom  employé  pour  désigner  la  science 
que  nous  considérons.  Cette  dénomination,  qui  a  pris 
aujourd'hui  une  acception  si  déterminée,  signifie  simple- 
ment par  elle-même  \di  science  en  général.  Une  telle  dési- 
gnation, rigoureusement  exacte  pour  les  Grecs,  qui 
n'avaient  pas  d'autre  science  réelle,  n'a  pu  être  conservée 
par  les  modernes  que  pour  indiquer  les  mathématiques 
comme  Xb, science  ^diV  excellence.  Et,  en  effet,  la  définition 
à  laquelle  nous  venons  d'être  conduits,  si  on  en  écarte  la 
circonstance  de  la  précision  des  déterminations,  n'est 
autre  chose  que  la  définition  de  toute  véritable  science 
quelconque,  car  chacune  n'a-t-elle  pas  nécessairement 
pour  but  de  déterminer  des  phénomènes  les  uns  par  les 
autres,  d'après  les  relations  qui  existent  entre  eux? 
Toute  science  consiste  dans  la  coordination  des  faits  ;  si 
Jes  diverses  observations  étaient  entièrement  isolées,  il 
n'y  aurait  pas  de  science.  On  peut  même  dire  générale- 
ment que  la  science  est  essentiellement  destinée  à  dis- 
penser, autant  que  le  comportent  les  divers  phénomènes, 
de  toute  observation  directe,  en  permettant  de  déduire 
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ilii  |)his  |)(>ssil)l(Ml(Ml()iiiioos  immédiaLcs,  le 

pins  :;i-aii(l  noiiihro  possibU»  de  résullats.  N'est-ce  point 
là.  (Ml  elTel,  l'iisai^e  r^^el,  soit  dans  la  spéculation,  soit 
dans  l'artion,  des  lois  que  nous  parvenons  à  découvrir 
enirc  les  phénomènes  naturels?  La  science  mathématique 
ne  fail .  d'après  cela,  que  pousser  au  |dus  haut  degré  pos- 
silile,  lani  sous  le  rapport  de  la  quantité  que  sous  celui 
de  la  qualité,  sur  les  sujets  véritablement  de  son  ressort, 
le  même  genre  de  recherches  que  poursuit,  à  des  degrés 
plus  ou  moins  inférieurs,  chaque  science  réelle,  dans  sa 
sphère  respective. 

C'est  donc  par  Tétude  des  mathématiques,  et  seule- 
ment par  elle,  que  Ton  peut  se  faire  une  idée  juste  et 
approfondie  de  ce  que  c'est  qu'une  science.  C'est  là  uni- 
quement qu'on  doit  chercher  à  connaître  avec  précision 
la  méthode  générale  que  l'esprit  humain  emploie  cons- 
tamment dans  toutes  ses  recherches  positives,  parce  que 
nulle  part  ailleurs  les  questions  ne  sont  résolues  d'une 
manière  aussi  complète,  et  les  déductions  prolongées 
aussi  loin  avec  une  sévérité  rigoureuse.  C'est  là  égale- 
ment que  notre  entendement  a  donné  les  plus  grandes 
preuves  de  sa  force,  parce  que  les  idées  qu'il  y  considère 
sont  du  plus  haut  degré  d'abstraction  possible  dans 
l'ordre  positif.  Toute  éducation  scientifique  qui  ne  com- 
mence point  par  une  telle  étude  pèche  donc  nécessaire- 
ment par  sa  base. 

Nous  avons  jusqu'ici  envisagé  la  science  mathéma- 
tique seulement  dans  son  ensemble  total,  sans  avoir  au- 
cun égard  à  ses  divisions.  Nous  devons  maintenant, 
pour  compléter  cette  vue  générale  et  nous  former  une 
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juste  idée  du  caractère  philosophique  de  la  science,  con- 
sidérer sa  division  fondamentale.  Les  divisions  secon- 
daires seront  examinées  dans  les  leçons  suivantes. 

Cette  division  principale  ne  saurait  être  vraiment  ra- 
tionnelle, et  dériver  de  la  nature  même  du  sujet,  qu'au- 
tant qu'elle  se  présentera  spontanément,  en  faisant  l'ana- 
lyse exacte  d'une  question  mathématique  complète. 
Ainsi,  après  avoir  déterminé  ci-dessus  quel  est  l'objet 
général  des  travaux  mathématiques,  caractérisons 
maintenant  avec  précision  les  divers  ordres  principaux 
de  recherches  dont  ils  se  composent  constamment. 

La  solution  complète  de  toute  question  mathématique 
se  décompose  nécessairement  en  deux  parties,  d'une 
nature  essentiellement  distincte,  et  dont  la  relation  est 
invariablement  déterminée.  En  effet,  nous  avons  vu  que 
toute  recherche  mathématique  a  pour  objet  de  déter- 
miner des  grandeurs  inconnues,  d'après  les  relations  qui 
existent  entre  elles  et  des  grandeurs  connues.  Or,  il  faut 
évidemment  d'abord,  à  cette  fin,  parvenir  à  connaître 
avec  précision  les  relations  existantes  entre  les  quantités 
que  l'on  considère.  Ce  premier  ordre  de  recherches  cons- 
titue ce  que  j'appelle  la  partie  concrète  de  la  solution. 
Quand  elle  est  terminée,  la  question  change  de  nature; 
elle  se  réduit  à  une  pure  question  de  nombres,  consis- 
tant simplement  désormais  à  déterminer  des  nombres 
inconnus,  lorsqu'on  sait  quelles  relations  précises  les 
lient  à  des  nombres  connus.  C'est  dans  ce  second  ordre 
de  recherches  que  consiste  ce  que  je  nomme  la  partie 
abstraite  de  la  solution.  De  là  résulte  la  division  fonda- 
mentah'  de  la  science  mathématique  générale  en  deux 
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i^raiulos  sciences,  l;i  iii;illi(''iiîiili(juc  abslraito et  lamalhé- 
maliciue  coiici'i'l(\ 

(  .elle  analyse  penl  c^tre  observée  dans  toute  question 
inatliéniatique  complète,  quelque  simple  ou  quelque 
compliquée  qu'elle  soit.  Il  suffira,  pour  la  faire  bien 
comprendre,  d'en  indiquer  un  seul  exemple. 

Reprenant  le  phénomène  déjà  cité  de  la  chute  verti- 
cale d'un  corps  pesant,  et  considérant  le  cas  le  plus 
simple,  on  voit  que  pour  parvenir  à  déterminer  l'une  par 
l'autre  la  hauteur  d'où  le  corps  est  tombé  et  la  durée  de 
sa  chute,  il  faut  commencer  par  découvrir  la  relation 
exacte  de  ces  deux  quantités,  ou,  suivant  le  langage  des 
géomètres,  V équation  qui  existe  entre  elles.  Avant  que 
cette  première  recherche  soit  terminée,  toute  tentative 
pour  déterminer  numériquement  la  valeur  de  l'une  de 
ces  deux  grandeurs  par  celle  de  l'autre  serait  évidem- 
ment prématurée,  car  elle  n'aurait  aucune  base.  Il  ne 
suffit  pas  de  savoir  vaguement  qu'elles  dépendent  l'une 
de  l'autre,  ce  que  tout  le  monde  aperçoit  sur  le  champ, 
mais  il  faut  déterminer  en  quoi  consiste  cette  dépen- 
dance ;  ce  qui  peut  être  fort  difficile,  et  constitue  en  effet, 
dans  le  cas  actuel,  la  partie  incomparablement  supé- 
rieure du  problème.  Le  véritable  esprit  scientifique  est 
si  moderne  et  encore  tellement  rare,  que  personne  peut- 
être  avant  Galilée  n'avait  seulement  remarqué  l'accrois- 
sement de  vitesse  qu'éprouve  un  corps  dans  sa  chute,  ce 
qui  exclut  l'hypothèse,  vers  laquelle  notre  intelligence, 
toujours  portée  involontairement  à  supposer  dans 
chaque  phénomène  les  fonctions  les  plus  simples,  sans 
aucun  autre  motif  que  sa  plus  grande  facilité  à  les  con- 
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cevoir,  serait  naturellement  entraînée  :  la  hauteur  pro- 
portionnelle au  temps.  En  un  mot,  ce  premier  travail 
aboutit  à  la  découverte  de  la  loi  de  Galilée.  Quand  cette 
partie  concrète  est  terminée,  la  recherche  devient  d'une 
toute  autre  nature.  Sachant  que  les  espaces  parcourus 
par  le  corps  dans  chaque  seconde  successive  de  sa  chute 
croissent  comme  la  suite  des  nombres  impairs,  c'est 
alors  une  question  purement  numérique  et  abstraite  que 
d'en  déduire  ou  la  hauteur  d'après  le  temps,  ou  le 
temps  par  la  hauteur,  ce  qui  consistera  à  trouver  que, 
d'après  la  loi  établie,  la  première  de  ces  deux  quantités 
est  un  multiple  connu  de  la  seconde  puissance  de  l'autre, 
d'où  l'on  devra  finalement  conclure  la  valeur  de  l'une 
quand  celle  de  l'autre  sera  donnée. 

Dans  cet  exemple,  la  question  concrète  est  plus  diffi- 
cile que  la  question  abstraite.  Ce  serait  l'inverse,  si  l'on 
considérait  le  même  phénomène  dans  sa  plus  grande 
généralité,  tel  que  je  l'ai  envisagé  plus  haut  pour  un 
autre  motif.  Suivant  les  cas,  ce  sera  tantôt  la  première, 
tantôt  la  seconde  de  ces  deux  parties  qui  constituera  la 
principale  difficulté  de  la  question  totale  ;  la  loi  mathé- 
matique du  phénomène  pouvant  être  très  simple,  mais 
difficile  à  obtenir,  et,  dans  d'autres  occasions,  facile  à 
découvrir,  mais  fort  compliquée  :  en  sorte  que  les  deux 
grandes  sections  de  la  science  mathématique,  quand  on 
les  compare  en  masse,  doivent  être  regardées  comme 
exactement  équivalentes  en  étendue  et  en  difficulté, 
aussi  bien  qu'en  importance,  ainsi  que  nous  le  constate- 
rons plus  tard  en  considérant  chacune  d'elles  séparé- 
ment. 
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(Vs  (l(Mi\  j)arli('s,  osseiiLiellemenl  distinctes,  cV après 
rcxplicalion  précoileiite,  par  l'objc^t  que  l'esprit  s'y  pro- 
|»o>(',  ne  le  sont  pas  moins  par  la  nature  des  recherches 
,  dont  elles  se  composent. 

La  preniièie  doit  porter  le  nom  de  concrète^  car  elle 
dépend  évidemment  du  genre  des  phénomènes  considé- 
rés, el  doit  varier  nécessairement  lorsqu'on  envisagera 
de  nouveaux  phénomènes;  tandis  que  la  seconde  est 
complètement  indépendante  de  la  nature  des  objets  exa- 
minés, et  porte  seulement  sur  les  relations  numériques 
qu'ils  présentent,  ce  qui  doit  la  faire  appeler  abstraite. 
Les  mêmes  relations  peuvent  exister  dans  un  grand 
nombre  de  phénomènes  différents,  qui,  malgré  leur  ex- 
trême diversité,  seront  envisagés  par  le  géomètre  comme 
offrant  une  question  analytique,  suceptible,  en  l'étudiant 
isolément,  d'être  résolue  une  fois  pour  toutes.  Ainsi, 
par  exemple,  la  même  loi  qui  règne  entre  l'espace  et  le 
temps,  quand  on  examine  la  chute  verticale  d'un  corps 
dans  le  vide,  se  retrouve  pour  d'autres  phénomènes  qui 
n'offrent  aucune  analogie  avec  le  premier  ni  entre  eux  : 
car  elle  exprime  aussi  la  relation  entre  l'aire  d'un  corps 
sphérique  et  la  longueur  de  son  diamètre  ;  elle  déter- 
mine également  le  décroissement  de  l'intensité  de  la  lu- 
mière ou  de  la  chaleur  à  raison  de  la  distance  des  objets 
éclairés  ou  échauffés,  etc.  La  partie  abstraite,  commune 
à  ces  diverses  questions  mathématiques,  ayant  été  traitée 
à  l'occasion  d'une  seule  d'entre  elles,  se  trouvera  l'être, 
par  cela  môme,  pour  toutes  les  autres;  tandis  que  la 
partie  concrète  devra  nécessairement  être  reprise 
pour  chacune  séparément,  sans  que  la  solution  de  quel- 
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qiios-iines  puissent  fournir,  sous  ce  rapport,  aucun  se- 
cours direct  pour  celle  des  suivantes.  Il  est  impossible 
d'établir  de  véritables  métliodes  générales  qui,  par  une 
marche  déterminée  et  invariable,  assurent,  dans  tous  les 
cas,  la  découverte  des  relations  existantes  entre  les 
quantités,  relativement  à  des  phénomènes  quelconques  : 
ce  sujet  ne  comporte  nécessairement  que  des  méthodes 
spéciales  pour  telle  ou  telle  classe  de  phénomènes  géo- 
métriques, ou  mécaniques,  ou  thermologiques,  etc.  On 
peut,  au  contraire,  de  quelque  source  que  proviennent 
les  quantités  considérées,  établir  des  méthodes  uni- 
formes pour  les  déduire  les  unes  des  autres,  en  suppo- 
sant connues  leurs  relations  exactes.  La  partie  abstraite 
des  mathématiques  est  donc  de  sa  nature  générale  ;  la 
partie  concrète,  spéciale. 

En  présentant  cette  comparaison  sous  un  nouveau 
point  de  vue,  on  peut  dire  que  la  mathématique  con- 
crète a  un  caractère  philosophique  essentiellement  ex- 
])érimental,  physique,  phénoménal;  tandis  que  celui  de 
la  mathématique  abstraite  est  purement  logique,  ration- 
nel. Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter  exactement  les 
procédés  qu'emploie  l'esprit  humain  pour  découvrir  les 
lois  mathématiques  des  phénomènes.  Mais,  soit  que 
l'observation  précise  suggère  elle-même  la  loi,  soi(, 
comme  il  arrive  plus  souvent,  qu'elle  ne  fasse  que  con- 
firmer la  loi  conslruile  |)ar  le  raisonnement  d'après  les 
faits  les  plus  coninnms;  toujours  es(-il  certain  (|ue  cette 
loi  n'est  envisagée  comme  réelle  qu'autant  qu'elle  se 
montre  d'accord  avec  les  résultais  de  l'expéricMice  di- 
recte. Ainsi,  la  partie  concrète  de  luule  question  niathé- 
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inMli(iii('  (»sl  iK'ccssaiicmcnl  loiulrc  siii-  la  coiisidération 
<lii  moiidi»  ('.\l(''ii(Mii'.  (M  no  saurait  jamais,  quelle  qu'y 
puisse  la  |>ail  (iii  l'aisounement,  se  résoudre  par  une 
siiiiplc  siiilc  (le  combinaisons  intellectuelles.  La  partie 
;i  1)^1 1  aile,  an  coniraii'e,  quand  elle  a  été  d'abord  bien 
exactement  séparée,  ne  peut  consister  que  dans  une  sé- 
l  ie  de  déductions  rationnelles  plus  ou  moins  prolongée, 
(îai',  si  l'on  a  une  fois  trouvé  les  équations  d'un  phé- 
nomène, la  détermination  des  unes  par  les  autres  des 
(|uantités  qu'on  y  considère,  quelques  difficultés  d'ail- 
leurs qu'elle  puisse  souvent  offrir,  est  uniquement  du 
ressort  du  raisonnement.  C'est  à  Tintellig-ence  qu'il 
appartient  de  déduire  de  ces  équations  des  résultats 
qui  y  sont  évidemment  compris,  quoique  d'une  ma- 
nière peut-être  fort  implicite,  sans  qu'il  y  ait  lieu  à 
consulter  de  nouveau  le  monde  extérieur,  dont  la 
considération,  devenue  dès  lors  étrangère,  doit  même 
être  soigneusement  écartée  pour  réduire  le  travail  à  sa 
véritable  difficulté  propre. 

On  voit,  par  cette  comparaison  générale,  dont  je  dois 
me  borner  ici  à  indiquer  les  traits  principaux,  combien 
est  naturelle  et  profonde  la  division  fondamentale  éta- 
blie ci-dessus  dans  la  science  mathématique. 

Pour  terminer  l'exposition  générale  de  cette  division, 
il  ne  nous  reste  plus  qu'à  circonscrire,  aussi  exactement 
que  nous  puissions  le  faire  dans  ce  premier  aperçu,  cha- 
cune des  deux  grandes  sections  de  la  science  mathéma- 
tique. 

La  mathématique  concrète,  ayant  pour  objet  de  décou- 
vrir les  équations  des  phénomènes,  semblerait,  à  priori, 
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devoir  se  composer  d'autant  de  sciences  distinctes  qu'il 
y  a  de  catég^ories  réellement  différentes  pour  nous  parmi 
les  phénomènes  naturels.  Mais  il  s'en  faut  de  beaucoup 
qu'on  soit  encore  parvenu  à  découvrir  des  lois  mathé- 
matiques dans  tous  les  ordres  de  phénomènes  ;  nous 
verrons  même  tout  à  l'heure  que,  sous  ce  rapport,  la 
majeure  partie  se  dérobera  très  vraisemblablement  tou- 
jours à  nos  efforts.  En  réalité,  dans  l'état  présent  de 
l'esprit  humain,  il  n'y  a  directement  que  deux  grandes 
catégories  générales  de  phénomènes  dont  on  connaisse 
constamment  les  équations  ;  ce  sont  d'abord  les  phéno- 
mènes géométriques,  et  ensuite  les  phénomènes  méca- 
niques. Ainsi,  la  partie  concrète  des  mathématiques  se 
compose  donc  de  la  géométrie  et  de  la  mécanique  ra- 
tionnelle. 

Cela  suffit,  il  est  vrai,  pour  lui  donner  un  caractère 
complet  d'universalité  logique,  quand  on  considère  l'en- 
semble des  phénomènes  du  point  de  vue  le  plus  élevé 
de  la  philosophie  naturelle.  En  effet,  si  toutes  les  par- 
ties de  l'univers  étaient  conçues  comme  iamiobiles,  il 
n'y  aurait  évidemment  à  observer  que  des  phénomènes 
géométriques,  puisque  tout  se  réduirait  à  des  relations 
de  forme,  de  grandeur  et  de  situation;  ayant  ensuite 
égard  aux  mouvements  qui  s'y  exécutent,  il  y  a  lieu  à 
considérer  de  plus  des  phénomènes  mécaniques  .En  appli- 
quant ici,  après  l'avoir  suffisamment  généralisée,  une 
conception  philosophique,  due  à  M.  de  Blainville,  et 
déjà  citée  pour  un  autre  usage  dans  la  première  leçon 
(page  27),  on  peut  donc  établir  que,  vu  sous  le  rapport 
statique,  l'univers  ne  présente  que  des  phénomènes géo- 
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iiK'li  i(|ii('s  :  ('I,  sous  le  l  appoi  l  (I yiiaiiH(|uo,  dos  plio- 
iiomi'm's  in('M  aiii<|U('s.  Ainsi  la  gooiiuHi'ic  cl  la  mocaiii- 
(liic  ((tiistilucnl,  j)ai'  ollos-nionies,  If  s  deux  sciences  na- 
liii(>ll('s  fondanionlah^s,  (mi  ce  sens,  que  tous  les  effets 
iialiir(>ls  |»(Mi\(Mil  èlrc^  conçus  comme  de  simples  résul- 
tats nécessaires,  on  des  lois  de  l'étendue,  ou  des  lois  du 
mouvement . 

Mais,  (juoique  celle  conception  soit  toujours  logique- 
ment possible,  la  difficulté  est  de  la  spécialiser  avec  la 
j)récision  nécessaire,  et  de  la  suivre  exactement  dans 
chacun  des  cas  généraux  que  nous  offre  Tétude  de  la 
naluie,  c'est-à-dire  de  réduire  effectivement  chaque 
«luestion  principale  de  philosophie  naturelle,  pour  tel 
ordre  de  phénomènes  déterminé,  à  la  question  de  géo- 
métrie ou  de  mécanique,  à  laquelle  on  pourrait  ration- 
nellement la  supposer  ramenée.  Cette  transformation, 
qui  exige  préalablement  de  grands  progrès  dans  l'étude 
de  chaque  classe  de  phénomènes,  n'a  été  réellement 
exécutée  jusqu'ici  que  pour  les  phénomènes  astrono- 
miques, et  pour  une  partie  de  ceux  que  considère  la 
])hvsique  terrestre  proprement  dite.  C'est  ainsi  que  l'as- 
tronomie, l'acoustique,  l'optique,  etc.,  sont  devenues 
finalement  des  applications  de  la  science  mathématique 
il  de  certains  oi'dics  d'ohsei  vations  (1).  Mais,  ces  appli- 

(1)  Je  iloi.<  l'aire  ici,  pur  auliciputiou,  une  lu  en  lion  sommaire  de  la 
Ihermologie,  à  laquelle  je  consacrerai  plus  lard  une  leçon  spéciale.  La 
théorie  mathématique  des  phénomènes  de  \a  chaleur  a  priS;,  par  les 
mémorables  travaux  de  son  illustre  fondateur,  un  tel  caractère,  qu'on 
peut  aujourd'hui  la  concevoir,  après  la  géométrie  et  la  mécanique, 
comme  une  véritable  troisième  section  distincte  de  la  mathématique 
concrète,  puisque  M.  Fourier  a  établi,  d'une  manière  entièrement  di- 
recte, les  équations  thermologiques,  au  lieu  de  se  représenter  hypothé- 
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cations  n'étant  point,  par  leur  nature,  rigoureusement 
circonscrites,  ce  serait  assigner  à  la  science  un  domaine 
indéfini  et  entièrement  vague,  que  de  les  confondre  avec 
elle,  comme  on  le  fait  dans  la  division  ordinaire,  si 
vicieuse  à  tant  d'autres  égards,  des  mathématiques  en 
pures  et  appliquées.  Nous  persisterons  donc  à  regarder 
la  mathématique  concrète  comme  uniquement  composée 
de  la  géométrie  et  de  la  mécanique. 

Quant  à  la  mathématlquf'  (ibstvaite,  dont  j'examinerai 
la  division  générale  dans  la  leçon  suivante,  sa  nature  est 
nettement  et  exactement  déterminée.  F]lle  se  compose  de 
ce  qu'on  appelle  le  ralcul,  en  prenant  ce  mot  dans  sa 
plus  grande  extension,  qui  embrasse  depuis  les  o])é ra- 
tions numériques  les  plus  simples  jusqu'aux  plus  su- 
blimes combinaisons  de  l'analyse  transcendante.  Le 
calcul  di  pour  objet  propre  de  résoudre  toutes  les  ques- 
tions de  nombres.  Son  point  de  départ  est,  constamment 
et  nécessairement,  la  connaissance  de  relations  précises, 
c'est-à-dire  (Y cq nations ^qv[[vq  les  diverses  grandeurs  que 
l'on  considère  simultanément,  ce  qui  est,  au  contraire, 

liqiicineiit  les  questions  coiuiiie  des  applications  de  la  mécanique,  ainsi 
qu'on  a  tenté  de  le  faire  pour  les  phénomènes  électriques,  par  exemple. 
Cette  grande  découverte,  qui,  comme  toutes  celles  qui  se  rapportent 
à  la  méthode,  n'est  pas  encore  convenablement  appréciée,  mérite  sin- 
gulièrement notre  attention;  car,  outre  son  importance  immédiate  pour 
l'étude  vraiment  rationnelle  et  positive  d'un  ordre  de  phénomènes  aussi 
universel  et  aussi  fondamental,  elle  tend  à  relever  nos  espérances  phi- 
losophiques, quant  à  l'extension  future  des  applications  légitimes  de 
l'analyse  mathématique,  ainsi  que  je  l'expliquerai  dans  le  second  vo- 
lume de  ce  cours,  en  examinant  le  caractère  général  de  cette  nouvelle 
série  de  travaux.  Je  n'aurais  pas  hésité  dès  à  présent  à  traiter  la  thermu- 
logie,  ainsi  conçue,  comme  une  troisième  branche  principale  de  la  nia- 
thématique  concrète,  si  je  n'avais  craint  de  diminuer  l'utilité  de  cet 
ouvrage  en  m'écartant  trop  des  habitudes  ordinaires. 
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If  l(M  int>  lie  la  mal licmal icjiio  coiicit'lc.  Quelque  compli- 
(|ii(M'>  ou  quelque  iudireeles  que  puissent  être  d'ailleurs 
(•(>>  K'Ialious,  le  but  final  de  la  science  du  calcul  est  d'en 
(Icduiic  toujours  les  valeurs  des  quantités  inconnues  par 
celles  des  quantités  connues.  Cette •sx/e/icv:'^  bien  que  plus 
()(M  l(M  liouuée  qu'aucune  autre,  est,  sans  doute,  réellement 
peu  avancée  encore,  eu  sorte  que  ce  but  est  rarement 
all(Miil  (Tune  manière  complètement  satisfaisante.  Mais 
le!  u"eu  est  pas  moins  son  vrai  caractère.  Pour  concevoir 
uellemeiit  la  véritable  nature  d'une  science,  il  faut  tou- 
jours la  supposer  parfaite. 

Afin  de  résumer  le  plus  pliilosopliiquement  possible 
les  considérations  ci-dessus  exposées  sur  la  division 
fondamentale  des  mathématiques,  il  importe  de  remar- 
quer qu'elle  n'est  qu'une  application  du  principe  général 
de  classification  qui  nous  a  permis  d'établir,  dans  la 
leçon  précédente,  la  hiérarchie  rationnelle  des  différentes 
sciences  positives. 

Si  l'on  compare,  en  effet,  d'une  part  le  calcul,  et  d'une 
antre  part  la  géométrie  et  la  mécanique,  on  vérifie, 
relativement  aux  idées  considérées  dans  chacune  de  ces 
deux  sections  principales  de  la  mathématique,  tous  les 
caractères  essentiels  de  notre  méthode  encyclopédique. 
Les  idées  analytiques  sont  évidemment  à  la  fois  plus 
abstraites,  plus  générales  et  plus  simples  que  les  idées 
géométriques  ou  mécaniques.  Bien  que  les  conceptions 
principales  de  l'analyse  mathématique,  envisagées  histo- 
riquement, se  soient  formées  sous  l'influence  des  consi- 
dérations de  géométrie  ou  de  mécanique,  au  perfection- 
nement desquelles  les  progrès  du  calcul  sont  étroitement 
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liés,  l'analyse  n'en  est  pas  moins,  sous  le  point  de  vue 
logique,  essentiellement  indépendante  de  la  géométrie 
et  de  la  mécanique,  tandis  que  celles-ci  sont,  au  con- 
traire, nécessairement  fondées  sur  la  première. 

L'analyse  mathématique  est  donc,  d'après  les  principes 
que  nous  avons  constamment  suivis  jusqu'ici,  la  véritable 
base  rationnelle  du  système  entier  de  nos  connaissances 
positives.  Elle  constitue  la  première  et  la  plus  parfaite 
de  toutes  les  sciences  fondamentales.  Les  idées  dont  elle 
s'occupe  sont  les  plus  universelles,  les  plus  abstraites  et 
les  plus  simples  que  nous  puissions  réellement  concevoii'. 
On  ne  saurait  tenter  d'aller  plus  loin,  sous  ces  trois 
rapports  équivalents,  sans  tomber  inévitablement  dans 
les  rêveries  métaphysiques.  Car,  quel siibstractumeiïeciiî 
pourrait-il  rester  dans  l'esprit  pour  servir  de  sujet  positif 
au  raisonnement,  si  on  voulait  supprimer  encore  quelque 
circonstance  dans  les  notions  des  quantités  indéterminées, 
constantes  ou  variables,  telles  que  les  géomètres  les 
emploient  aujourd'hui,  afin  de  s'élever  à  un  prétendu 
degré  supérieur  d'abstraction,  comme  le  croient  les  onto- 
logistes? 

Cette  nature  propre  de  l'analyse  mathématique  permet 
de  s'expliquer  aisément  pourquoi,  lorsqu'elle  est  conve- 
nablement employée,  elle  nous  offre  un  si  puissant 
moyen,  non  seulement  pour  donner  plus  de  précision  à 
nos  connaissances  réelles,  ce  qui  est  évident  de  soi-même, 
mais  surtout  pour  établir  une  coordination  infiniment 
plus  parfaite  dans  l'étude  des  phénomènes  qui  com- 
portent cette  application.  Car,  les  conceptions  ayant  été 
généralisées  et  simplifiées  le  plus  possible,  à  tel  point 
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(|iriin(>  question  aiuilylique,  rt^soluc abstraitement , 

iciifci  iiit'  la  solution  iniplicilo  (rune  foule  de  questions 
l>li\>iqii('N  (li\(MS('s,  il  doit  nécessairement  en  résulter 
pour  r(»>|)ril  hunuiin  une  plus  grande  facilité  à  apercevoir 
(l(^s  relations  entn^  des  phénomènes  qui  semblaient 
d  ahoi'd  (Mitièronienl  isolés  les  uns  des  autres,  et  desquels 
ou  est  ainsi  parvenu  à  tirer,  [)our  le  considérer  à  part, 
tout  (^e  qu'ils  ont  de  commun.  C'est  ainsi  qu'en  examinant 
la  nuu'che  de  notre  intelligence  dans  la  solution  des 
questions  importantes  de  géométrie  et  de  mécanique, 
nous  voyons  surgir  naturellement,  par  l'intermédiaire 
de  l'analyse,  les  rapprochements  les  plus  fréquents  et 
les  plus  inattendus  entre  des  problèmes  qui  n'offraient 
primitivement  aucune  liaison  apparente,  et  que  nous 
finissons  souvent  par  envisager  comme  identiques.  Pour- 
rions-nous, par  exemple,  sans  le  secours  de  l'analyse, 
apercevoir  la  moindre  analogie  entre  la  détermination 
de  la  direction  d'une  courbe  à  chacun  de  ses  points,  et 
celle  de  la  vitesse  acquise  par  un  corps  à  chaque  instant 
de  son  mouvement  varié,  questions  qui,  quelque  di- 
verses qu'elles  soient,  n'en  font  qu'une,  aux  yeux  du 
géomètre? 

La  haute  perfection  relative  de  l'analyse  mathéma- 
tique, comparée  à  toutes  les  autres  branches  de  nos 
connaissances  positives,  se  conçoitavec  la  même  facilité, 
quand  on  a  bien  saisi  son  vrai  caractère  général.  Cette 
perfection  ne  tient  pas,  comme  l'ont  cru  les  métaphysi- 
ciens, et  surtout  Condillac,  d'après  un  examen  super- 
ficiel, k  la  nature  des  signes  éminemment  concis  et 
généraux  qu'on  emploie  comme  instruments  de  raison- 
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nement.  Dans  cette  importante  occasion  spéciale,  comme 
dans  toutes  les  autres,  l'influence  des  signes  a  été  con- 
sidérablement exagérée,  bien  qu'elle  soit  sans  doute  très 
réelle,  ainsi  que  l'avaient  reconnu,  avant  Condillac,  et 
d'une  manière  bien  plus  exacte,  la  plupart  des  géo- 
mètres. En  réalité,  toutes  les  grandes  conceptions  ana- 
lytiques ont  été  formées  sans  (|ue  les  signes  algébriques 
fussent  d'aucun  secours  essentiel,  autrement  que  pour 
les  exploitei-  après  que  l'esprit  les  avait  obtenues.  La 
perfection  supérieure  de  la  science  du  calcul  tient  prin- 
cipalement à  l'extrême  simplicité  des  idées  qu'elle  con- 
sidère, par  ([uelques  signes  (ju'elles  soient  exprimées: 
en  sorte  qu'il  n'y  a  pas  le  moindre  espoir,  à  l'aide 
d'aucun  artifice  quelconque  du  langage  scientifique, 
même  en  le  supposant  possible,  de  perfectionner  au 
même  degré  des  théories  qui,  portant  sur  des  notions 
plus  complexes,  sont  nécessairement  condamnées,  par 
leur  nature,  à  une  infériorité  logique  plus  ou  moins 
grande  suivant  la  classe  correspondante  de  phénomènes. 

L'examen  que  nous  avons  tenté  de  faire,  dans  cette 
leçon,  du  caractère  philosophique  de  la  science  mathé- 
matique, resterait  incomplet,  si,  après  l'avoir  envisagée 
dans  son  objet  et  dans  sa  composition,  nous  n'indiquions 
pas  quelques  considérations  générales  directement  rela- 
tives à  l'étendue  réelle  de  son  domaine. 

A  cet  effet,  il  est  indispensable  de  reconnaître  avant 
tout,  pour  se  faire  une  juste  idée  de  la  véritable  nature 
des  mathématiques,  que,  sous  le  point  de  vue  puremeni 
logique,  cette  science  est,  par  elle-même,  nécessaire- 
ment et  rigoureusement  universelle.  Car  il  n'y  a  pas  de 
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<|iirslittii  (iiK'lcoïKiiic  (jui  ne  piiissi»  fiualcmont  être 
(•(mcnr  (  (nniiK»  coiisistanl  à  (léleriiiiiier  dos  quantités  les 
unes  pai-  I(îs  autres  d'après  certaines  relations,  et,  par 
eonséqueut,  comme  réductible,  en  dernière  analyse,  à 
une  simple  question  de  nombres.  On  le  comprendra  si 
Ton  remarque  effectivement  que,  dans  toutes  nos  re- 
cherches, à  quelque  ordre  de  phénomènes  qu'elles  se 
rapporlent,  nous  avons  définitivement  en  vue  d'arriver 
à  des  nombres,  à  des  doses.  Quoique  nous  n'y  parve- 
nions le  plus  souvent  que  d'une  manière  fort  grossière 
cl  d'après  des  méthodes  très  incertaines,  il  n'en  est  pas 
moins  évident  que  tel  est  le  terme  réel  de  tous  nos  pro- 
blèmes quelconques.  Ainsi,  pour  prendre  un  exemple 
dans  la  classe  de  phénomènes  la  moins  accessible  à 
l'esprit  mathématique,  les  phénomènes  des  corps  vi- 
vants, considérés  même,  pour  plus  de  complication, 
dans  le  cas  pathologique,  n'est-il  pas  manifeste  que 
toutes  les  questions  de  thérapeutique  peuvent  être  en- 
visagées comme  consistant  à  déterminer  les  quantités  de 
tous  les  divers  modificateurs  de  l'organisme  qui  doivent 
agir  sur  lui  pour  le  ramener  à  l'état  normal,  en  admet- 
tant, suivant  l'usage  des  géomètres,  les  valeurs  nulles, 
négatives,  ou  même  contradictoires,  pour  quelques- 
unes  de  ces  quantités  dans  certains  cas?  Sans  doute, 
une  telle  manière  de  se  représenter  la  question  ne  peut 
être  en  effet  réellement  suivie,  comme  nous  allons  le 
voir,  pour  les  phénomènes  les  plus  complexes,  parce 
qu'elle  nous  présente  dans  l'application  des  difficultés 
insurmontables  ;  mais  quand  il  s'agit  de  concevoir 
abstraitement  toute  la  portée  intellectuelle  d'une  science, 
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il  importe  de  lui  supjjoser  rextension  lotaic  dont  elle  est 
logiquement  susceptible. 

On  objecterait  vainement  contre  une  telle  conception 
la  division  générale  des  idées  humaines  selon  les  deux 
catégories  de  Kant,  de  la  quantité,  et  de  la  qualité,  dont 
la  première  seule  constituerait  le  domaine  exclusif  de  la 
science  mathématique.  Le  développement  même  de 
cette  science  a  montré  positivement  depuis  longtemps 
le  peu  de  réalité  de  cette  superficielle  distinction  méta- 
physique. Car  la  conception  fondamentale  de  Descartes 
sur  la  relation  du  concret  à  l'abstrait  en  mathématiques 
a  prouvé  que  toutes  les  idées  de  qualité  étaient  réduc- 
tibles à  des  idées  de  quantité.  Cette  conception,  établie 
d'abord,  par  son  immortel  auteur,  pour  les  phénomènes 
géométriques  seulement,  a  été  ensuite  effectivement 
étendue  par  ses  successeurs  aux  phénomènes  méca- 
niques; et  elle  vient  de  l'être  de  nos  jours  aux  phéno- 
mènes thermologiques.  En  résultat  de  cette  généralisa- 
tion graduelle,  il  n'y  a  pas  mainte aant  de  géomètres  qui 
ne  la  considèrent,  dans  un  sens  purement  théorique, 
comme  pouvant  s'appliquer  à  toutes  nos  idées  réelles 
quelconques,  en  sorte  que  tout  phénomène  soit  logi- 
quement susceptible  d'être  représenté  par  une  équation^ 
aussi  bien  qu'une  courbe  ou  un  mouvement,  sauf  la  dif- 
ficulté de  la  trouver,  et  celle  de  la  rosoudre,  qui  peuvent 
être  et  sont  souvent  supérieures  aux  plus  grandes  forces 
de  l'esprit  humain. 

Mais  si,  pour  se  former  une  idée  convenable  de  la 
science  mathématique,  il  importe  de  la  concevoir  comme 
étant  nécessairement  douée  par  sa  nature  d'une  rigou- 
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itMisc  jiiiivcrsalih'  lo^i^iiio,  il  n'csl  pas  moins  iiulispoii- 
sahlc  (le  coiisidtMMM'  luaiiilenaiil  les  graiidos  limitations 
rôollos  (jui,  vu  la  faihlosso  de  notre  intelligence,  rétré- 
rissenl  singuliî'remeni  son  domaine  effectif,  à  mesure 
(jue  l(^s  phénomènes  se  compliquent  en  se  spécialisant. 

Toute  (|uestio?i  j)eul  sans  doute,  ainsi  ([ue  nous  ve- 
nons de  le  voii',  (Mi"e  conçue  comme  réductible  à  une  pure 
(jueslion  de  iM)ml)res.  Mais  la  difficulté  de  la  traiter 
léellenieni  sous  ce  point  de  vue,  c'(^st-à-dire  d'effectuer 
une  telle  transformation,  est  d'autant  plus  grande,  dans 
les  diverses  parties  essentielles  de  la  philosophie  natu- 
l'clle.  (jue  Ton  considère  des  phénomènes  plus  compli- 
(jués,  en  sorte  (jue,  sauf  pour  les  phénomènes  les  plus 
simples  et  les  plus  généraux,  elle  devient  bientôt  insur- 
montable. 

On  le  sentira  aisément,  si  Ton  considère  que,  pour 
faire  rentrer  une  question  dans  le  domaine  de  l'analyse 
mathématique,  il  faut  d'abord  être  parvenu  à  découvrir 
des  relations  précises  entre  les  quantités  co-existantes 
dans  le  phénomène  étudié,  l'établissement  de  ces  équa- 
tions des  phénomènes  étant  le  point  de  départ  néces- 
saire de  tous  les  travaux  analytiques.  Or,  cela  doit  être 
évidemment  d'autant  plus  difficile  qu'il  s'agit  de  phé- 
nomènes plus  particuliers,  et  par  suite  plus  compliqués. 
En  examinant  sous  ce  point  de  vue  les  diverses  caté- 
gories fondamentales  des  phénomènes  naturels  établis 
dans  la  leçon  précédente,  on  trouvera  que,  tout  bien 
considéré,  c'est  seulement  au  plus  pour  les  trois  pre- 
mières, comprenant  toute  la  physique  inorganique,  qu'on 
peut  légitimement  espérer  d'atteindre  un  jour  ce  haut 
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degré  de  perfection  scientifique,  autant  du  moins  qu'une 
telle  limite  peut  être  posée  avec  précision.  Comme  je 
dois  plus  tard  traiter  spécialement  cette  discussion  par 
rapport  à  chaque  science  fondamentale,  il  suffira  de 
l'indiquer  ici  de  la  manière  la  plus  générale. 

La  première  condition  pour  que  des  phénomènes  com- 
portent des  lois  mathématiques  susceptibles  d'être 
découvertes,  c'est  évidemment  que  les  diverses  quantités 
qu'ils  présentent  puissent  donner  lieu  à  des  nom- 
bres fixes.  Or,  en  comparant,  à  cet  égard,  les  deux 
grandes  sections  principales  de  la  philosophie  naturelle, 
on  voit  que  la  physique  organique  tout  entière^  et  pro- 
bablement aussi  les  parties  les  plus  compliquées  de  la 
physique  inorganique,  sont  nécessairement  inaccessi- 
bles, par  leur  nature,  à  notre  analyse  mathématique, 
en  vertu  de  l'extrême  variabilité  numérique  des  phéno- 
mènes correspondants.  Toute  idée  précise  de  nombres 
fixes  est  véritablement  déplacée  dans  les  phénomènes 
des  corps  vivants,  quand  on  vent  l'employer  autrement 
que  comme  moyen  de  soulager  l'attention,  et  qu'on 
attache  quelque  importance  aux  relations  exactes  des 
valeurs  assignées.  Sous  ce  rapport,  les  réflexions  de 
Bichat,  sur  l'abus  de  l'esprit  mathématique  en  physio- 
logie, sont  parfaitement  justes  ;  on  sait  à  quelles  aber- 
rations a  conduil  cette  manière  vicieuse  de  considérer 
les  corps  vivants. 

Les  différentes  propriétés  des  corps  bruts,  surtout 
les  plus  générales,  se  présentent  dans  cliacun  d'eux  avec 
des  degrés  presque  invariables,  ou  du  moins  elles 
n'éprouvent  que  des  variations  simples,  séparées  par  de 
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I(uil:s  iiil(M\ ailes  {rimilninnlr.  (M  (|n'il  osl  j)Ossible,  (M1 
(•(HiscMjiKMU'c.  d'assii jcllir  à  des  lois  précises  et  l'égH- 
liiMcs.  Ainsi,  les  (nialilés  plivsiquos  d'un  corps  inorga- 
iii(|ii('.  priii('ipal(Miionl  quand  il  (*sl  solide,  sa  forme,  sa 
(•(•iisislaiice,  sa  pesanteur  spécificpH*,  son  élasticité,  etc., 
présentent,  pour  im  temps  considérable,  une  fixité  nu- 
mérique remarquable,  qui  permet  de  les  considérer  réel- 
lement et  utilement  sous  un  point  de  vue  mathématique. 
On  sait  qu'il  n'en  est  déjà  plus  ainsi  à  beaucoup  près 
pour  les  phénomènes  chimiques  que  présentent  les  mêmes 
corps,  et  qui,  plus  compliqués,  dépendant  d'un  bien  plus 
grand  nombre  de  circonstances,  présentent  des  variations 
plus  étendues,  plus  fréquentes,  et  par  suite  plus  irrégu- 
lières. Aussi,  d'après  quelques  considérations  déjà  indi- 
quées dans  la  première  leçon  (page  37)  et  qui  seront 
spécialement  développées  dans  le  troisième  volume  de 
ce  cours,  on  ne  peut  pas  seulement  assurer  aujourd'hui, 
d'une  manière  générale,  qu'il  y  ait  lieu  à  concevoir  des 
nombres  fixes  en  chimie,  même  sous  le  rapport  le  plus 
simple,  quant  aux  proportions  relatives  des  corps  dans 
leurs  combinaisons,  ce  qui  montre  clairement  combien 
un  tel  ordre  de  phénomènes  est  encore  loin  de  comporter 
de  véritables  lois  mathématiques.  Admettons-en  néan- 
moins, pour  ce  cas,  la  possibilité  et  même  la  probabilité 
futures,  afin  de  ne  pas  rendre  trop  minutieuse  la  dis- 
cussion de  la  limite  générale  qu'il  s'agit  d'établir  ici  par 
rapport  à  l'extension,  effectivement  possible,  du  domaine 
réel  de  l'analyse  mathématique.  11  n'y  aura  plus  le  moin- 
dre doute  aussitôt  que  nous  passerons  aux  phénomènes 
que  présentent  les  corps,  considérés  dans  cet  état  d'agi- 
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talion  intestine  continuelle  de  leurs  molécules,  qui  cons- 
titue essentiellement  ce  que  nous  nommons  la  vie,  envi- 
sag"ée  de  la  manière  la  plus  générale,  dans  Tensemble 
des  êtres  qui  nous  la  manifestent.  En  effet,  un  caractère 
éminemment  propre  aux  phénomènes  physiologiques, 
et  que  leur  étude  plus  exacte  rend  maintenant  plus  sen- 
sible de  jour  en  jour,  c'est  l'exlrême  instabilité  numé- 
rique qu'ils  présentent^  sous  quelque  aspect  qu'on  les 
examine,  et  que  nous  verrons  plus  tard,  quand  Tordre 
naturel  des  matières  nous  y  conduira,  être  une  consé- 
quence nécessaire  de  la  définition  même  des  corps  vi- 
vants. Quant  à  présent,  il  suffit  de  noter  cette  observa- 
tion incontestable,  vérifiée  par  tous  les  faits,  que  chaque 
propriété  quelconque  d'un  corps  organisé,  soit  géomé- 
trique, soit  mécanique,  soit  chimique,  soit  vitale,  est 
assujettie,  dans  sa  quantité,  à  d'immenses  variations 
numériques  tout  à  fait  irrégulières,  qui  se  succèdent  aux 
intervalles  les  plus  rapprochés  sous  l'influence  d'une 
foule  de  circonstances,  tant  extérieures  qu'intérieures, 
variables  elles-mêmes  ;  en  sorte  que  toute  idée  de  nom- 
bres fixes,  et,  par  suite,  de  lois  mathématiques,  que  nous 
puissions  espérer  d'obtenir,  implique  réellement  contra- 
diction avec  la  nature  spéciale  de  cette  classe  de  phéno- 
jnènes.  Ainsi,  quand  on  veut  évaluer  avec  précision 
même  uniquement  les  qualités  les  plus  simples  d'un 
être  vivant,  par  exemple  sa  d(»nsité  moyenne,  ou  celb* 
de  l'une  de  ses  principales  parties  constituantes,  sa  tem- 
pérature, la  vitesse  de  sa  circulation  intérieure,  la  pro- 
portion des  éléments  immédiats  qui  composent  ses 
solides  ou  ses  fluides,  la  quantité  d'oxygène  qu'il  con- 
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^niiimc  cil  iiii  h'iHps  doMiK',  la  inassc  do  ses  absorptions, 
tin  (le  si's  cxlialalioiis  (Mnitiiuioll(\s,  olc,  et,  à  plus  forte 
laisnii,  l'énergie  de  ses  forées  musculaires,  l'intensité 
de  s<'s  impressions,  etc.,  il  ne  faut  pas  seulement,  ce  qui 
est  ôvideni,  faire,  pour  chacun  de  ses  résultats,  autant 
d'observations  (|u'il  y  a  d'espèces  ou  de  races  et  de 
variétés  dans  chaque  espèce;  on  doit  encore  mesurer  le 
ehanoement  très  considérable  qu'éprouve  cette  quantité 
rn  passant  d'un  individu  à  un  autre,  et,  quant  au  même 
individu,  suivant  son  âge,  son  état  de  santé  ou  de  ma- 
ladie, sa  disposition  intérieure,  les  circonstances  de  tout 
geine  incessamment  mobiles  sous  l'influence  desquelles 
il  se  trouve  placé,  telles  que  la  constitution  atmosphé- 
rique, etc.  Que  peuvent  donc  signifier  ces  prétendues 
évaluations  numériques  si  soigneusement  enregistrées 
pour  les  divers  phénomènes  physiologiques  ou  même 
pathologiques,  et  déduites,  dans  le  cas  le  plus  favorable, 
d'une  seule  mesure  réelle,  lorsqu'il  en  faudrait  une  mul- 
titude? Elles  ne  peuvent  qu'induire  en  erreur  sur  la 
vraie  marche  des  phénomènes,  et  ne  doivent  être  appli- 
quées rationnellement  que  comme  un  moyen,  pour  ainsi 
dire  mnémonique  de  fixer  les  idéesi^Dans  tous  les  cas, 
il  V  a  évidemment  impossibilité  totale  d'obtenir  jamais 
de  véritables  lois  mathématiques.  11  en  est  encore  plus 
fortement  de  même  poui*  les  phénomènes  sociaux,  qui 
offrent  une  complication  encore  supérieure,  et,  par 
suite,  une  variabilité  plus  grande,)comme  nous  l'établi- 
rons spécialement  dans  le  quatrième  volume  de  ce  cours. 

Ce  n'est  pas  néanmoins  qu'on  doive  cesser,  d'après 
cela,  de  concevoir,  en  thèse  philosophique  générale,  les 
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phénomènes  de  tous  les  ordres  comme  nécessairement 
soumis  par  eux-mêmes  à  des  lois  mathématiques,  que 
nous  sommes  seulement  condamnés  à  ig^norer  toujours 
dans  la  plupart  des  cas,  à  cause  de  la  trop  grande  com- 
plication des  phénomènes.  Il  n'y  a  en  effet  aucune  rai- 
son de  penser  que,  sous  ce  rapport,  les  phénomènes 
les  plus  complexes  des  corps  vivants  soient  essentielle- 
ment d'une  autre  nature  spéciale  que  les  phénomènes 
les  plus  simples  des  corps  bruts.  Car,  s'il  était  possible 
d'isoler  rigoureusement  chacune  des  causes  simples  qui 
concourent  à  produire  un  même  phénomène  physiolo- 
gique, tout  porte  à  croire  qu'elle  se  montrerait  douée, 
dans  des  circonstances  déterminées,  d'un  genre  d'in- 
fluence et  d'une  quantité  d'action  aussi  exactement 
fixes  que  nous  le  voyons  dans  la  gravitation  universelle, 
véritable  type  des  lois  fondamentales  de  la  nalure.  Ce 
qui  engendre  la  variabilité  irrégulière  des  effets,  c'est  le 
grand  nombre  d'agents  divers  déterminant  à  la  fois  un 
même  phénomène,  et  d'où  il  résulte  que,  dans  les  phé- 
nomènes très  compliqués,  il  n'y  a  peut-être  pas  deux  cas 
rigoureusement  semblables.  Nous  n'avons  pas  besoin, 
pour  trouver  une  telle  difficulté,  d'aller  jusqu'aux  phé- 
nomènes des  corps  vivants.  Elle  se  présente  déjà  dans 
ceux  des  corps  bruis,  quand  nous  considérons  les  cas 
les  plus  complexes;  par  exemple,  en  étudiant  les  phéno- 
mènes météorologiques.  On  ne  peut  douter  que  chacun 
des  nombreux  agents  qui  concourent  à  la  production  de 
ces  phénomènes  ne  soient  soumis  séparément  à  des  lois 
mathématiques,  quoique  nous  ignorions  encore  la  plu- 
part d'entre  elles;  mais  leur  multiplicité  rend  h?s  effets 
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i>l»s(M  \  (''S  aussi  inc^uliiMcniciil  variables  (jue  si  chaque 

cause  M  t'iail  assujellie  à  aucune  coudiLion  précise. 

La  considération  précédente  conduit  à  apercevoir  un 
second  motif  distinct  en  verlu  duciuel  il  nous  est  néces- 
saiicnienl  inlerdil,  \n  la  Faiblesse  de  notre  intelligence, 
(le  laii'e  rentrer  Tétudc  des  phénomènes  les  plus  com- 
pliqués dans  le  domaine  des  applications  de  l'analyse 
niathéniati(jue.  En  effet,  indépendamment  de  ce  que, 
dans  les  phénomènes  les  plus  spéciaux,  les  résultats 
effectifs  sont  tellement  variables  que  nous  ne  pouvons 
pas  même  y  saisir  des  valeurs  fixes,  il  suit  de  la  compli- 
cation des  cas  que,  quand  même  nous  pourrions  con- 
naître un  jour  la  loi  mathématique  à  laquelle  est  soumis 
chaque  agent  pris  k  part,  la  combinaison  d'un  aussi 
grand  nombre  de  conditions  rendrait  le  problème 
mathématique  correspondant  tellement  supérieur  à  nos 
faibles  moyens  que  la  question  resterait  le  plus  souvent 
insoluble.  Ce  n'est  donc  pas  ainsi  qu'on  peut  faire  une 
étude  réelle  et  féconde  de  la  majeure  partie  des  phéno- 
mènes naturels. 

Pour  apprécier  aussi  exactement  que  possible  cette 
difficulté,  considérons  à  quel  point  se  compliquent  les 
questions  mathématiques,  même  relativement  aux  phé- 
nomènes les  plus  simples  des  corps  bruts,  quand  on 
veut  rapprocher  suffisamment  l'état  abstrait  de  l'état 
concret,  en  ayant  égard  à  toutes  les  conditions  princi- 
pales qui  peuvent  exercer  sur  l'effet  produit  une 
influence  véritable.  On  sait,  par  exemple,  que  le  phé- 
nomène très  simple  de  l'écoulement  d'un  fluide,  en 
vertu  de  sa  seule  pesanteur,  par  un  orifice  donné,  n'a 
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pas  jusqu'à  présent  de  solution  mathématique  complète, 
quand  on  veut  tenir  compte  de  toutes  les  circonstances 
essentielles.  Il  en  est  encore  ainsi,  même  pour  le  mou- 
vement encore  plus  simple  d'un  projectile  solide  dans 
un  milieu  résistant. 

Pourquoi  l'analyse  mathématique  a-t-elle  pu  s'adapter, 
avec  un  succès  si  admirable,  à  l'étude  approfondie  des 
phénomènes  célestes?  Parce  qu'ils  sont,  malgré  les  appa- 
rences vulgaires,  beaucoup  plus  simples  que  tous  les 
autres.  Le  problème  le  plus  compliqué  qu'ils  présentent, 
celui  de  la  modification  que  produit,  dans  le  mouvement 
de  deux  corps  tendant  l'un  vers  l'autre  en  vertu  de  leur 
gravitation,  l'influence  d'un  troisième  corps  agissant  sur 
tous  deux  de  la  même  manière,  est  bien  moins  composé 
que  le  problème  terrestre  le  plus  simple.  Et,  néanmoins, 
il  offre  déjà  une  telle  difficulté,  que  nous  n'en  possédons 
encore  que  des  solutions  approximatives.  Il  est  même 
aisé  de  voir,  en  examinant  ce  sujet  plus  profondément, 
(juela  haute  perfection  à  laquelle  a  pu  s'élever  l'astrono- 
mie solaire  par  l'emploi  de  la  science  mathématique  est 
encore  essentiellement  due  à  ce  que  nous  avons  profité 
avec  adresse  de  toutes  les  facilités  particulières,  et,  poui- 
ainsi  dire,  accidentelles,  qu'offrait  pour  la  solution  des 
problèmes,  la  constitution  spéciale,  très  favorable  sous 
ce  rapport,  de  notre  système  planétaire.  En  effet,  les 
planètes  dont  il  se  compose  sont  assez  peu  nombreuses, 
mais  surtout  elles  sont,  en  général,  de  masses  fort  iné- 
gales et  bien  moindres  que  celles  du  soleil,  et  de  plus 
fort  éloignées  les  unes  des  autres;  elles  ont  des  formes 
presque  sphériques  ;  leurs  orbites  sont  presque  circu- 
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lai  les.  (M  pirsiMiUMil  de  la  il)  les  iiicliiiiiisoiis  miiluelles,  etc. 
il  resullc  (le  cel  eiiseinhle  de  circoiislaiices  que  les  per- 
lurbalions  soiil  le  plus  souvent,  peu  considérables,  el  que 
pour  les  calculer  il  suffit  ordinairement  de  tenir  compte, 
concurremment  avec  l'action  du  soleil  sur  chaque  pla- 
nète en  particulier,  de  l'inlluence  d'une  seule  autre  pla- 
nète, susceptible,  par  sa  grosseur  et  sa  proximité,  de 
déterminer  des  dérangements  sensibles.  Mais  si,  au  lieu 
d'un  tel  état  de  choses,  notre  système  solaire  eût  été 
composé  d'un  plus  grand  nombre  de  planètes  concentrées 
dans  un  moindre  espace,  el  à  peu  près  égales  en  masse; 
si  leurs  orbites  avaient  offert  des  inclinaisons  fort  diffé- 
rentes, et  des  excentricités  considérables;  si  ces  corps 
eussent  été  d'une  forme  plus  compliquée,  par  exemple, 
des  ellipsoïdes  très  excentriques,  etc.;  il  est  certain 
qu'en  supposant  la  même  loi  réelle  de  gravitation,  nous 
ne  serions  pas  encore  parvenus  à  soumettre  l'étude  des 
phénomènes  célestes  à  notre  analyse  mathématique,  et 
probablement  nous  n'eussions  pas  même  pu  démêler 
jusqu'à  présent  la  loi  principale. 

Ces  conditions  hypothétiques  se  trouveraient  précisé- 
ment réalisées  au  plus  haut  degré  dans  les  phénomènes 
chimiques,  si  l'on  voulait  les  calculer  d'après  la  théorie 
de  la  gravitation  générale. 

En  pesant  convenablement  les  diverses  considéra- 
tions qui  précèdent,  on  sera  convaincu,  je  crois,  qu'en 
réduisant  aux  diverses  parties  de  la  physique  inorga- 
nique l'extension  future  des  grandes  applications  réel- 
lement possibles  de  l'analyse  mathématique,  j'ai  bien 
plutôt  exagéré  que  rétréci  l'étendue  de  son  domaine 
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effectif.  Autant  il  importait  fie  rendre  sensible  la  rigou- 
reuse universalité  logique  de  la  science  mathématique, 
autant  je  devais  signaler  les  conditions  qui  limitent  pour 
nous  son  extension  réelle,  afin  de  ne  pas  contribuer  à 
écarter  l'esprit  humain  de  la  véritable  direction  scienti- 
fique dans  l'étude  des  phénomènes  les  plus  compliqués, 
par  la  recherche  chimérique  d'une  perfection  impossible. 

Ainsi,  tout  en  s'efforçant  d'agrandir  autant  qu'on  le 
pourra  le  domaine  réel  des  mathématiques,  on  doit 
reconnaître  que  les  sciences  les  plus  difficiles  sont  des- 
tinées, par  leur  nature,  à  rester  indéfiniment  dans  cet 
état  préliminaire  qui  prépare  pour  les  autres  l'époque 
où  elles  deviennent  accessibles  aux  théories  mathéma- 
tiques. Nous  devons,  pour  les  phénomènes  les  plus 
compliqués,  nous  contenter  d'analyser  avec  exactitude 
les  circonstances  de  leur  production,  de  les  rattacher 
les  uns  aux  autres  d'une  manière  générale,  de  connaître 
le  genre  d'influence  qu'exerce  chaque  agent  princi- 
pal, etc.  ;  mais  sans  les  étudier  sous  le  point  de  vue  de 
la  quantité,  et  par  conséquent  sans  espoir  d'introduire, 
dans  les  sciences  correspondantes,  ce  haut  degré  de  pei  - 
fection  que  procure,  quant  aux  phénomènes  les  plus 
simples,  un  usage  convenable  de  la  mathématique,  soil 
sous  le  rapport  de  la  précision  de  nos  connaissances, 
soit,  ce  qui  est  peut-être  encore  plus  remarquable,  sous 
le  rapport  de  leur  coordination. 

C'est  par  les  mathématiques  que  la  philosophie  posi- 
tive a  commencé  à  se  former  :  c'est  d'elles  que  nous 
vient  la  méthodr.  Il  était  donc  naturellement  inévitable 
que,    lorsque  la   môme  manière  de  procéder  a  dû 
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s'('l(Mnli('  à  cliarwiic  <l(^s  autres  sciences  fondamentales, 
s'effoirAt  d'y  i[ilroduire  l'esprit  mathématique  à  un 
plus  haut  degré  que  ne  le  comportaient  les  phénom.ènes 
correspondants  ;  ce  qui  a  donné  lieu  ensuite  à  des  tra- 
vaux d'épuration  plus  ou  moins  étendus,  comme  ceux 
de  Berlhollet  sui-  la  chimie,  pour  se  dégager  de  cette 
intluence  exagérée.  Mais  chaque  science,  en  se  dévelop- 
pant, a  fait  subir  à  la  méthode  positive  générale  des 
modifications  déterminées  par  les  phénomènes  qui  lui 
sont  propres,  d'où  résulte  son  génie  spécial  ;  c'est  seule- 
ment alors  qu'elle  a  pris  son  véritable  caractère  défi- 
nitif, qui  ne  doit  jamais  être  confondu  avec  celui 
d'aucune  autre  science  fondamentale. 

Ayant  exposé,  dans  cette  leçon,  le  but  essentiel  et  la 
composition  principale  de  la  science  mathématique, 
ainsi  que  ses  relations  générales  avec  l'ensemble  de  la 
philosophie  naturelle,  son  caractère  philosophique  se 
trouve  déterminé,  autant  qu'il  puisse  l'être  par  un  tel 
aperçu.  Nous  devons  passer  maintenant  à  l'examen 
spécial  de  chacune  des  trois  grandes  sciences  dont  elle 
est  composée,  le  calcul,  la  géométrie  et  la  mécanique. 
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Vue  générale  de  l'analyse  athématlque. 

Dans  le  développement  historique  de  la  science  mathé- 
matique depuis  Descartes,  les  progrès  de  la  partie  abs- 
traite ont  presque  toujours  été  déterminés  par  ceux  de 
la  partie  concrète.  Mais  il  n'en  est  pas  moins  nécessaire, 
pour  concevoir  la  science  d'une  manière  vraiment  ration- 
nelle, de  considérer  le  calcul  dans  toutes  ses  branches 
principales  avant  de  procéder  à  l'étude  philosophique  de 
la  géométrie  et  de  la  mécanique.  Les  théories  analyti- 
ques, plus  simples  et  plus  générales  que  celles  de  la 
mathématique  concrète,  en  sont,  par  elles-mêmes, 
essentiellement  indépendantes  ;  tandis  que  celles-ci  ont, 
au  contraire,  de  leur  nature,  un  besoin  continuel  des 
premières,  sans  le  secours  desquelles  elles  ne  pourraient 
faire  presque  aucun  progrès.  Quoique  les  principales 
conceptions  de  l'analyse  conservent  encore  aujourd'hui 
quelques  traces  très  sensibles  de  leur  origine  géomé- 
trique ou  mécanique,  elles  sont  maintenant  néanmoins 
essentiellement  dégagées  de  ce  caractère  primitif,  qui 
ne  se  manifeste  plus  guère  que  pour  quelques  points 
secondaires;  en  sorte  que,  depuis  les  travaux  de  La- 
grange  surtout,  il  est  possible,  dans  une  exposition dog- 
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mali([in'.  do  \os  \)i'ôscu\ov  (Vuuo  maiiièro  ])uromeiit  abs- 
liailc.  t'ii  un  sysièinc  unique  et  continu.  C'est  ce  que  je 
N  .ii.s  (Mil icpi'endi'c  dans  cette  leçon  et  dans  les  cinq  sui- 
\  ;inl('s,  en  inc  Ixu  nanl,  comme  il  convient  à  la  nature 
de  ce  cours,  aux  considérations  les  plus  générales  sur 
cha(|U('  hraiiclic  principale  de  la  science  du  calcul. 

I^r  hul  définitif  de  nos  recherches  dans  la  mathéma- 
lique  concrète  étant  la  découverte  des  équations,  qui 
expriment  les  lois  mathématiques  des  phénomènes  con- 
sidérés, et  ces  rquations  constituant  le  principal  point  de 
départ  du  calcul,  dont  l'objet  est  d'en  déduire  la  déter- 
mination des  quantités  les  unes  par  les  autres,  je  crois 
indispensable,  avant  d'aller  plus  loin,  d'approfondir, 
plus  qu'on  n'a  coutume  de  le  faire,  cette  idée  fondamen- 
tale (Vrquation,  sujet  continuel,  soit  comme  terme,  soit 
comme  origine,  de  tous  les  travaux  mathématiques. 
Outre  l'avantage  de  mieux  circonscrire  le  véritable 
champ  de  l'analyse,  il  en  résultera  nécessairement  cette 
importante  conséquence,  de  tracer  d'une  manière  plus 
exacte  la  ligne  réelle  de  démarcation  entre  la  partie 
concrète  et  la  partie  abstraite  des  mathématiques,  ce  qui 
complétera  l'exposition  générale  de  la  division  fonda- 
mentale établie  dans  la  leçon  précédente. 

On  se  forme  ordinairement  une  idée  beaucoup  trop 
vague  de  ce  que  c'est  qu'une  équation,  lorsqu'on  donne 
ce  nom  à  toute  espèce  de  relation  d'égalité  entre  deux 
fonctions  quelconques  ([es  grandeurs  que  l'on  considère. 
Car,  si  toute  équation  est  évidemment  une  relation 
d'égalité,  il  s'en  faut  de  beaucoup  que,  réciproquement, 
toute  relation  d'égalité  soit  une  véritable  équation,  du 
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genre  décolles  auxquelles,  par  leur  nature,  les  méthodes 
analytiques  sont  applicables. 

Ce  défaut  de  précision  dans  la  considération  logique 
d'une  notion  aussi  fondamentale  en  mathématiques 
entraîne  le  grave  inconvénient  de  rendre  à  peu  près 
inexplicable,  en  thèse  générale,  la  difficulté  immense  et 
capitale  que  nous  éprouvons  à  établir  la  relation  du 
concret  à  l'abstrait,  et  qu'on  fait  communément  ressortir 
avec  tant  de  raison  pour  chaque  grande  question  mathé- 
matique prise  à  part.  Si  le  sens  du  mot  équation  était  vrai- 
ment aussi  étendu  qu'on  le  suppose  habituellement  en  le 
définissant,  on  ne  voit  point,  en  effet,  de  quelle  grande 
difficulté  pourrait  être  réellement,  en  général,  l'établis- 
sement des  équations  d'un  problème  quelconque.  Car 
tout  paraîtrait  consister  ainsi  en  une  simple  question  de 
forme,  qui  ne  devrait  pas  même  exiger  jamais  de  grands 
efforts  intellectuels,  attendu  que  nous  ne  pouvons  guère 
concevoir  de  relation  précise  qui  ne  soit  pas  immédia- 
tement une  certaine  relation  d'égalité,  ou  qui  ne  puisse  y 
être  promptement  ramenée  par  quelques  transformations 
très  faciles. 

Ainsi,  en  admeltant,  en  général,  dans  la  définition  des 
équations,  toute  espèce  de  fonctions,  on  ne  rend  nulle- 
ment raison  de  Textrême  difficulté  qu'on  éprouve  le  plus 
souvent  à  mettre  un  problème  en  équation,  et  qui  est  si 
fréquemment  comparable  aux  efforts  qu'exige  l'élabora- 
tion analytique  de  l'équation  une  fois  obtenue.  En  un 
mot,  l'idée  abstraite  et  générale  qu'on  donne  de  V équa- 
tion ne  correspond  aucunement  au  sens  réel  que  les  géo- 
mètres attachent  à  cette  expression  dans  le  développe- 
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iiuMil  cttcclir  (le  l;i  soicnco.  Il  y  îi  lîi  un  vice  logique,  un 
(l<'faiil  (le  corrélaLion,  qu'il  importe  beaucoup  de  rectifier. 

lN)ur  y  parvenir,  je  distingue  d'abord  deux  sortes  de 
/rnicttons  :  les  fonctions  abstraites,  analytiques,  et  les 
loiiclions  concrrirs.  Les  premières  peuvent  seules  entrer 
dans  les  véritables  équations,  en  sorte  qu'on  pourra 
(b'sormais  définir,  (l'une  manière  exacte  et  suffisamment 
apj)rofondie,  toute  équation  :  une  relation  d'égalité 
enire  deux  fonctions  abstraites  des  grandeurs  considé- 
rées. Afin  de  n'avoir  plus  à  revenir  sur  cette  définition 
fondamentale,  je  dois  ajouter  ici,  comme  un  complément 
indispensable  sans  lequel  l'idée  ne  serait  point  assez 
générale,  que  ces  fonctions  abstraites  peuvent  se  rap- 
porter non  seulement  aux  grandeurs  que  le  problème 
présente  en  effet  de  lui-même,  mais  aussi  à  toutes  les 
autres  grandeurs  auxiliaires  qui  s'y  rattachent,  et  qu'on 
pourra  souvent  introduire,  simplement  par  artifice  ma- 
thématique, dans  la  seule  vue  de  faciliter  la  découverte 
des  équations  des  phénomènes.  Je  ne  fais  ici,  dans  cette 
explication,  qu'emprunter  sommairement,  par  anticipa- 
tion, le  résultat  d'une  discussion  générale  de  la  plus 
haute  importance,  qui  se  trouvera  à  la  fin  de  cette 
leçon.  Revenons  maintenant  à  la  distinction  essentielle 
des  fonctions  en  abstraites  et  concrètes. 

Cette  distinction  peut  être  établie  par  deux  voies  essen- 
tiellement différentes,  complémentaires  l'une  de  l'autre: 
à  priori,  et  à  posteriori  :  c'est-à-dire,  en  caractérisant 
d'une  manière  générale  la  nature  propre  de  chaque 
espèce  de  fonctions,  et  ensuite  en  faisant,  ce  qui  est  pos- 
sible, l'énuraération  effective  de  toutes  les  fonctions 
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abstraites  aujourd'hui  connues,  du  moins  quant  aux 
éléments  dont  elles  se  composent. 

A  prioin^  les  fonctions  que  j'appelle  abstraites  sont 
celles  qui  expriment  entre  des  grandeurs  un  mode  de 
dépendance  qu'on  peut  concevoir  uniquement  entre 
nombres,  sans  qu'il  soit  besoin  d'indiquer  aucun  phéno- 
mène quelconque  où  il  se  trouve  réalisé.  Je  nomme,  au 
contraire,  fonctions  concrètes  celles  pour  lesquelles  le 
mode  de  dépendance  exprimé  ne  peut  être  défini  ni 
conçu  qu'en  assignant  un  cas  physique  déterminé,  géo- 
métrique, mécanique,  ou  de  toute  autre  nature,  dans 
lequel  il  ait  effectivement  lieu. 

La  plupart  des  fonctions,  à  leur  origine,  celles  mêmes 
qui  sont  aujourd'hui  le  plus  purement  abstraites,  ont 
commencé  par  être  concrètes;  en  sorte  qu'il  est  aisé  de 
faire  comprendre  la  distinction  précédente,  en  se  bor- 
nant à  citer  les  divers  points  de  vue  successifs  sous 
lesquels,  à  mesure  que  la  science  s'est  formée,  les  géo- 
mètres ont  considéré  les  fonctions  analytiques  les  plus 
simples.  J'indiquerai  pour  exemple  les  puissances,  deve- 
nues en  général  fonctions  abstraites,  depuis  seulement 
les  travaux  de  Viète  et  de  Descartes.  Ces  fonctions  j'S 
qui,  dans  notre  analyse  actuelle,  sont  si  bien  conçues 
comme  simplement  abstraites,  n'étaient^  pour  les  géo- 
mètres de  l'antiquité,  que  des  fonctions  entièrement 
concrètes,  exprimant  la  relation  de  la  superficie  d'un 
carré  ou  du  volume  d'un  cube  à  la  longueur  de  leur 
côté.  Elles  avaient  si  exclusivement  à  leurs  yeux  un  tel 
caractère,  que  c'est  seulement  d'après  leur  définition 
géométrique  qu'ils  avaient  découvert  les  propriétés  aigé- 
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l)i  i(|iios  élémenlail'os  do  ros  fonctions,  relativement  à  la 
(lôoomposition  do  la  variable  en  deux  parties^  propriétés 
(jui  n'étaient,  à  cette  époque,  que  de  vrais  théorèmes  de 
géométrie,  auxquels  on  n'a  attaché  que  beaucoup  plus 
lard  un  sens  numérique. 

J'aurai  encore  occasion  de  citer  tout  à  l'heure,  pour 
un  autre  motif,  un  nouvel  exemple  très  propre  à  faire 
bien  sentir  la  distinction  fondamentale  que  je  viens 
d'exposer;  c'est  celui  des  fonctions  circulaires,  soit 
directes,  soit  inverses,  qui  sont  encore  aujourd'hui 
tantôt  concrètes,  tantôt  abstraites,  selon  le  point  de  vue 
sous  lequel  on  les  envisage. 

Considérant  maintenant,  à  posteriori,  cette  division 
des  fonctions,  après  avoir  établi  le  caractère  général  qui 
rend  une  fonction  abstraite  ou  concrète,  la  question  de 
savoir  si  telle  fonction  déterminée  est  véritablement 
abstraite,  et  par  là  susceptible  d'entrer  dans  de  vraies 
équations  analytiques,  va  devenir  une  simple  question 
de  fait,  puisque  nous  allons  énumérer  toutes  les  fonc- 
tions de  cette  espèce. 

Au  premier  abord,  cette  énumération  semble  impos- 
sible, les  fonctions  analytiques  distinctes  étant  évidem- 
ment en  nombre  infini.  Mais  en  les  partageant  en  sim- 
ples ai  compjosées,  la  difficulté  disparaît.  Car,  si  le  nombre 
des  diverses  fonctions  considérées  dans  l'analyse  mathé- 
matique est  réellement  infini,  elles  sont,  au  contraire, 
même  aujourd'hui,  composées  d'un  fort  petit  nombre  de 
fonctions  élémentaires,  qu'on  peut  aisément  assigner,  et 
qui  suffisent  évidemment  pour  décider  du  caractère 
abstrait  ou  concret  de  telle  fonction  déterminée,  qui 
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sera  de  l'une  ou  de  l'autre  nature,  selon  qu'elle  se  com- 
posera exclusivement  de  ces  fonctions  abstraites  simples, 
ou  qu'elle  en  comprendra  d'autres.  Voici  le  tableau  de 
ces  éléments  fondamentaux  de  toutes  nos  combinaisons 
analytiques,  dans  l'état  présent  de  la  science.  On  ne 
doit,  évidemment,  considérer,  à  cet  effet,  que  les  fonc- 
tions d'une  seule  variable;  celles  relatives  à  plusieurs 
variables  indépendantes  étant  constamment,  par  leur 
nature,  plus  ou  mois  compoaées. 

Soit  X  la  variable  indépendante,  y  la  variable  co-rela- 
tive  qui  en  dépend.  Les  différents  modes  simples  de 
dépendance  abstraite  que  nous  pouvons  maintenant 
concevoir  entre  y  et  sont  exprimés  par  les  dix  for- 
mules élémentaires  suivantes,  dans  lesquelles  chaque 
fonction  est  accouplée  avec  son  inverse,  c'est-à-dire  avec 
celle  qui  aurait  lieu,  d'après  la  fonction  directe,  si  on  y 
rapportait  x  à  y,  au  lieu  de  rapporter  y  h  x  : 


1"  couple 


2™*  couple 


1'^  y=ax 


fonction  prodvit, 
fonction  quotient, 


3°^^  couple 


1®  y=x^  fonction  puissance, 

2°  i/=rl/  X  .  .  .  .  fonction  raci/ie. 


4°'«  couple 


1°  yz=a^ 
2^  y==U. 


l'onction  exponentielle, 
U  tnction  logarithmique, 
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(  1*^/— s/// .r  ....  UmcWon  rirnilnire  directe, 

r)'"^-i'..ii|>it'(i)  j 

(  ''2'' i/=(n'c  (.s-/??— rV  [oucWon  rJrndaire  inverse. 

l'cls  soiil  les  élémtMîls  très  pou  nombreux  qui  corn- 
|)(»s(Mil  (lirectemenl  loules  les  fonctions  abstraites  aujour- 
d'hui connues.  Quelque  peu  multipliés  qu'ils  soient,  ils 
suflisenl  évidemment  pour  donner  lieu  à  un  nombre 
lout  à  tait  infini  de  combinaisons  analytiques. 

(1)  Dans  la  vue  d'augmenter  autant  que  possible  les  ressources  et 
l'étendue  si  insuffisantes  de  l'analyse  mathématique,  les  géomètres 
comptent  ce  dernier  couple  de  fonctions  parmi  les  éléments  analytiques. 
Quoique  cette  inscription  soit  strictement  légitime,  il  importe  de  re- 
marquer que  les  fonctions  circulaires  ne  sont  pas  exactement  dans  le 
même  cas  que  les  autres  fonctions  abstraites  élémentaires.  Il  y  a  entre 
elles  cette  différence  fort  essentielle,  que  les  fonctions  des  quatre  pre- 
miers couples  sont  vraiment  à  la  fois  simples  et  abstraites,  tandis  que 
les  fonctions  circulaires,  qui  peuvent  manifester  successivement  l'un 
et  l'autre  caractère  suivant  le  point  de  vue  sous  lequel  on  les  envisage 
et  la  manière  dont  elles  sont  employées,  ne  présentent  jamais  simulta- 
nément ces  deux  propriétés. 

La  fonction  sin  x  est  introduite  dans  l'analyse  comme  une  nouvelle 
l'onction  simple,  quand  on  la  conçoit  seulement  comme  indiquant  la 
relation  géométrique  dont  elle  dérive;  mais  alors  elle  n'est  évi- 
demment qu'une  fonction  concrète.  Dans  d'autres  circonstances,  elle 
remplit  aualytiquement  les  conditions  d'une  véritable  fonction  abs- 
traile,  lorsqu'on  ne  considère  sin  x  que  comme  l'expression  abrégée 
de  la  formule 

x\l — 1      — x\l — 1 

e  — e 

ou  de  la  série  équivalente;  mais  sous  ce  dernier  point  de  vue,  ce  n'est 
plus  réellement  une  nouvelle  fonction  analytique,  puisqu'elle  ne  se  pré- 
sente que  comme  un  composé  des  précédentes. 

Néanmoins,  les  fonctions  circulaires  ont  quelques  qualités  spéciales 
qui  permettent  de  les  maintenir  au  tableau  des  éléments  rationnels  de 
l'analyse  mathématique. 

1°  Elles  sont  susceptibles  d'évaluation,  quoique  conservant  leur  ca- 
ractère concret;  ce  qui  autorise  à  les  introduire  dans  les  équations,  tant 
qu'elles  ne  portent  que  sur  des  données,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir 
égard  à  leur  expression  algébrique. 

2'^  On  sait  effectuer  sur  les  différentes  fonctions  circulaires,  com_ 
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Aucune  considération  rationnelle  ne  circonscrit  rigou- 
reusement  à  priori  \q  tableau  précédent,  qui  n'est  que 
l'expression  effective  de  l'état  actuel  de  la  science.  Nos 
éléments  analytiques  sont  aujourd'hui  plus  nombreux 
qu'ils  ne  l'étaient  pour  Descartes^  et  même  pour  Newton 
et  Leibnitz;  il  y  a  tout  au  plus  un  siècle  que  les  deux 
derniers  couples  ont  été  introduits  dans  l'analyse  par  les 
travaux  de  Jean  Bernouilli  et  d'Euler.  Sans  doute  on  en 
admettra  de  nouveaux  dans  la  suite;  mais,  comme  je 
l'indiquerai  à  la  fin  de  cette  leçon,  nous  ne  pouvons  pas 
espérer  qu'ils  soient  jamais  fort  multipliés,  leur  aug^men- 
tation  réelle  donnant  lieu  à  de  très  grandes  difficultés. 

Nous  pouvons  donc  maintenant  nous  former  une  idée 

parées  entre  elles  seulement,  une  certaine  suite  de  transformations,  qui 
n'exigent  pas  davantage  la  connaissance  de  leur  définition  analytique. 
II  en  résulte  évidemment  la  faculté  d'introduire  ces  fonctions  dans  les 
équations,  même  par  rapport  aux  inconnues,  pourvu  qu'il  n'y  entre 
pas  concurremment  des  fonctions  non-trigonométriques  des  mêmes 
variables. 

C'est  donc  uniquement  dans  les  cas  où  les  fonctions  circulaires,  rela- 
tivement aux  inconnues,  sont  combinées  dans  les  équations  avec  des 
fonctions  abstraites  d'une  autre  espèce,  qu'il  est  indispensable  d'avoir 
égard  à  leur  interprétation  algébrique  pour  pouvoir  résoudre  les  équa- 
tions, et  dès  lors  elles  cessent,  en  etîet,  d'être  traitées  comme  de 
nouvelles  fonctions  simples.  Mais  alors  même,  pourvu  qu'on  tienne 
compte  de  cette  interprétation,  leur  admission  n'empêche  point  les 
relations  d'avoir  le  caractère  de  véritables  équations  analytiques,  ce 
qui  est  ici  le  but  essentiel  de  notre  énumération  des  fonctions  abstraites 
élémentaires. 

Il  est  à  remarquer,  d'après  les  considérations  indiquées  dans  cette 
note,  que  plusieurs  autres  fonctions  concrètes  peuvent  être  utilement 
introduites  au  nombre  des  éléments  analytiques,  si  les  conditions 
principales  posées  ci-dessus  pour  les  fonctions  circulaires  ont  été  préa- 
lablement bien  remplies.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  les  travaux  de 
M.  Legendre,  et  récemment  ceux  de  M.  Jacobi,  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques, ont  vraiment  agrandi  le  champ  de  l'analyse;  il  en  est  de  même 
pour  quelques  intégrales  définies  obtenues  par  M.  Fourier  dans  la 
théorie  de  la  chaleur. 
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|)(tsiii\  (\  (>l  néiinmoiiis  siiffisammenl  élendue,  de  ce  que 
1rs  licomMics  «'ntciideiil  par  une  véritable  équation. 
(Icllc  explicalion  est  éminemmeiil  propre  à  nous  faire 
conipicndrc  combien  il  doit  être  difficile  d'établir  réelle- 
iiKMil  les  rqualioNs  des  phénomènes,  puisqu'on  n'y  est 
effectivement  parvenu  que  lorsqu'on  a  pu  concevoir  les 
lois  mathématiques  de  ces  phénomènes  à  l'aide  de 
fonctions  entièrement  composées  des  seuls  éléments 
analytiques  que  je  viens  d'énumérer.  Il  est  clair,  en 
effet,  que  c'est  uniquement  alors  que  le  problème 
devient  vraiment  abstrait,  et  se  réduit  à  une  pure  ques- 
tion nombres,  ces  fonctions  étant  les  seules  relations 
simples  que  nous  sachions  concevoir  entre  les  nombres, 
considérés  en  eux-mêmes.  Jusqu'à  cette  époque  de  la 
solution,  quelles  que  soient  les  apparences,  la  question 
est  encore  essentiellement  concrète,  et  ne  rentre  pas 
dans  le  domaine  du  calcul.  Or,  la  difficulté  fondamen- 
tale de  ce  passage  du  concret  à  V abstrait  consiste  sur- 
tout, en  général,  dans  l'insuffisance  de  ce  très  petit 
nombre  d'éléments  analytiques  que  nous  possédons,  et 
d'après  lesquels  néanmoins,  malgré  le  peu  de  variété 
réelle  qu'ils  nous  offrent,  il  faut  parvenir  à  se  repré- 
senter toutes  les  relations  précises  que  peuvent  nous 
manifester  tous  les  différents  phénomènes  naturels.  Vu 
l'infinie  diversité  qui  doit  nécessairement  exister  à  cet 
égard  dans  le  monde  extérieur,  on  comprend  sans  peine 
combien  nos  conceptions  doivent  se  trouver  fréquem- 
ment au-dessous  de  la  véritable  difficulté;  surtout  si 
Ton  ajoute  que,  ces  éléments  nous  ayant  été  fournis 
primitivement  par  la  considération  mathématique  des 
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phénomènes  les  plus  simples,  puisqu'ils  ont  tous,  direc- 
tement ou  indirectement,  une  origine  géométrique, 
nous  n'avons  à  priori  aucune  garantie  rationnelle  de 
leur  aptitude  nécessaire  à  représenter  les  lois  mathéma- 
tiques de  toute  autre  classe  de  phénomènes.  J'exposerai 
tout  à  l'heure  l'artifice  général,  si  profondément  ingé- 
nieux, par  lequel  l'esprit  humain  est  parvenu  à  diminuer 
singulièrement  cette  difficulté  fondamentale  que  pré- 
sente la  relation  du  concret  à  Tabstrait  en  mathéma- 
tiques, sans  cependant  qu'il  ait  été  nécessaire  de  multi- 
plier le  nombre  de  ces  éléments  analytiques. 

Les  explications  précédentes  déterminent  avec  préci- 
sion le  véritable  objet  et  le  champ  réel  de  la  mathéma- 
tique abstraite  ;  je  dois  passer  maintenant  à  l'examen  dé 
ses  divisions  principales,  car  nous  avons  toujours  jus- 
qu'ici considéré  le  calcul  dans  son  ensemble  total. 

La  première  considération  directe  à  présenter  sur  la 
composition  de  la  science  du  calcul  consiste  à  la  diviser 
d'abord  en  deux  branches  principales,  auxquelles,  faute 
de  dénominations  plus  convenables,  je  donnerai  les 
noms  de  calcul  algébrique  ou  algèbre,  et  de  calcul 
arithmétique  ou  arithra''' tique,  mais  en  avertissant  de 
prendre  ces  deux  expressions  dans  leur  acception  lo- 
gique la  plus  étendue,  au  lieu  du  sens  beaucoup  trop 
restreint  qu'on  leur  attache  ordinairement. 

La  solution  complète  de  toute  question  de  calcul,  de- 
puis la  plus  élémentaire  jusqu'à  la  plus  transcendante, 
se  compose  nécessairement  de  doux  parties  successives 
dont  la  nature  est  essentiellement  distincte.  Dans  la  pre- 
mière, on  a  pour  objet  de  transformer  les  équations 

10 
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|)i(>H(Ksé('s,  (le  faroii  à  incllre  en  évidonco  le  mode  de 
Inimalioii  divs  (juanlilés  incoruiiies  par  les  quantités 


ohlenues,  c'est-à-dire,  de  déterminer  immédiatement  la 
valeur  des  nombres  cherchés,  représentés  déjà  par  cer- 
taines fonctions  explicites  des  nombres  donnés;  telle  esl 
la  question  arithniétique  (1). 

On  voit  que,  dans  toute  solution  vraiment  ration- 
nelle, elle  suit  nécessairement  la  question  algébrique, 
dont  elle  forme  le  complément  indispensable,  puisqu'il 
faut  évidemment  connaître  la  génération  des  nombres 
cherchés  avant  de  déterminer  leurs  valeurs  effectives 
pour  chaque  cas  particulier.  Ainsi,  le  terme  de  la  partie 
algébrique  devient  le  point  de  départ  de  la  partie  arithmé- 
tique. 

ili  Supposons,  par  exemple,  qu'une  question  fournisse  entre  une 
grandeur  inconnue  ./;  et  deux  grandeurs  connues  a  et  h  l'équation  : 


comme  il  arriverait  pour  la  trisection  d'un  angle.  On  voit,  de  suite,  que 
la  dépendance  entre  x  d'une  part,  et  a,  b  de  l'autre,  est  complètement 
déterminée;  mais,  tant  que  l'équation  conserve  sa  forme  primitive,  on 
n'aperçoit  nullement  de  quelle  manière  l'inconnue  dérive  des  données. 
C'est  cependant  ce  qu'il  faut  découvrir  avant  de  penser  à  l'évaluer.  Tel 
est  l'objet  de  la  partie  algébrique  de  la  solution.  Lorsque,  jiar  une  suite 
de  transformations  qui  ont  successivement  rendu  cette  dérivation  de 
plus  eu  plus  sensible,  on  est  arrivé  à  présenter  l'équation  proposée 
sous  la  forme 


le  rôle  de  l'algèbre  est  terminé;  et,  quand  même  on  ne  saurait  point 
effectuer  les  opérations  arithmétiques  indiquées  par  cette  formule,  on 
n'en  aurait  pas  moins  obtenu  une  connaissance  très  réelle  et  souvent 
fort  importante.  Le  rôle  de  l'arithmétique  consistera  maintenant,  en 
partant  de  Cf'ttë  formule,  à  faire  trouver  le  nombre  x  quand  les  valeurs 
des  nombres  a  et  h  auront  été  fixées. 


connues;  c'esl  ce  qui  constitue  la  question  alf/ ('brigue. 
Dans  la  seconde  on  a  en  vue  iVévakwyles  formules  ainsi 


./■3  +  3aa-  =  26 
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Le  calcul  algébrique  et  le  calcul  arithmétique  diffèrent 
donc  essentiellement  par  le  but  qu'on  s'y  propose.  Ils  ne 
diffèrent  pas  moins  par  le  point  de  vue  sous  lequel  on  y 
considère  les  quantités,  envisagées,  dans  le  premier, 
quant  à  leurs  relations,  et,  dans  le  second,  quant  à 
leurs  valeurs.  Le  véritable  esprit  du  calcul,  en  général, 
exige  que  cette  destination  soit  maintenue  avec  la  plus 
sévère  exactitude,  et  que  la  ligne  de  démarcation  entre 
les  deux  époques  de  la  solution  soit  rendue  aussi  nette- 
ment tranchée  que  le  permet  la  question  proposée. 
L'observation  attentive  de  ce  précepte,  trop  méconnu, 
peut  être  d'un  utile  secours  clans  chaque  question  parti- 
culière, en  dirigeant  les  efforts  de  notre  esprit,  à  un  ins- 
tant quelconque  de  la  solution,  vers  la  véritable  diffi- 
culté correspondante.  A  la  vérité,  l'imperfection  de  la 
science  du  calcul  oblige  souvent,  comme  je  l'expliquerai 
dans  la  leçon  suivante,  à  mêler  très  fréquemment  les 
considérations  algébriques  et  les  considérations  arithmé- 
tiques pour  la  solution  d'une  même  question.  Mais,  quoi- 
qu'il soit  impossible  alors  de  partager  Tensembh^  du  tra- 
vail en  deux  parties  nettement  tranchées,  l'une  purement 
algébrique,  et  l'autre  purement  arithmétique,  on  pourra 
toujours  éviter,  à  l'aide  des  indications  précédentes,  de 
confondre  les  deux  ordres  de  considérations,  quelque 
intime  que  puisse  être  jamais  leur  mélange. 

En  cherchant  à  résumer  le  plus  succinctement  possible 
la  distinction  que  je  viens  d'établir,  on  voit  (jue  Valgèbre 
peut  se  définir,  en  général,  comme  ayant  pour  objet  la 
résolution  des  équations,  ce  (|ui,  quoi(iue  paraissant 
d'abord   trop    restreint,    est  néanmoins  suffisamment 
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i*l(Mi(lii.  |)(Mirvii  (jii'oii  prenne  ces  expressions  dans  toute 
leur  ai'cepliun  logicjue,  qui  signifie  transformer  des 
loiiclions  n/f/jiict/rs  en  fonctions  explicites  équivalentes: 
(le  uiènie,  V aril lunélique  peut  être  définie  comme  des- 
tinée à  V évaluation  des  fonctions.  Ainsi,  en  contractant 
les  expressions  au  plus  haut  degré,  je  crois  pouvoir 
donner  nettement  une  juste  idée  de  cette  division,  en 
disant,  comme  je  le  ferai  désormais  pour  éviter  les  péri- 
phrases explicatives,  que  Y  algèbre  est  le  calcul  des  fonc- 
tions, et  Y  arithmétique  le  calcul  des  valeurs. 

11  est  aisé  de  comprendre  par  là  combien  les  défini- 
lions  ordinaires  sont  insuffisantes  et  même  vicieuses.  Le 
plus  souvent,  l'importance  exagérée  accordée  aux  signes 
a  conduit  à  distinguer  ces  deux  branches  fondamentales 
dé  la  science  du  calcul  pai'  la  manière  de  désigner  dans 
chacune  les  sujets  du  raisonnement,  ce  qui  est  évidem- 
ment absurde  en  principe  et  faux  en  fait.  Même  la  célèbre 
définition  domiée  par  Newton,  lorsqu'il  a  caractérisé 
Yalgèbre  comme  Y  arithmétique  universelle,  donne  cer- 
tainement une  ti'ès  fausse  idée  de  la  nature  de  l'algèbre 
et  de  celle  de  l'arithmétique  (l). 

Après  avoir  établi  la  division  fondamentale  du  calcul 
en  deux  branches  principales,  je  dois  comparer,  en  gé- 

(1)  .J'ai  cru  devoir  signaler  spécialement  cette  délinition,  parce  qu'elle 
sert  de  base  à  l'opinion  que  beaucoup  de  bons  esprits,  étrangers  à  la 
science  mathématique,  se  forment  de  la  partie  abstraite  de  cette  science, 
sans  considérer  qu'à  l'époque  où  cet  aperçu  a  été  formé,  l'analyse  ma- 
thématique n'était  point  assez  développée  pour  que  le  caractère  général 
])i  oprc  à  chacune  de  ses  parties  principales  pût  être  convenablement 
saiji,  ce  qui  explique  pourquoi  Newton  a  pu  proposer  alors  une  détîni- 
tioii  qu'il  rejetterait  certainement  aujourd'hui. 
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néral,  Tétendue,  l'importance  et  la  difficulté  de  ces  deux 
sortes  de  calcul,  afin  de  n'avoir  plus  à  considérer  que  le 
calcul  des  fonctions,  qui  doit  être  le  sujet  essentiel  de 
notre  étude. 

Le  calcul  des  valeurs,  ou  V arithmétique,  paraît,  au 
premier  abord,  devoir  présenter  un  champ  aussi  vaste 
que  celui  de  Valgcbre,  puisqu'il  semble  devoir  donner 
lieu  à  autant  de  questions  distinctes  qu'on  peut  conce- 
voir de  formules  algébriques  différentes  à  évaluer.  Mais 
une  réflexion  fort  simple  suffit  pour  montrer  que  le  do- 
maine du  calcul  des  valeurs  est,  par  sa  nature,  infini- 
ment moins  étendu  que  celui  du  calcul  des  fonctions. 
Car  en  distinguant  les  fonctions  en  simples  et  composées, 
il  est  évident  que  lorsqu'on  sait  évaluer  les  fonctions 
simples,  la  considération  des  fonctions  composées  ne 
présente  plus,  sous  ce  rapport,  aucune  difficulté.  Sous 
le  point  de  vue  algébrique,  une  fonction  composée  joue 
un  rôle  très  différent  de  celui  des  fonctions  élémentaires 
qui  la  constituent,  et  c'est  de  là  précisément  que 
naissent  toutes  les  principales  difficultés  analytiques. 
Mais  il  en  est  tout  autrement  pour  le  calcul  arithmé- 
tique. Ainsi,  le  nombre  des  opérations  arithmétiques, 
vraiment  distinctes,  est  seulement  marqué  par  celui  des 
fonctions  abstraites  élémentaires,  dont  j'ai  présenté  ci- 
dessus  le  tableau  très  peu  étendu.  L'évaluation  de  ces 
dix  fonctions  donne  nécessairement  celle  de  toutes  les 
fonctions,  en  nombre  infini,  que  l'on  considère  dans 
l'ensemble  de  l'analyse  mathématique,  telle,  du  moins, 
([u'elle  existe  aujourd'hui.  A  quelques  formules  que 
puisse  conduire  l'élaboration  des  équations,  il  n'y  aurait 
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lii'ii  ;i  (If  m)ii\rll('s  ()|)('m;iI ions  aril lmî(''rK|U('s  si  l'on 
en  \t  ii;iil  ;i  ck'ci-  de  \  l'i'i I ahit's  iioiivcanx  riomoiils  aiia- 
l\li(in('s.  (loni  le  iioinhrc  sera  toujours,  (juoi  (|u'il  arrive, 
f'\l i  riucmciil  pelil.  Le  clianî|)  Varit/iméfùjur  v^l  donc, 
pai- sa  iiahirc.  iiil'iiiinionl  roslr(viiil,  laiidis  (jue  celui  de 
\'///f/r//rr  est  ri^oui'eusenieiil  indéfini. 

Il  iinporle  cej)endanl  de  remarquer  que  le  domaine  du 
(dlcul  (h's  rah'ifrs  (^sl ,  en  réalité,  beaucoup  plus  étendu 
(ju'on  ne  se  le  représente  communément.  Car  plusieurs 
(juestions,  véritablement  arithmétiques^  puisqu'elles  con- 
sislenl  dans  des  rralHdtions,  ne  sont  point  ordinairement 
classées  comm*;  telles,  parce  qu'on  a  l'habitude  de  ne  les 
Irailer  que  comme  incidentes,  au  milieu  d'un  ensemble 
(le  recherches  analytiques  plus  ou  moins  élevées  :  la 
lr(»p  haute  opinion  qu'on  se  forme  communément  de 
rinlluence  des  signes  est  encore  la  cause  principale  de 
celle  confusion  d'idées.  Ainsi,  non  seulement  la  cons- 
Iruclion  d'une  table  de  logarithmes,  mais  aussi  le  calcul 
des  tables  trigonométriques,  sont  de  véritables  opérations 
arithmétiques  d'un  genre  supérieur.  On  peut  citer  encore 
comme  étant  dans  le  même  cas,  quoique  dans  un  ordre 
li  es  distinct  et  plus  élevé,  tous  les  procédés  par  lesquels 
on  détermine  flirectement  la  valeur  d'une  fonction  quel- 
conque pour  chaque  système  particulier  de  valeurs 
attribuées  aux  quantités  dont  elle  dépend,  lorsqu'on  ne 
peut  point  parvenir  à  connaître  généralement  la  forme 
explicite  de  cette  fonction.  Sous  ce  point  de  vue,  la 
résolution  numérique  des  équations  qu'on  ne  sait  pas 
résoudre  algébriquement,  et  de  même  le  calcul  des  inté- 
grales définies  dont  on  ignore  les  intégrales  générales. 
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font  réellement  partie,  malgré  les  apparences,  du  do- 
maine de  V  arithmétique  y  dans  lequel  il  faut  nécessaire- 
ment comprendre  tout  ce  qui  a  pour  objet  Y  évaluation 
des  fonctions.  Les  considérations  relatives  à  ce  but  sont, 
en  effet,  constamment  homogènes,  de  quelques  évalua- 
tions qu'il  s'agisse,  et  toujours  bien  distinctes  des  consi- 
dérations vraiment  algébricfues. 

Pour  achever  de  se  former  une  juste  idée  de  l'étendue 
réelle  du  calcul  des  valeurs,  on  doit  y  comprendre  aussi 
cette  partie  de  la  science  générale  du  calcul  qui  porte 
aujourd'hui  spécialement  le  nom  de  théorie  des  nombres^ 
et  qui  es(  encore  si  peu  avancée.  Cette  branche,  fort 
étendue  par  sa  nature,  mais  dont  l'importance  dans  le 
système  général  de  la  science  n'est  pas  très  grande,  a 
pour  objet  de  découvrir  les  propriétés  inhérentes  aux 
différents  nombres  en  vertu  de  leurs  valeurs  et  indépen- 
damment de  toute  numération  particulière.  Elle  cons- 
titue donc  une  sorte  à' arithmétique  transcendante  ;  c'est 
à  elle  que  conviendrait  effectivement  la  définition  pro- 
posée par  iNewton  pour  Xalcfèbre. 

Le  domaine  total  de  V arithmétique  est  donc,  en  réa- 
lité, beaucoup  plus  étendu  qu'on  ne  le  conçoit  ordinaire- 
ment. Mais,  néanmoins,  quelque  développement  légitime 
qu'on  puisse  lui  accorder,  il  demeure  certain  que,  dans 
l'ensemble  de  la  mathématique  abstraite,  le  calcul  des 
valeurs  WQ^  sera  jamais  qu'un  point,  pour  ainsi  dire,  en 
comparaison  du  calcul  des  fonctions,  dans  lequel  la 
science  consiste  essentiellement.  Cette  appréciation  va 
devenir  encore  plus  sensible  par  quelques  considérations 
qui  me  restent  à  indiquer  sur  la  véritable  nature  des 


i.">i  PHILOSOPHIK  POSITIVE 

(|n('sli(iiis  .ii  il linicl i(|n('s  en  généml,  (ju;ii)fl  on  les  exa- 
iniiu'  (I  inic  iiuiiiitTi*  apjjrofondie. 

Va\  clirrclKUil  à  (iéterminor  avec  exactitude  en  quoi 
consislent  propi  omeril  ias  évaluations,  on  reconnaît  aisé- 
intMil  (j 11  VI les  ne  sont  pas  autre  cliose  que  de  véritables 
/ra/is/o/-/Nafions  des  fonctions  à  évaluer,  transformations 
ijui.  malgré  leur  but  spécial,  n'en  sont  pas  moins  essen- 
liellementde  la  même  nature  que  toutes  celles  enseignées 
\mr  l'analyse.  Sous  ce  point  de  vue,  le  calcul  des  valeurs 
pourrait  être  conçu  simplement  comme  un  appendice  et 
une  application  particulière  du  calcul  des  fonctions,  de 
loi  le  sorte  que  ï  arithmétique  disparaîtrait,  pour  ainsi 
dire,  dans  l'ensemble  de  la  mathématique  abstraite, 
comme  section  distincte. 

Pour  bien  comprendre  cette  considération,  il  faut  ob- 
server que,  lorsque  l'on  propose  d'évaluer  un  nombre 
inconnu  dont  le  mode  de  formation  est  donné,  il  est,  par 
le  seul  énoncé  même  de  la  question  arithmétique,  déjà 
défini  et  exprimé  sous  une  certaine  forme;  et  qu'en 
Xévaluant,  on  ne  fait  que  mettre  son  expression  sous 
une  forme  déterminée,  à  laquelle  on  est  habitué  à  rap- 
porter la  notion  exacte  de  chaque  nombre  particulier,  en 
le  faisant  rentrer  dans  le  système  régulier  de  la  numéra- 
tion. \1  évaluation  consiste  si  bien  dans  une  simple  trans- 
formation, que  lorsque  l'expression  primitive  du  nombre 
se  trouve  elle-même  conforme  à  la  numération  régulière, 
il  n'y  a  plus,  à  proprement  parler,  ^ évaluation,  ou  plu- 
tôt on  répond  à  la  question  parla  question  même.  Qu'on 
demande,  par  exemple,  d'ajouter  les  deux  nombres 
trente  et  sept,  on  répondra  en  se  bornant  à  répéter 
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l'énoncé  même  de  la  question,  et  on  croira  néanmoins 
avoir  évalué  la  somme,  ce  qui  sig^nifie  que,  dans  ce  cas, 
la  première  expression  de  la  fonction  n'a  pas  besoin  d'être 
transformée  ;  tandis  qu'il  n'en  serait  point  ainsi  pour 
ajouter  vingl -trois  et  quatorze,  car  alors  la  somme  ne 
serait  pas  immédiatement  exprimée  d'une  manière  con- 
forme au  rang  qu'elle  occupe  dans  l'échelle  fixe  et  géné- 
rale de  la  numération. 

En  précisant,  autant  que  possible,  la  considération 
précédente,  on  peut  dire  qu  évaluer  un  nombre  n'est 
autre  chose  que  mettre  son  expression  primitive  sous  la 
forme 

e  étant  ordinairement  égal  à  10;  et  les  coefficients  a,  h, 
c,  d,  etc. ,  étant  assujettis  à  ces  conditions  d'être  nombres 
entiers  moindres  que  §,  pouvant  devenir  nuls,  mais  ja- 
mais négatifs.  Ainsi,  toute  question  arithmétique  est 
susceptible  d'être  posée  comme  consistant  à  mettre  sous 
une  telle  forme  une  fonction  abstraite  quelconque  de 
diverses  quantités  que  l'on  suppose  avoir  déjà  elles- 
mêmes  une  forme  semblable.  On  pourrait  donc  ne  voir 
dans  les  différentes  opérations  de  l'arithmétique  que  de 
simples  cas  particuliers  de  certaines  transformations 
algébriques,  sauf  les  difficultés  spéciales  tenant  aux 
conditions  relatives  à  l'état  des  coefficients. 

Il  résulte  clairement,  de  ce  qui  précède,  que  la  mathé- 
matique abstraite  se  compose  essentiellement  du  calcul 
des  fonctiom,  qui  en  était  évidemment  déjà  la  partie  la 
plus  importante,  la  plus  étendue  et  la  plus  difficile.  Tel 
sera  donc  désormais  le  sujet  exclusif  de  nos  considéra- 
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lions  ;\nal\ li(|n('s.  Ainsi,  sans  nraii'(H(;i'  davaiiiage  au 
(tilcii/  ilrs  rdh'iu's,  je  vais  pass(M'  immédiatement  k 
rcxanicn  de  la  division  Fondanienlale  du  mA^///  dp^^  f om- 
it mis. 

Nons  avons  dclerminé,  an  rommeiicemeiit  de  cette 
leçon,  (Ml  (|uoi  ronsiste  propi'emeiit  la  véritable  difficulté 
(|n"on  ('prouve  à  mettre  en  f'qiiatloriAQi^  (|uestions  mathé- 
inaliijues.  (Test  essentiellement  à  cause  de  l'insuffisance 
du  très  petit  nombre  d'éléments  analytiques  que  nous 
possédons,  que  la  relation  du  concret  à  l'abstrait  est 
ordinairement  si  difficile  à  établir.  Essayons,  mainte- 
iianl.  d'apprécier  pliilosophiquement  le  procédé  général 
par  lequel  l'esprit  humain  est  parvenu,  dans  un  si  grand 
nombre  de  cas  importants,  à  surmonter  cet  obstacle 
fondamental. 

En  considérant  directement  l'ensemble  de  cette  ques- 
tion capitale,  on  est  naturellement  conduit  à  concevoir 
d'abord  un  premier  moyen  pour  faciliter  l'établissement 
des  équations  des  phénomènes.  Puisque  le  principal  obs- 
tacle k  ce  sujet  vient  du  trop  petit  nombre  de  nos  éléments 
analytiques,  tout  semblerait  se  réduire  k  en  créer  de  nou- 
veaux. Mais  ce  parti,  quelque  naturel  qu'il  paraisse,  est 
véritablement  illusoire,  quand  on  l'examine  d'une  ma- 
nière approfondie.  Quoiqu'il  puisse  certainement  être 
utile,  il  est  aisé  de  se  convaincre  de  son  insuffisance  né- 
cessaire. 

En  effet,  la  création  d'une  véritable  nouvelle  fonction 
abstraite  élémentaire  présente,  par  elle-même,  les  plus 
grandes  difficultés.  Il  y  a  même,  dans  une  telle  idée, 
quelque  chose  qui  semble  contradictoire.  Car  un  nouvel 
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élément  analytique  ne  remplirait  pas  évidemment  les 
conditions  essentielles  qui  lui  sont  propres,  si  on  ne 
pouvait  immédiatement  Yrva/uer  :  or,  d'un  autre  côté, 
comment  évaluer  une  nouvelle  fonction  qui  serait  vrai- 
ment simple  y  c'est-à-dire,  qui  ne  rentrerait  pas  dans  une 
combinaison  de  celles  déjà  connues?  Cela  paraît  presque 
impossible.  L'introduction,  dans  l'analyse,  d'une  autre 
fonction  abstraite  élémentaire ,  ou  plutôt  d'un  autre 
couple  de  fonctions  (car  chacune  serait  toujours  accom- 
pagnée de  son  inverse),  suppose  donc  nécessairement  la 
création  simultanée  d'une  nouvelle  opération  arithmé  - 
tique, ce  qui  est  certainement  fort  difficile. 

Si  nous  clierchons  à  nous  faire  une  idée  des  moyens 
(|ue  l'esprit  humain  pourrait  employer  pour  inventer  de 
nouveaux  éléments  analytiques,  par  l'examen  des  pro- 
cédés à  l'aide  desquels  il  a  effectivement  conçu  ceux  que 
nous  possédons,  l'observation  nous  laisse  à  cet  égard 
dans  une  entière  incertitude,  car  les  artifices  dont  il  s'est 
déjà  servi  pour  cela  sont  évidemment  épuisés.  Afin  de 
nous  en  convaincre,  considérons  le  dernier  couple  de 
fonctions  simples  qui  ait  été  introduit  dans  l'analyse,  et 
à  la  formation  duquel  nous  avons  pour  ainsi  dire  assisté, 
savoir  le  quatrii'me  couple,  car,  comme  je  Tai  expliqué, 
le  cinquième  couple  ne  se  constitue  pas,  à  proprement 
parler,  de  véritables  nouveaux  éléments  analytiques.  La 
fonction  a^,  et,  par  suile,  son  inverse,  ont  été  formées 
en  concevant  sous  un  nouveau  point  de  vue  une  fonction 
déjà  connue  depuis  longtemps,  les  puissances,  lorsque 
la  notion  en  a  été  suffisamment  généralisée.  11  a  suffi  de 
considérer  une  puissance  relativement  à  la  variation  de 
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rt'xpdsant.  au  lion  ilc  penser  à  In  variatioii  do  la  base, 
poui-  (|iril  (Ml  irsullàt  une  fonction  simple  vraiment  nou- 
velle, la  variation  suivant  alors  une  marche  toute  diffé- 
reiil(\  Aîais  cet  artifice,  aussi  simple  qu'ingénieux,  ne 
peut  plus  rien  fournir.  Car,  en  retournant,  de  la  même 
manière,  tous  nos  éléments  analytiques  actuels,  on 
n'aboutit  qu'à  les  faire  rentrer  les  uns  dans  les  autres. 

\(Uis  ne  concevons  donc  nullement  de  quelle  manière 
on  pourrait  procéder  à  la  création  de  nouvelles  fonctions 
abstraites  élémentaires,  remplissant  convenablement 
toutes  les  conditions  nécessaires.  Ce  n'est  pas  à  dire, 
néanmoins,  que  nous  ayons  atteint  aujourd'hui  la  limite 
effective  posée  à  cet  égard  par  les  bornes  de  notre  in- 
telligence. 11  est  même  certain  que  les  derniers  perfec- 
tionnements spéciaux  de  l'analyse  mathématique  ont 
contribué  à  étendre  nos  ressources  sous  ce  rapport,  en 
introduisant  dans  le  domaine  du  calcul  certaines  inté- 
grales définies,  qui,  à  quelques  égards,  tiennent  lieu  de 
nouvelles  fonctions  simples,  quoiqu'elles  soient  loin  de 
remplir  toutes  les  conditions  convenables,  ce  qui  m'a  em- 
pêché de  les  inscrire  au  tableau  des  vrais  éléments  ana- 
lytiques. Mais,  tout  bien  considéré,  je  crois  qu'il  de- 
meure incontestable  que  le  nombre  de  ces  éléments  ne 
pr'ut  s'accroître  qu'avec  une  extrême  lenteur.  Ainsi,  ce 
ne  peut  être  dans  un  tel  procédé  que  l'esprit  humain  ait 
puisé  ses  ressources  les  plus  puissantes  pour  faciliter 
autant  que  possible  l'établissement  des  équations. 

Ce  premier  moyen  étant  écarté,  il  n'en  reste  évidem- 
ment qu'un  seul  ;  c'est,  vu  l'impossibilité  de  trouver 
directement  les  équations  entre  les  quantités  que  Ton 
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considère ,  d'en  chercher  de  correspondantes  entre 
d'autres  quantités  auxiliaires,  liées  aux  premières  sui- 
vant une  certaine  loi  déterminée,  et  de  la  relation  des- 
quelles on  remonte  ensuite  à  celle  des  grandeurs  primi- 
tives. Telle  est,  en  effet,  la  conception,  éminemment 
féconde,  que  l'esprit  humain  est  parverm  à  fonder,  et  qui 
constitue  son  plus  admirable  instrument  pour  l'explora- 
tion mathématique  des  phénomènes  naturels,  Vanalyse 
dite  transcendante. 

En  thèse  philosophique  générale,  les  quantités  auxi- 
liaires que  l'on  introduit,  au  lieu  des  grandeurs  primi- 
tives ou  concurremment  avec  elles,  pour  faciliter 
l'établissement  des  équations,  pourraient  dériver  suivant 
une  loi  quelconque  des  éléments  immédiats  de  la  ques- 
tion. Ainsi,  cette  conception  a  beaucoup  plus  de  portée 
que  ne  lui  en  ont  supposé  communément,  même  les  plus 
profonds  géomètres.  Il  importe  extrêmement  de  se  la 
représenter  dans  toute  son  étendue  logique  ;  car  c'est 
peut-être  en  établissant  un  mode  général  de  dérivation 
autre  que  celui  auquel  on  s'est  constamment  borné  jus- 
qu'ici, bien  qu'il  ne  soit  pas,  évidemment,  le  seul  pos- 
sible, qu'on  parviendra  un  jour  à  perfectionner  essen- 
tiellement l'ensemble  de  l'analyse  mathématique,  et  par 
suite  à  fonder,  pour  l'investigation  des  lois  de  la  nature, 
des  moyens  encore  plus  puissants  que  nos  procédés 
actuels,  susceptibles,  sans  doute,  d'épuisement. 

Mais,  pour  n'avoir  égard  qu'à  la  constitution  présente 
de  la  science,  les  seules  quantités  auxiliaires  introduites 
habituellement  à  la  place  des  quantités  primitives  dans 
Vanalyse  transcendante,  sont  ce  (pi'on  appelle  les  élé- 
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iiKMits  'nilin'niH'Nl  /jr/i/s,  les  dif/rrentiel/cs  de  divers 
oïdics  (le  CCS  (luanlilés,  si  l'on  conçoit  cette  analyse  à 
la  nianicre  de  Lcihnitz;  ou  les  Iluxions,  les  limites  ào,^ 
rapports  des  accioissements  simultanés  des  quantités 
pi  iinilives  comparées  les  unes  aux  autres,  ou,  plusbriè- 
\  emeiiL  I(îs  prctnirrcs     (Icriùrrrs  raisoïis  de  ces  accrois- 
sements, en  adoptant  la  conception  de  Newton;  ou  bien, 
enfin,  les  dérivées  j)i'oprem(;nt  dites  de  ces  quantités, 
c Csl-à-dire  les  coefficients  des  différents  termes  de  leurs 
accroissements  respectifs,  d'après  la  conception  de  La- 
grange.  Ces  trois  manières  principales  d'envisager  notre 
analyse  transcendante  actuelle,  et  toutes  les  autres  moins 
distinctement  tranchées  que  Ton  a  proposées  successi- 
vement, sont,  par  leur   nature,  nécessairement  iden- 
tiques, soit  dans  le  calcul,  soit  dans  Tapplication,  ainsi 
(]ue  je  l'expliquerai  d'une  manière  générale  dans  la 
sixième  leçon.  Quant  à  leur  valeur  relative,  nous  ver- 
i'(uis  alors  que  la  conception  de  Leibnitz  a  jusqu'ici,  dans 
l'usage,  une  supériorité  incontestable,  mais  que  son 
caractère  log'ique  est  éminemment  vicieux,  tandis  que  la 
conception  de  Lagrange,  admirable  par  sa  simplicité, 
par  sa  perfection  logique,  par  l'unité  philosophique 
(|u  elle  a  établie  dans  l'ensemble  de  l'analyse  mathéma- 
tique, jusqu'alors  partagée  en  deux  mondes  presque 
indépendants,  présente  encore,  dans  les  applications,  de 
graves  inconvénients,  en  ralentissant  la  marche  de  l'in- 
telligence :  la  conception  de  Newton  tient  à  peu  près  le 
milieu  sous  ces  divers  rapports,  étant  moins  rapide, 
mais  plus  rationnelle  que  celle  de  Leibnitz.  moins  philo- 
sophique, mais  plus  applicable  que  celle  de  Lagrange. 
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Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'expliquer  avec  exactitude 
comment  la  considération  de  ce  genre  de  quantités  auxi- 
liaires introduites  dans  les  équations  à  la  place  des  gran- 
deurs primitives  facilite  réellement  l'expression  analy- 
tique des  lois  des  phénomènes.  La  sixième  leçon  sera 
spécialement  consacrée  à  cet  important  sujet,  envisagé 
sous  les  différents  points  de  vue  généraux  auxquels  a 
donné  lieu  l'analyse  transcendante.  Je  me  borne  en  ce 
moment  à  considérer  cette  conception  de  la  manière  la 
plus  générale,  afin  d'en  déduire  la  division  fondamen- 
tale du  calcul  des  fonctiom  en  deux  calculs  essentielle- 
ment distincts,  dont  l'enchaînement,  pour  la  solution 
complète  d'une  même  question  mathématique,  est  inva- 
riablement déterminé. 

Sous  ce  rapport,  et  dans  l'ordre  rationnel  des  idées, 
l'analyse  transcendante  se  présente  comme  étant  néces- 
sairement la  première,  puisqu'elle  a  pour  but  général 
de  faciliter  l'établissement  des  équations,  ce  qui  doit 
évidemment  précéder  la  resolution  proprement  dite  de 
ces  équations,  qui  est  l'objet  de  l'analyse  ordinaire.  Mais, 
quoiqu'il  importe  éminemment  de  concevoir  ainsi  le  véri- 
table enchaînement  de  ces  deux  analyses,  il  n'en  est  pas 
moins  convenable,  conformément  à  l'usage  constant,  de 
n'étudier  l'analyse  transcendante  qu'après  l'analyse  ordi- 
naire ;  car,  si.  au  fond,  elle  en  est  par  elle-même  logi- 
quement indépendante,  ou  (jue,  du  moins,  il  soit  pos- 
sible aujourd'hui  de  l'en  dégager  essentiellement,  il  est 
clair  que  son  emploi  dans  la  solution  des  questions  ayant 
toujours  plus  ou  moins  besoin  d'ètj'e  complété  par  celui 
de  l'anah'sc  oïdiiiaiic  ou  serait  contraint  de  laisser 
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les  (|U(^sli()ns  en  siisjX'ns,  si  celle-ci  n'avait  été  étudiée 

prcalahlcnuMil. 

Imi  résultai  de  ce  qui  précède,  le  calcul  des  fonctions  y 
ou  Ydhji'brr,  en  prenant  ce  mot  dans  sa  plus  grande  ex- 
leiision,  se  compose  de  deux  branches  fondamentales 
(lislinctes,  dont  l'une  a  pour  objet  immédiat  la  résolution 
des  équations,  lorsque  celles-ci  son!  immédiatement  éta- 
blies entre  les  grandeurs  mêmes  que  l'on  considère:  et 
dont  l'autre,  partant  d'équations,  beaucoup  plus  aisées 
à  former  en  général,  entre  des  quantités  indirectement 
liées  à  celles  du  problème,  a  pour  destination  propre  et 
constante  d'en  déduire,  par  des  procédés  analytiques 
invariables,  les  équations  correspondantes  entre  les 
grandeui's  directes  que  l'on  considère,  ce  qui  fait  rentrer 
la  question  dans  le  domaine  du  calcul  précédent.  Le 
pi'emier  calcul  porte,  le  plus  souvent,  le  nom  à' analyse 
ordinaire,  ou  à' algèbre  proprement  dite  ;  le  second  cons- 
titue ce  qu'on  appelle  V analyse  transcendante,  qui  a  été 
désignée  par  les  diverses  dénominations  de  calcul  infi- 
nitésimal, calcul  des  fluxions  et  des  fluentes,  calcul  des 
évanouissants,  etc.,  selon  le  point  de  vue  sous  lequel  on 
l'a  conçue.  Pour  écarter  toute  considération  étrangère, 
je  proposerai  de  la  nommer  calcul  des  fonctions  indi- 
rectes, en  donnant  à  l'analyse  ordinaire  le  titre  de  calcul 
des  fonctions  directes.  Ces  expressions,  que  je  forme 
essentiellement  en  généralisant  et  en  précisant  les  idées 
de  Lagrange,  sont  destinées  à  indiquer  simplement  avec 
exactitude  le  véritable  caractère  général  propre  à  cha- 
cune des  deux  analyses. 

Ayant  (  lahli  la  division  fondamentale  de  l'analyse 
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mathématique,  je  dois  maintenant  considérer  séparé- 
ment l'ensemble  de  chacune  do  ces  deux  parties,  en 
commençant  par  le  calcul  des  f  onctions  directes,  et  réser- 
vant ensuite  des  développements  plus  étendus  aux  di- 
verses branches  du  calcul  des  f  onctions  indirectes . 
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t  oiislclératioii!*  générales  sur  le  calcul  des  fouettons  directes. 

D'après  l'explication  générale  qui  termine  la  leçon 
précédente,  le  calcul  des  fonctions  directes^  ou  V algèbre 
proprement  dite,  suffit  entièrement  à  la  solution  des 
questions  mathématiques,  quand  elles  sont  assez  simples 
pour  qu'on  puisse  former  immédiatement  les  équations 
entre  les  grandeurs  mêmes  que  l'on  considère,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'introduire  à  leur  place  ou  conjointe- 
ment avec  elles  aucun  système  de  quantités  auxiliaires 
dérivées  des  premières.  A  la  vérité,  dans  le  plus  grand 
nombre  des  cas  importants,  son  emploi  a  besoin  d'être 
précédé  et  préparé  par  celui  du  calcul  des  fonctions  in- 
directes, destiné  à  faciliter  l'établissement  des  équations. 
Mais  quoique  le  rôle  de  l'algèbre  ne  soit  alors  que  se- 
condaire, elle  n'en  a  pas  moins  toujours  une  part  néces- 
saire dans  la  solution  complète  de  la  question,  en  sorte 
que  le  calcul  des  fonctions  directes  doit  continuer  à  être, 
par  sa  nature,  la  base  fondamentale  de  toute  l'analyse 
mathématique.  Nous  devons  donc,  avant  d'aller  plus 
loin,  considérer,  d'une  manière  générale,  la  composi- 
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tion  rationnelle  de  ce  calcul,  et  le  degré  de  développe- 
ment auquel  il  est  parvenu  aujourd'hui. 

L'objet  définitif  de  ce  calcul  étant  la  résolution  pro- 
prement dite  des  équations^  c'est-à-dire,  la  découverte 
du  mode  de  formation  des  quantités  inconnues  par  les 
quantités  connues  d'après  les  équations  qui  existent 
entre  elles  ;  il  présente  naturellement  autant  de  parties 
différentes  que  l'on  peut  concevoir  de  classes  d'équa- 
tions vraiment  distinctes  ;  et  par  conséquent,  son  éten- 
due propre  est  rigoureusement  indéfinie,  le  nombre  des 
fonctions  analytiques  susceptibles  d'entrer  dans  les 
équations,  étant  par  lui-même  tout  à  fait  illimité,  bien 
qu'elles  ne  soient  composées  que  d'un  très  petit  nombre 
d'éléments  primitifs. 

La  classification  rationnelle  des  équations  doit  être 
évidemment  déterminée  par  la  nature  des  éléments  ana- 
lytiques dont  se  composent  leurs  membres  ;  toute  autre 
classification  serait  essentiellement  arbitraire.  Sous  ce 
rapport,  les  analystes  divisent  d'abord  les  équations  à 
une  ou  à  plusieurs  variables  en  deux  classes  principales, 
selon  qu'elles  ne  contiennent  que  des  fonctions  des  trois 
premiers  couples  (voyez  le  tableau,  4^  leçon,  page  141), 
ou  qu'elles  renferment  aussi  des  fonctions,  soit  exponen- 
tielles, soit  circulaires.  Les  dénominations  de  fonctions 
algébriques  et  fonctions  transcendantes ,  données  com- 
munément à  ces  deux  groupes  principaux  d'élémenls 
analytiques,  sont,  sans  doute,  forl  peu  convenables. 
Mais  la  division  universellement  établie  entre  les  équa- 
tions correspondantes  n'en  est  pas  moins  très  réelle,  en 
ce  sens  que  la  résolution  des  équations  contenant  les 
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tniiciioiis  (lilcs  //'((/tscr/HidNtcs,  pi'éseiilenl  iiécessairo- 
iiUMil  plus  (le  (lifticullés  que  colle  des  équalioiis  dites 
ulgvhr'ujues.  Aussi  l'élude  des  premières  esL-elle  jus- 
qu'ici excessivement  imparfaite,  à  tel  point  que  souvent 
la  résolution  des  plus  simples  d'entre  elles  nous  est  en- 
core inconnue  (1);  c'est  sur  l'élaboration  des  secondes 
que  portent  presque  exclusivement  nos  méthodes  analy- 
tiques. 

Xe  considérant  maintenant  que  ces  équations  algé- 
briques, il  faut  observer  d'abord  que,  quoiqu'elles 
puissent  souvent  contenir  des  fonctions  irrationnelles 
des  inconnues  aussi  bien  que  des  fonctions  rationnelles, 
on  peut  toujours, par  des  transformations  plus  «u  moins 
faciles,  faire  rentrer  le  premier  cas  dans  le  second;  en 
sorte  que  c'est  de  ce  dernier  que  les  analystes  ont  dû 
s'occuper  uniquement,  pour  résoudre  toutes  les  équa- 
tions algébriques. 

Dans  l'enfance  de  l'algèbre,  ces  équations  avaient  été 
classées  d'après  le  nombre  de  leurs  termes.  Mais  cette 
classification  était  évidemment  vicieuse,  comme  sépa- 
rant des  cas  réellement  semblables,  et  en  réunissant 
d'autres  qui  n'avaient  rien  de  commun  qu'un  caractère 
sans  aucune  importance  véritable  (2).  Elle  n'a  été  main- 

(1)  Quelque  simple  que  puisse  paraître  par  exemple  l'équation 

X     ,      tX  X 

a   -\-  b   =  c  , 

on  ne  sait  point  encore  la  résoudre;  ce  qui  peut  donner  une  idée  de 
l'extrême  imperfection  de  cette  partie  de  l'algèbre. 

(2)  On  a  commis  plus  tard  la  même  erreur  momentanée  dans  les 
premiers  temps  du  calcul  infinitésimal,  pour  Tintégratiou  des  équations 
diUérentielles. 
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tenue  que  pour  les  équations  à  deux  termes,  suscepti- 
bles, en  effet,  d'une  résolution  commune  qui  leur  est 
propre. 

La  classification  des  équations,  d'après  ce  qu'on  ap- 
pelle leurs  degrés,  universellement  admise  depuis  long-- 
temps  par  les  analystes,  est,  au  contraire  éminemment 
naturelle,  et  mérite  d'être  signalée  ici.  Car,  en  ne  com- 
parant, dans  chaque  degré,  que  les  équations  qui  se 
correspondent,  quant  à  leur  complication  relative,  on 
peut  dire  que  cette  distinction  détermine  rigoureuse- 
ment la  difficulté  plus  ou  moins  grande  de  leur  résolu- 
tion. Cette  gradation  est  sensible  effectivement,  pour 
toutes  les  équations  que  l'on  sait  résoudre.  Mais  on  peut 
s'en  rendre  compte  d'une  manière  générale,  indépen- 
damment du  fait  de  la  résolution.  Il  suffit,  pour  cela,  de 
considérer  que  l'équation  la  plus  générale  de  chaque 
degré  comprend  nécessairement  toutes  celles  des  divers 
degrés  inférieurs,  en  sorte  qu'il  en  doit  être  ainsi  de  la 
formule  qui  détermine  l'inconnue.  En  conséquence, 
quelque  faible  qu'on  pùt  supposer  à  priori  la  difficulté 
propre  au  degré  que  l'on  considère,  comme  elle  se  com- 
plique inévitablement,  dans  l'exécution,  de  celles  que 
présentent  tous  les  degrés  précédents,  la  résolution  offre 
donc  réellement  plus  d'obstacles  à  mesure  que  le  degré 
de  l'équation  s'élève. 

Cet  accroissement  de  difficulté  est  tel  que  jusqu'ici  la 
résolution  des  équations  algébriques  ne  nous  est  connue 
que  dans  les  quatre  premiers  degrés  seulement.  A  cet 
égard,  l'algèbre  n'a  pas  fait  de  progrès  considérables 
depuis  les  travaux  de  Descartes  et  des  analystes  italiçns 
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(lu  s(M/.i('mr  si(M'l(',  (|iioi(}ue,  dans  les  doux  derniers 
sii'citvs.  il  ii  ail  pout-èlro  j)as  existé  un  seul  géomètre 
(jiii  ne  se  soil  occupé  de  pousser  plus  avant  la  résolution 
des  équations.  L'équation  générale  du  cinquième  degré 
clIt'-iuénK^  a  ius(ju'i('i  résisté  à  loutes  les  tentatives. 

La  complication  toujours  croissante  que  doivent  né- 
cessairement présenter  les  formules  pour  résoudre  les 
équations  à  mesure  que  le  degré  augmente,  l'extrême 
embarras  qu'occasionne  déjà  l'usage  de  la  formule  du 
quatrième  degré,  et  qui  le  rend  presque  inapplicable,  ont 
délerminé  les  analystes  à  renoncer,  par  un  accord  tacite, 
à  poursuivre  de  semblables  recherches,  quoiqu'ils  soient 
U)in  de  regarder  comme  impossible  d'obtenir  jamais  la 
l'ésolution  des  équations  du  cinquième  degré,  et  de  plu- 
sieurs autres  degrés  supérieurs.  La  seule  question  de  ce 
genre,  qui  offrirait  vraiment  une  grande  importance,  du 
moins  sous  le  rapport  logique,  ce  serait  la  résolution 
générale  des  équations  algébriques  d'un  degré  quel- 
conque. Or,  plus  on  médite  sur  ce  sujet,  plus  on  est 
conduit  à  penser,  avec  Lagrange,  qu'il  surpasse  réelle- 
ment la  portée  effective  de  notre  intelligence.  Il  faut 
d'ailleurs  observer  que  la  formule  qui  exprimerait  la 
racine  d'une  équation  du  degré //i  devrait  nécessairement 
renfermer  des  radicaux  de  l'ordre  m  (ou  des  fonctions 
d'une  multiplicité  équivalente),  à  cause  des  m  détermina- 
tions qu'elle  doit  comporter.  Puisque  nous  avons  vu,  de 
plus,  qu'elle  doit  aussi  embrasser,  comme  cas  particu- 
lier, celle  qui  correspond  à  tout  autre  degré  inférieur,  il 
s'ensuit  qu'elle  contiendrait,  en  outre,  inévitablement, 
des  radicaux   de  l'ordre  m — 1,  d'autres   de  l'ordre 
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m — 2,  etc.,  de  telle  manière  que,  s'il  était  possible  de  la 
découvrir,  elle  offrirait  presque  toujours  une  trop 
grande  complication  pour  pouvoir  être  utilement  em- 
ployée, à  moins  qu'on  ne  parvînt  à  la  simplifier,  en  lui 
conservant  cependant  toute  la  généralité  convenable, 
par  l'introduction  d'un  nouveau  genre  d'éléments  analy- 
tiques, dont  nous  n'avons  encore  aucune  idée.  Il  y  a 
donc  lieu  de  croire  que,  sans  avoir  déjà  atteint  sous  ce 
rapport  les  bornes  imposées  par  la  faible  portée  de  notre 
intelligence,  nous  ne  tarderions  pas  à  les  rencontrer  en 
prolongeant  avec  une  activité  forte  et  soutenue  cette 
série  de  recherches. 

Il  importe  d'ailleurs  d'observer  que,  même  en  suppo- 
sant obtenue  la  résolution  des  équations  algébriques, 
d'un  degré  quelconque,  on  n'aurait  encore  traité  qu'une 
très  petite  partie  de  l'a/^èôre  proprement  dite,  c'est-à- 
dire,  du  calcul  des  fonctions  directes  embrassant  la 
résolution  de  toutes  les  équations  que  peuvent  former  les 
fonctions  analytiques  aujourd'hui  connues.  Enfin,  pour 
achever  d'éclaircir  la  considération  philosophique  de  ce 
sujet,  il  faut  reconnaître  que,  par  une  loi  irrécusable  de 
la  nature  humaine,  nos  moyens  pour  concevoir  de  nou- 
velles questions  étant  beaucoup  plus  puissants  que  nos 
ressourcespour  les  résoudre,  ou,  en  d'autres  termes,  l'es- 
prit humain  étant  bien  plus  apte  àimaginerqu'à  raisonner, 
nous  resterons  nécessairement  toujours  au-dessous  de  la 
difficulté,  à  quelque  degré  de  développement  que  parvien- 
nent jamais  nostravaux  intellectuels.  Ainsi,  quand  même 
on  découvrirait  un  jour  la  résolution  complète  de  toutes 
les  équations  analytiques  actuellement  connues,  ce  qui, 
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à  rrx.iiiHMi,  rli-c  jiii^'<''  toiil-îi-fail  cliimérique,  il 

iTcst  j)as  (loutcux  (ju'avaiit  (ralleiiulrf^  à  ce  but,  et  pro- 
hahlenieiil  même  comme  moyen  subsidiaire,  on  aurait 
déjà  surmonté  la  ditïicultc  bien  moindre,  quoique  très 
,i;i'ando  cepoiidaul,  de  concevoir  de  nouveaux  éléments 
aii;jl\ li(|U(^s,  doiil  Tint rodiîcl  ion  donnerait  lieu  à  des 
classes  d'équations  que  nous  ignorons  complètement 
aujourd'hui  ;  en  sorte  qu'une  pareille  imperfection  rela- 
tive de  la  science  algébrique  se  reproduirait  encore, 
malgré  l'accroissement  réel,  très  important  d'ailleurs, 
de  la  masse  absolue  de  nos  connaissances. 

Dans  l'état  présent  de  l'algèbre,  la  résolution  com- 
plète des  équations  des  quatre  premiers  degrés,  des 
équations  binômes  quelconques,  de  certaines  équations 
spéciales  des  degrés  supérieurs,  et  d'un  très  petit  nombre 
d'équations  exponentielles,  logarithmiques,  ou  circu- 
laires, constituent  donc  les  méthodes  fondamentales  que 
présente  le  calcul  des  fonctions  directes  pour  la  solution 
des  problèmes  mathématiques.  Mais,  avec  des  éléments 
aussi  bornés,  les  géomètres  n'en  sont  pas  moins  par- 
venus à  traiter,  d'une  manière  vraiment  admirable,  un 
très  grand  nombre  de  questions  importantes,  comme 
nous  le  reconnaîtrons  sucessivement  dans  la  suite  de 
ce  volume.  Les  perfectionnements  généraux  introduits 
depuis  un  siècle  dans  le  système  total  de  l'analyse  ma- 
thématique ont  eu  pour  caractère  principal  d'utiliser  à 
un  degré  immense  ce  peu  de  connaissances  acquises  sur 
le  calcul  des  fonctions  directes,  au  lieu  de  tendre  à  les 
augmenter.  Ce  résultat  a  été  obtenu  à  un  tel  point,  que 
le  plus  souvent  ce  calcul  n'a  de  rôle  effectif  dans  la  solu- 
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lion  complète  fies  diverses  questions  que  par  ses  par- 
ties les  plus  simples,  celles  qui  se  rapportent  aux  équa- 
tions des  deux  premiers  degrés,  à  une  seule  ou  à  plu- 
sieurs variables. 

L'extrême  imperfection  de  l'algèbre,  relativemeut  à  la 
résolution  des  équations,  a  déterminé  les  analystes  à  s'oc- 
cuper d'une  nouvelle  classe  de  questions,  dont  il  im- 
porte de  marquer  ici  le  véritable  caractère.  Quand  ils 
ont  cru  devoir  renoncer  à  poursuivre  plus  longtemps 
la  résolution  des  équations  algébriques  des  degrés  su- 
périeurs au  quatrième,  ils  se  sont  occupés  de  suppléer, 
autant  que  possible,  à  cette  immense  lacune,  par  ce  qu'ils 
ont  nommé  la  rholutioii  numérique  des  équations.  Ne 
pouvant  obtenir,  dans  la  plupart  des  cas,  la  formule  qui 
exprime  quelle  fonction  explicite  l'inconnue  est  des 
données,  on  a  cherché,  à  défaut  de  cette  résolution,  la 
seule  réellement  algébrique,  à  déterminer,  du  moins, 
indépendamment  de  cette  formule,  la  valeur  de  chaque 
inconnue  pour  tel  ou  tel  système  désigné  de  valeurs  par- 
ticulières attribuées  aux  données.  Par  les  travaux  suc- 
cessifs des  analystes,  cette  opération  incomplète  et  bâ- 
tarde, qui  présente  un  mélange  intime  des  questions 
vraiment  algébriques  avec  des  questions  purement 
arithmétiques,  a  pu,  du  moins,  être  entièrement  effec- 
tuée dans  tous  les  cas,  pour  des  équations  d'un  degré 
et  même  d'une  forme  quelconques.  Sous  ce  rapport, 
les  méthodes  qu'on  possède  aujourd'hui  sont  suf- 
fisamment générales,  quoique  les  calculs  auxquels  elles 
conduisent  soient  souvent  presque  inexécutables,  à 
cause  de  leur  complication.  Il  ne  reste  donc  plus,  à  cet 
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«''^aid.  siiiiplifini' assoz  les  piocodés  pour  qu'ils  de- 
viciiiKMil  i'(\^uli(M*(uiiont  applicablos,  co  qu'on  pout  espé- 
icr  d'oblonir  dans  la  suite.  D'après  cet  état  du  calcul 
(les  Innclious  directes,  on  s'efforce  ensuite,  dans  l'appli- 
ralion  de  co  calcul,  de  disposer,  autant  que  possible,  les 
(|iieslions  proposées  de  façon  à  n'exiger  finalement  que 
cette  résolution  niimrrique  des  équations. 

Onelque  précieuse  que  soit  évidemment  une  telle  res- 
source, à  défaut  de  la  véritable  solution,  il  est  essentiel 
de  ne  pas  méconnaître  le  vrai  caractère  de  ces  procédés, 
que  les  analystes  regardent  avec  raison  comme  une 
algèbre  fort  imparfaite.  En  effet,  il  s'en  faut  de  beau- 
coup que  nous  puissions  toujours  réduire  nos  questions 
mathématiques  à  ne  dépendre,  en  dernière  analyse, 
que  de  la  résolution  numérique  des  équations.  Cela  ne 
se  peut  que  pour  les  questions  tout  à  fait  isolées,  ou 
vraiment  finales^  c'est-à-dire,  pour  le  plus  petit  nombre. 
La  plupart  des  questions  ne  sont,  en  effet,  que  prépara- 
toires, et  destinées  à  servir  de  préliminaire  indispen- 
sable à  la  solution  d'autres  questions.  Or,  pour  un  tel 
but,  il  est  évident  que  ce  n'est  pas  la  valeur  effective  de 
l'inconnue  qu'il  importe  de  découvrir,  mais  la  formule 
qui  montre  comment  elle  dérive  des  autres  quantités 
considérées.  C'est  ce  qui  arrive^  par  exemple^  dans  un 
cas  très  étendu,  toutes  les  fois  qu'une  question  déter- 
minée renferme  simultanément  plusieurs  inconnues.  Il 
s'agit  alors,  comme  on  sait,  d'en  faire,  avant  tout,  la  sé- 
paration. En  employant  convenablement,  à  cet  effet,  le 
procédé  simple  et  général  heureusement  imaginé  par 
les  analystes,  et  qui  consiste  à  rapporter  Tune  des  in- 
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connues  à  toutes  les  autres,  la  difficulté  disparaîtrait 
constamment,  si  l'on  savait  toujours  résoudre  algébri- 
quement les  équations  considérées,  sans  que  la  résolu- 
tion numérique  puisse  être  alors  d'aucune  utilité.  C'est 
uniquement  faute  de  connaître  la  résolution  algébrique 
des  équations  à  une  seule  inconnue,  qu'on  est  obligé  de 
traiter  V élimination  comme  une  question  distincte,  qui 
forme  une  des  plus  grandes  difficultés  spéciales  de  l'al- 
gèbre ordinaire.  Quelque  pénibles  que  soient  les  mé- 
thodes à  l'aide  desquelles  on  surmonte  cette  difficulté, 
elles  ne  sont  pas  même  applicables,  d'une  manière  entiè- 
rement générale,  à  l'élimination  d'une  inconnue  entre 
deux  équations  de  forme  quelconque. 

Dans  les  questions  les  plus  simples,  et  lorsqu'on  n'a 
véritablement  à  résoudre  qu'une  seule  équation  à  une 
seule  inconnue,  cette  résolution  numérique  n'en  est  pas 
moins  un  procédé  très  imparfait,  même  quand  elle  est 
strictement  suffisante.  Elle  présente,  en  effet,  ce  grave 
inconvénient  d'obliger  à  refaire  toute  la  suite  des  opéra- 
tions pour  le  plus  léger  changement  qui  peut  survenir 
dans  une  seule  des  quantités  considérées,  quoique  leur 
relation  reste  toujours  la  même,  sans  que  les  calculs 
faits  pour  un  cas  puissent  dispenser  en  aucune  manière 
de  ceux  qui  concernent  un  autre  cas  très  peu  différent, 
faute  d'avoir  pu  abstraire  et  traiter  distinctement  cette 
partie  purement  algébrique  de  la  question  qui  est  com- 
mune à  tous  les  cas  résultant  de  la  simple  variation  des 
nombres  donnés. 

D'après  les  considérations  précédentes,  le  calcul  des 
fonctions  directes,  envisagé  dans  son  état  actuel,  se  di- 


172  PHILOSOPHIE  POSITIVE 

\  is('  (Innc  ii!('ll(Mii(Mil  on  doux  pai'lios  fort  distinctes, 
suivani  (ju'on  traite  de  la  résolution  algébrique  des 
ôquations  ou  de  leur  résolution  numérique.  La  première 
partio.  la  seule  vraiment  satisfaisante,  est  malheureuse- 
inonl  fort  peu  olenduc,  ot  l'ostera  vraisemblablement 
toujours  très  bornée;  la  seconde,  le  plus  souvent  insuffi- 
sante, a  du  moins  l'avantage  d'une  généralité  beaucoup 
plus  grande.  La  nécessité  de  distinguer  nettement  ces 
deux  parties  est  évidente,  à  cause  du  but  essentiellement 
différent  qu'on  se  propose  dans  chacune,  et,  par  suite, 
du  point  de  vue  propre  sous  lequel  on  y  considère  les 
quantités.  De  plus,  si  on  les  envisage  relativement  aux 
diverses  méthodes  dont  chacune  est  composée,  on  trouve 
dans  leur  distribution  rationnelle  une  marche  toute  dif- 
férente. En  effet,  la  première  partie  doit  se  diviser  d'a- 
près la  nature  des  équations  que  l'on  sait  résoudre,  et 
indépendamment  de  toute  considération  relative  aux  va- 
leurs des  inconnues.  Dans  la  seconde  partie,  au  con- 
traire, ce  n'est  pas  suivant  les  degrés  des  équations  que 
les  procédés  se  distinguent  naturellement,  puisqu'ils 
sont  applicables  à  des  équations  d'un  degré  quelconque; 
c'est  selon  l'espèce  numérique  des  valeurs  des  inconnues, 
(lar,  pour  calculer  directement  ces  nombres  sans  les  dé- 
duire des  formules  qui  en  feraient  connaître  les  expres- 
sions, le  moyen  ne  saurait  évidemment  être  le  même, 
quand  les  nombres  ne  sont  susceptibles  d'être  évalués 
que  par  une  suite  d'approximations  toujours  incomplètes, 
que  lorsqu'on  peut  les  obtenir  exactement.  Cette  distinc- 
tion, si  importante  dans  la  résolution  numérique  des 
équations,  des  racines  incommensurables,  et  des  racines 
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commeiisurables,  qui  exigent  des  principes  tout  à  fait 
différents  pour  leur  délermination,  est  entièrement  in- 
signifiante dans  la  résolution  alg-ébrique,  où  la  nature 
rationnelle  ou  irrationnelle  des  nombres  obtenus  est  un 
simple  accident  du  calcul,  qui  ne  peut  exercer  aucune 
influence  sur  les  procédés  employés.  C'est,  en  un  mot, 
une  simple  considération  arithmétique.  On  en  peut  dire 
autant,  quoique  à  un  moindre  degré,  de  la  distinction 
des  racines  commensurables  elles-mêmes  en  entières  et 
fractionnaires.  Enfin,  il  en  est  aussi  de  même,  à  plus 
forte  raison,  pour  la  classification  la  plus  générale  des 
racines,  en  réelles  et  imaginaires.  Toutes  ces  diverses 
considérations,  qui  sont  prépondérantes  quant  à  la  réso- 
lution numérique  des  équations,  et  qui  n'ont  aucune  im- 
portance dans  la  résolution  algébrique,  rendent  de  plus 
en  plus  sensible  la  nature  essentiellement  distincte  de 
ces  deux  parties  principales  de  l'algèbre  proprement 
dite. 

Ces  deux  parties,  qui  constituent  l'objet  immédiat  du 
calcul  des  fonctions  directes,  sont  dominées  par  une 
troisième  purement  spéculative ,  à  laquelle  l'une  et 
l'autre  empruntent  leurs  ressources  les  plus  puissantes, 
et  qui  a  été  très  exactement  désignée  par  le  nom  général 
de  théorie  des  équations  quoique  cependant  elle  ne  porte 
encore  que  sur  les  équations  dites  algébriques.  La  réso- 
lution numérique  des  équations,  à  cause  de  sa  généra- 
lité, exige  spécialement  cette  base  rationnelle. 

Cette  dernière  branche  si  importante  de  l'algèbre  se 
divise  naturellement  en  deux  ordres  de  questions,  d'a- 
bord celles  qui  se  rapportent  à  la  composition  des  équa- 
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lions,  et  ensuite  celles  qui  concernent  leur  transforma- 
lion  ;  ces  dernit'n^s  ayant  pour  objet  de  modifier  les  ra- 
cines d'une  équation  sans  les  connaître,  suivant  une  loi 
quelconque  donnée,  pourvu  que  cette  loi  soit  uniforme 
relalivemenl  à  loutes  ces  racines  (1). 

l^our  compléter  cette  rapide  énumération  générale 

(I  l  Je  crois  devoir,  au  sujet  de  la  théorie  des  équations,  signaler  ici 
une  lacune  de  quelque  importance.  Le  principe  fondamental  sur  lequel 
elle  repose,  et  qui  est  si  fréquemment,  appliqué  dans  toute  l'analyse 
mathématique, la  décomposition  des  fonctions  algébriques,  rationnelles, 
et  entières  d'un  degré  quelconque,  en  facteurs  du  premier  degré,  n'est 
jamais  employé  que  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable,  sans  que 
personne  ait  examiné  si  on  doit  l'étendre  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables,  ce  que  néanmoins  on  ne  devrait  pas  laisser  incertain.  Quant 
aux  fonctions  de  deux  ou  trois  variables,  les  considérations  géométriques 
décident  clairement,  quoique  d'une  manière  indirecte,  que  leur  décom- 
position en  facteurs  est  ordinairement  impossible;  car  il  en  résulterait 
que  chaque  classe  correspondante  d'équations  ne  pourrait  représenter 
une  ligne  ou  une  surface  sut  generis,  et  que  son  lieu  géométrique 
rentrerait  toujours  dans  le  système  de  ceux  appartenant  à  des  équations 
de  degré  inférieur,  de  toile  sorte  que,  de  proche  en  proche,  toute 
équation  ne  produirait  jamais  que  des  lignes  droites  ou  des  plans.  Mais, 
précisément  à  cause  de  cette  interprétation  concrète,  ce  théorème, 
quoique  purement  négatif,  me  semble  avoir  une  si  grande  importance 
pour  la  géométrie  analytique,  que  je  m'étonne  qu'on  n'ait  pas  cherché 
à  établir  directement  une  différence  aussi  caractéristique  entre  les 
fonctions  à  une  seule  variable  et  celles  à  plusieurs  variables.  Je  vais 
rapporter  ici  sommairement  la  démonstration  abstraite  et  générale  que 
j'en  ai  trouvée,  quoiqu'elle  fût  plus  couvenablemeni  placée  dans  un 
traité  spécial. 

1°  Si  f  {x,  y)  pouvait  se  décomposer  en  facteurs  du  premier  degré, 
on  les  obtiendrait  en  résolvant  l'équation  /'  {x,  y)  =  o.  Or,  d'après  les 
considérations  indiquées  dans  le  texte,  cette  équation,  résolue  par 
rapport  a  x,  fournirait  des  formules  qui  contiendraient  nécessairement 
divers  radicaux,  dans  lesquels  entrerait  y.  Les  fonctions  de  y,  renfermées 
sous  chaque  radical,  ne  sauraient  évidemment  être  eu  général  des 
puissances  parfaites.  Or,  il  faudrait  qu'elles  le  devinssent  pour  que  les 
facteurs  élémentaires  correspondants  de  f  [x,  y),  et  qui  sont  déjà  du 
premier  degré  en  x,  fussent  aussi  du  premier  degré,  ou  môme  sim- 
plement rationnels,  relativement  à  y.  Cela  ne  pourra  donc  avoir  lieu  que 
dans  certains  cas  particuliers,  lorsque  les  coefficients  rempliront  les 
conditions  plus  ou  moins  nombreuses,  mais  constamment  déterminées, 
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des  diverses  parties  essentielles  du  calcul  des  fonctions 
directes,  je  dois  enfin  mentionner  expressément  une  des 
théories  les  plus  fécondes  et  les  plus  importantes  de 
l'algèbre  proprement  dite,  celle  relative  à  la  transforma- 
tion des  fonctions  en  séries  à  l'aide  de  ce  qu'on  appelle 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Cette  méthode, 
si  éminemment  analytique,  et  qui  doit  être  regardée 
comme  une  des  découvertes  les  plus  remarquables  de 
Descartes,  a  sans  doute  perdu  de  son  importance  depuis 
l'invention  et  le  développement  du  calcul  infinitésimal, 
dont  elle  pouvait  tenir  lieu  si  heureusement  sous  quelques 


qu^exige  la  disparition  des  radicaux.  Le  même  raisonnement  s'appli- 
querait évidemment,  à  bien  plus  forte  raison,  aux  fonctions  de  trois, 
quatre,  etc.,  variables  ; 

2°  Une  autre  démonstration,  de  nature  très  différente,  se  tire  de  la 
mesure  du  degré  de  généralité  des  fonctions  à  plusieurs  variables, 
lequel  s'estime  par  le  nombre  de  constantes  arbitraires  entrant  dans 
leur  expression  la  plus  complète  et  la  plus  simple.  Je  me  bornerai  à  l'in- 
diquer pour  les  fonctions  de  deux  variables;  il  serait  aisé  de  l'étendre 
à  celles  qui  en  contiennent  davantage. 

On  sait  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  contenues  dans  la 
formule  générale  d'une  fonction  du  degré  m  à  deux  variables,  est 
m  (m^-f  3)^  ^^^^  ^.        ^^jj^  fonction  pouvait  seulement  se  décomposer 

en  deux  facteurs,  l'un  du  degré  n,  et  l'autre  du  degré  m  —  n,  le  produit 
renfermerait  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  à 

w  (w  +  3)      {m-~n)  [m  —  n^'i). 
2       '  2 

Ce  nombre  étant,  comme  il  est  aisé  de  le  voij-,  inférieur  au  précédent 
(le  11  [m  —  n),  il  en  résulte  qu'un  tel  produit,  ayant  moins  de  généralité 
que  la  fonction  primitive,  ne  peut  la  représenter  constamment.  On  voit 
même  qu'une  telle  comparaison  exigerait  n  îra—  n)  relations  spéciales 
entre  les  coefficients  de  cette  fonction,  qu'on  trouverait  aisément  en 
développant  l'identité. 

Ce  nouveau  genre  de  déaioiistraliun,  fondé  sur  une  considération  or- 
dinairement négligée,  pourrait  probablement  être  employé  avec  avan- 
tage dans  plusieurs  autres  circonstances. 
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lapporls  particuliers.  Mais  roxlension  croissante  de  l'a- 
nalyse Iranscondante,  quoique  ayant  rendu  cette  mé- 
thode bien  moins  nécessaire,  en  a,  d'un  autre  côté,  mul- 
tiplié les  applications  et  agrandi  les  ressources;  en  sorte 
que,  par  l'utile  combinaison  qui  s'est  finalement  opérée 
entre  les  deux  théories,  l'usage  de  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  est  devenu  aujourd'hui  beaucoup 
plus  étendu  qu'il  ne  l'était  même  avant  la  formation  du 
calcul  des  fonctions  indirectes. 

Après  avoir  esquissé  le  tableau  général  de  l'algèbre 
proprement  dite,  il  me  reste  maintenant  à  présenter 
quelques  considérations  sur  divers  points  principaux 
du  calcul  des  fonctions  directes,  dont  les  notions  peu- 
vent être  utilement  éclaircies  par  un  examen  philoso- 
phique. 

Les  difficultés  relatives  à  plusieurs  symboles  singu- 
liers auxquels  conduisent  les  calculs  algébriques  et  no- 
tamment aux  expressions  dites  imaginaires,  ont  été,  ce 
me  semble,  beaucoup  exagérées  par  suite  des  considé- 
rations purement  métaphysiques  qu'on  s'est  efforcé  d'y 
introduire,  au  lieu  d'envisager  ces  résultats  anormaux 
sous  leur  vrai  point  de  vue ,  comme  de  simples  faits 
analytiques.  En  les  concevant  ainsi,  il  est  aisé  de  recon- 
naître, en  thèse  générale,  que  l'esprit  de  l'analyse  ma- 
thématique consistant  à  considérer  les  grandeurs  sous  le 
seul  point  de  vue  de  leurs  relations,  et  indépendam- 
ment de  toute  idée  de  valeur  déterminée,  il  en  résulte 
nécessairement  pour  les  analystes  l'obligation  constante 
d'admettre  indifféremment  toutes  les  sortes  d'expres- 
sions quelconques  que  pourront  engendrer  les  combinai- 
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sons  alg"ébriques.  S'ils  voulaient  s'en  interdire  une  seule, 
à  raison  de  sa  singularité  apparente,  comme  elle  est 
toujours  susceptible  de  se  présenter  d'après  certaines 
suppositions  particulières  sur  les  valeurs  des  quantités 
considérées,  ils  seraient  contraints  d'altérer  la  généra- 
lité de  leurs  conceptions,  et  en  introduisant  ainsi,  dans 
chaque  raisonnement,  une  suite  de  distinctions  vraiment 
étrangères ,  ils  feraient  perdre  à  l'analyse  mathéma- 
tique son  principal  avantage  caractéristique,  la  simph- 
cité  et  l'uniformité  des  idées  qu'elle  combine.  L'embar- 
ras que  l'intelligence  éprouve  ordinairement  au  sujet 
de  ces  expressions  singulières  me  paraît  provenir  es- 
sentiellem'ent  de  la  confusion  vicieuse  qu'elle  fait  à  son 
insu  entre  l'idée  de  fonction  et  l'idée  de  valeur,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  entre  le  point  de  vue  algébrique, 
et  le  point  de  vue  arithmétique.  Si  la  nature  de  cet  ou- 
vrage me  permettait  de  présenter  à  cet  égard  les  déve- 
loppements suffisants,  il  me  serait,  je  crois,  facile,  par 
un  usage  convenable  des  considérations  indiquées  dans 
cette  leçon  et  dans  les  deux  précédentes,  de  dissiper  les 
nuages  dont  une  fausse  manière  de  voir  entoure  habi- 
tuellement ces  diverses  notions.  Le  résultat  de  cet  exa- 
men démontrerait  expressément  que  l'analyse  mathéma- 
tique est,  par  sa  nature,  beaucoup  plus  claire,  sous  les 
différents  rapports  dont  je  viens  de  parler,  que  ne  le 
croient  communément  les  géomètres  eux-mêmes,  éga- 
rés par  les  objections  vicieuses  des  métaphysiciens. 

Relativement  aux  quantités  négatives,  qui,  par  suite 
du  môme  esprit  métapliysique,  ont  donné  lieu  à  tant  de 
discussions  déplacées,  aussi  dépourvues  de  tout  fonde- 

12 


I7K  PllILOSOPHIK  POSITIVK 

mt'iil  latlniincl  (luc  (Iciuuh's  de  loiik'  vérilal)le  utilité 
s(  i('iilil'i(|U(\  il  laiil  (listiiiguer,  eu  considérant  toujours 
le  simple  lail  analytique,  entre  leur  signification  abs- 
traite el  leur  interprétation  concrète,  qu'on  a  presque 
loujours  confondues  jusqu'à  présent.  Sous  le  premier 
rapport,  la  théorie  des  quantités  négatives  peut  être  éta- 
blie d'une  manière  complète  par  une  seule  vue  algébri- 
([ue.  Quant  à  la  nécessité  d'admettre  ce  genre  de  résul- 
tats concurremment  avec  tout  autre,  elle  dérive  de  la 
considération  générale  que  je  viens  de  présenter  :  et 
quant  à  leur  emploi  comme  artifice  analytique  pour 
rendre  les  formules  plus  étendues,  ce  mécanisme  de  cal- 
cul ne  peut  réellement  donner  lieu  à  aucune  difficulté 
sérieuse.  Ainsi,  on  peut  envisager  la  théorie  abstraite 
des  quantités  négatives  comme  ne  laissant  rien  d'essen- 
tiel à  désirer  :  elle  ne  présente  vraiment  d'obstacles  que 
ceux  qu'on  y  introduit  mal  à  propos  par  des  considéra- 
tions sophistiques.  Mais  il  n'en  est  nullement  de  même 
pour  leur  théorie  concrète. 

Sous  ce  point  de  vue,  elle  consiste  essentiellement 
dans  cette  admirable  propriété  des  signes  4-  et  —  de  re- 
présenter analytiquement  les  oppositions  de  sens  dont 
sont  susceptibles  certaines  grandeurs.  Ce  théorème  gé- 
néral sur  les  relations  du  concret  à  l'abstrait  en  mathé- 
matique est  une  des  plus  belles  découvertes  que  nous 
devions  au  génie  de  Descartes,  qui  l'a  obtenue  comme 
un  simple  résultat  de  l'observation  philosophique  con- 
venablement dirigée.  Un  grand  nombre  de  géomètres 
ont  tenté  depuis  d'en  établir  directement  la  démonstra- 
tion générale.  Mais  jusqu'ici  leurs  efforts  ont  été  illu- 
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soires.  soit  qu'ils  aient  essayé  de  trancher  la  rlifficulté 
par  de  vaines  considérations  métaphysiques,  ou  par  des 
comparaisons  très  hasardées ,  soit  qu'ils  aient  pris  de 
simples  vérifications  dans  quelque  cas  particulier  plus  ou 
moins  borné  pour  de  véritables  démonstrations.  Ces 
diverses  tentatives  vicieuses,  et  le  mélanse  hétérogène 
du  point  de  vue  abstrait  avec  le  point  de  vue  concret, 
ont  même  introduit  communément  à  cet  ég^ard  une  telle 
confusion  qu'il  devient  nécessaire  d'énoncer  ici  distinc- 
tement le  fait  général,  soit  qu'on  veuille  se  contenter 
d'en  faire  usage,  soit  qu'on  se  propose  de  l'expliquer.  Il 
consiste,  indépendamment  de  toute  explication,  en  ce 
que  :  si  dans  une  équation  quelconque  exprimant  la  rela- 
tion de  certaines  quantités  susceptibles  d'opposition  de 
sens,  une  ou  plusieurs  de  ces  quantités  viennent  à  être 
comptées  dans  un  sens  contraire  à  celui  qu'elles  affec- 
taient quand  l'équation  a  été  primitivement  établie  ;  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  former  directement  une  nou- 
velle équation  pour  ce  second  état  du  phénomène,  il  suf- 
fira de  changer,  dans  la  première  équation,  le  signe  de 
chacune  des  quantités  qui  auront  changé  de  sens,  et  l'é- 
quation ainsi  modifiée  coïncidera  toujours  rigoureuse- 
ment avec  celle  qu'on  aurait  trouvée  en  recommençant 
à  chercher  pour  ce  nouveau  cas  la  loi  analytique  du  phé- 
nomène. C'est  dans  cette  coïncidence  constante  et  néces- 
saire que  consiste  le  théorème  général.  Or,  jusqu'ici  on 
n'est  point  parvenu  réellement  à  s'en  rendre  compte 
directement:  on  ne  s'en  est  assuré  que  par  un  grand 
nombre  de  vérifications  géométriques  et  mécaniques, 
qui  sont,  il  est  vrai,  assez  multipliées  et  surtout  assez 


180  PHILOSOPHIE  POSITIVE 

N  a  liées  |)(nir  (|iril  ne  puisse  rosier  dans  aucun  esprit 
juste  le  moindre  doule  sur  l'exactitude  et  la  généralité 
de  celle  pr()|)riélé  essenti(dle,  mais  qui,  sous  le  rapport 
pliilosophi(]ue,  ne  dispensent  nullement  de  chercher  une 
explication  aussi  importante.  L'extrême  étendue  du 
théorème  doit  faire  comprendre  à  la  fois  et  la  difficulté 
capitale  de  cette  recherche  si  souvent  reprise  infruc- 
tueusement, et  la  haute  utilité  dont  serait  sans  doute, 
pour  le  perfectionnement  de  la  science  mathématique, 
la  conception  générale  de  cette  grande  vérité,  l'esprit  ne 
pouvant  évidemment  s'y  élever  qu'en  se  plaçant  à  un 
])oint  de  vue  d'oii  il  découvrirait  inévitahlement  de  nou- 
velles idées,  par  la  considération  directe  et  approfondie 
de  la  relation  du  concret  à  l'abstrait.  Quoi  qu'il  en  soit, 
l'imperfection  que  présente  encore  la  science,  sous  ce 
rapport,  n'a  point  empêché  les  géomètres  de  faire  l'usage 
le  plus  étendu  et  le  plus  important  de  cette  propriété 
dans  toutes  les  parties  de  la  mathématique  concrète, 
où  l'on  en  éprouve  un  besoin  presque  continuel.  On  peut 
même  retirer  une  certaine  utilité  logique  de  la  simple 
considération  nette  de  ce  fait  général,  tel  que  je  l'ai  décrit 
ci-dessus;  il  en  résulte,  par  exemple,  indépendamment 
de  toute  démonstration,  que  la  propriété  dont  nous  par- 
lons ne  doit  jamais  être  appliquée  aux  grandeurs  qui 
affectent  des  directions  continuellement  variables,  sans 
donner  lieu  à  une  simple  opposition  de  sens  :  dans  ce 
cas,  le  signe  dont  se  trouve  nécessairement  affecté  tout 
résultat  de  calcul  n'est  susceptible  d'aucune  interpréta- 
tion concrète,  et  c'est  à  tort  qu'on  s'efforce  quelquefois 
d'en  établir;  cette  circonstance  a  lieu,  entre  autres  occa- 


MATHÉMATIQUE  181 

sions,  pour  les  rayons  vecteurs  en  géométrie,  et  pour 
les  forces  divergentes  en  mécanique. 

Un  second  théorème  g-énéral  sur  la  relation  du  con- 
cret à  l'abstrait  en  mathématique,  que  je  crois  devoir 
considérer  expressément  ici,  est  celui  qu'on  désigne 
ordinairement  sous  le  nom  de  principe  de  Y  homogénéité. 
Il  est  sans  doute  bien  moins  important  dans  ses  applica- 
tions que  le  précédent.  Mais  il  mérite  particulièrement 
notre  attention  comme  ayant,  par  sa  nature,  une  étendue 
encore  plus  grande,  puisqu'il  s'applique  indistinctement 
à  tous  les  phénomènes,  et  à  cause  de  l'utilité  réelle  qu'on 
en  retire  souvent  pour  la  vérification  de  leurs  lois  ana- 
lytiques. Je  puis  d'ailleurs  en  exposer  une  démonstra- 
tion directe  et  générale,  qui  me  semble  fort  simple.  Elle 
est  fondée  sur  cette  seule  observation,  évidente  par 
elle-même  :  l'exactitude  de  toute  relation  entre  des 
grandeurs  concrètes  quelconques  est  indépendante  de 
la  valeur  des  unités  auxquelles  on  les  rapporte  pour  les 
exprimer  en  nombres.  Par  exemple,  la  relation  qui  existe 
entre  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  a  lieu  soit 
qu'on  les  évakie  en  mètres,  ou  en  lieues,  ou  en  pou- 
ces, etc. 

Il  suit  de  cette  considération  générale,  que  toute  équa- 
tion qui  exprime  la  loi  analytique  d'un  phénomène 
quelconque  doit  jouir  de  cette  propriété  de  n'être  nulle- 
ment altérée,  quand  on  fait  subir  simultanément  à  toutes 
les  quantités  qui  s'y  trouvent  le  changement  correspon- 
dant à  celui  qu'éprouveraient  leurs  unités  respectives. 
Or,  ce  changement  consiste  évidemment  en  ce  que  toutes 
les  quantités  de  chaque  espèce  deviendriient  à  la  fois  m 
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lois  pins  |)('lil('s.  si  rimih'!  leur  correspond  devient 
///  Inis  plus  mande,  on  réoi|)i'0(|ueinent.  Ainsi,  toule 
rqn.Mlion  (pii  n'présenle  une  relation  concrète  quel- 
coiHinc  doil  off'rii"  ce  caractère  de  demeurer  la  même, 
(|nand  on  y  rend  ///  l'ois  plus  grandes  toutes  les  quantités 
(|u'(dle  conlicnl,  el  (jui  expriment  les  grandeurs  entre 
les(jnelles  existe  la  relalion,  en  exceptant  toutefois  les 
nombres  qui  désignent  simplement  les  rapports  mutuels 
de  ces  diverses  grandeurs,  lesquels  restent  invariables 
dans  le  cbangement  des  unités.  C'est  dans  cette  pro- 
priété que  consiste  la  loi  de  Thomogénéité,  suivant  son 
acception  la  plus  étendue,  c'est-à-dire,  de  quelques 
fonctions  analytiques  que  les  équations  soient  com- 
posées. 

Mais,  le  plus  souvent,  on  ne  considère  que  le  cas  où 
ces  fonctions  sont  de  celles  qu'on  appelle  particulière- 
ment algébriques,  et  auxquelles  la  notion  de  degré  est 
applicable.  Dans  ce  cas.  on  peut  préciser  davantage  la 
proposition  générale,  en  déterminant  le  caractère  ana- 
lytique que  doit  présenter  nécessairement  l'équation 
pour  que  cette  propriété  soit  vérifiée.  Il  est  aisé  de  voir 
alors,  en  effet,  que,  par  la  modification  ci-dessus  ex- 
posée, tous  les  termes  du  premier  degré,  quelle  que 
soit  leur  forme,  rationnelle  ou  irrationnelle,  entière 
ou  fractionnaire,  deviendront  m  fois  plus  grands  ;  tous 
ceux  du  second  degré,  ni  fois;  ceux    du  troisième, 

fois,  etc.  Ainsi,  les  termes  du  même  degré,  quelque 
diverse  que  puisse  être  leur  composition,  variant  de  la 
même  manière,  et  les  termes  de  degrés  différents  variant 
dans  une  proportion  inégale,  quelque  similitude  que 
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puisse  offrir  leur  composition,  il  faudra  nécessairement, 
pour  que  l'équation  ne  soit  pas  troublée,  que  tous  les 
termes  qu'elle  contient  soient  d'un  même  degré.  C'est 
en  cela  que  consiste  proprement  le  théorème  ordinaire 
de  Vhomogénéité ;  et  c'est  de  cette  circonstance  que  la 
loi  g"énérale  a  tiré  son  nom,  qui  cependant  cesse  d'être 
exactement  convenable  pour  toute  autre  espèce  de  fonc- 
tions. 

Afin  de  traiter  ce  sujet  dans  toute  son  étendue,  il  im- 
porte d'observer  une  condition  essentielle,  à  laquelle  on 
devra  avoir  égard  en  appliquant  cette  propriété,  lorsque 
le  phénomène  exprimé  par  l'équation  présentera  des 
grandeurs  de  natures  diverses.  En  effet,  il  pourra  arriver 
que  les  unités  respectives  soient  complètement  indépen- 
dantes les  unes  des  autres,  et  alors  le  théorème  de 
l'homogénéité  aura  lieu,  soit  par  rapport  à  toutes  les 
classes  correspondantes  de  quantités,  soit  qu'on  ne 
veuille  considérer  qu'une  seule  ou  plusieurs  d'entre 
elles.  Mais  il  arrivera,  dans  d'autres  occasions,  que  les 
diverses  unités  auront  entre  elles  des  relations  obligées, 
déterminées  par  la  nature  de  la  question.  Alors,  il 
faudra  avoir  égard  à  cette  subordination  des  unités  dans 
la  vérification  de  l'homogénéité,  qui  n'existera  plus  en 
un  sens  purement  algébrique,  et  dont  le  mode  précis 
variera  suivant  le  genre  des  phénomènes.  Ainsi,  par 
exemple,  pour  fixer  les  idées,  quand  on  considérera 
dans  l'expression  analytique  des  phénomènes  géomé- 
triques, à  la  fois  des  lignes,  des  aires,  et  des  volumes, 
il  faudra  observer  que  les  trois  unités  correspondantes 
sont  nécessairement  liées  entre  elles,  de  telle  sorte  (juc, 
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siiiv.uil  la  siihoidiiialion  gcnéralcmonl  établie  à  cet 
('i^anl.  I(»rs(]ii(»  la  proinièio  dcvienl  m  fois  plus  granric, 
la  seconde  le  dcvieiil  }if  fois,  et  la  troisième  nv'  fois. 
(Vesl  av(»c  une  Icllc  niodificalion  que  l'homogénéilé 
»'.\islera  dans  les  équalions,  où  l'on  devra  alors,  si  elles 
son!  (il(/rhrif/iirs,  estimer  le  degré  de  chaque  terme,  en 
doublant  les  exposants  des  facteurs  qui  correspondent  à 
des  aires,  el  triplant  ceux  des  facteurs  relatifs  à  des 
volumes  (I). 

Telles  son!  les  principales  considérations  générales, 
très  insuffisantes  sans  doute,  mais  auxquelles  je  suis 
coniraini  de  me  réduire  par  les  limites  naturelles  de  ce 
cours,  i-elativement  au  calcul  des  fonctions  directes. 
Nous  devons  passer  maintenant  à  l'examen  philoso- 
phique du  calcul  des  fonctions  indirectes,  dont  l'impor- 
tance et  l'étendue  bien  supérieures  réclament  un  plus 
grand  développement. 

(1)  J'ai  été  conduit,  il  y  a  douze  ans,  par  mon  enseignement  journalier 
de  la  science  mathématique,  à  construire  cette  théorie  générale  de  l'ho- 
mogénéité. J'ai  trouvé  depuis  que  M.  Fourier,  dans  son  grand  ouvrage 
sur  la  chaleur,  publié  en  1822.  avait  suivi,  de  son  côté,  une  marche 
essentiellement  semblable.  Malgré  cette  heureuse  coïncidence,  qu'a  dû 
naturellement  déterminer  la  considération  directe  d'un  sujet  aussi 
simple,  je  n'ai  pas  cru  devoir  ici  renvoyer  à  sa  démonstration;  celle  que 
je  viens  d'exposer  ayant  pour  principal  objet  d'embrasser  l'ensemble  de 
la  question,  sans  égard  à  aucune  application  spéciale. 
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Exposition  comparative  «les  divers  points  «le  vue  ^généraux  sous 
lesquels  on  peut  envisag^er  le  calcul  des  fonctions  indirectes. 

Nous  avons  déterminé,  dans  la  quatrième  leçon,  le 
caractère  philosophique  propre  h  l'analyse  transcendante, 
de  quelque  manière  qu'on  puisse  la  concevoir,  en  con- 
sidérant seulement  la  nature  générale  de  sa  destination 
effective  dans  l'ensemble  de  la  science  mathématique. 
Cette  analyse  a  été,  comme  on  sait,  présentée  par  les 
géomètres  sous  plusieurs  points  de  vue  réellement  dis- 
tincts, quoique  nécessairement  équivalents,  et  condui- 
sant toujours  à  des  résultats  identiques.  On  peut  les 
réduire  à  trois  principaux,  ceux  de  Leibnitz,  de  Newton 
et  de  Lagrange,  dont  tous  les  autres  ne  sont  que  des 
modifications  secondaires.  Dans  l'état  présent  de  la 
science,  chacune  de  ces  trois  conceptions  générales  offre 
des  avantages  essentiels  qui  lui  appartiennent  exclusi- 
vement, sans  qu'on  soit  encore  parvenu  à  construire 
une  méthode  unique  réunissant  toutes  ces  diverses  qua- 
lités caractéristiques.  En  méditant  sur  l'ensemble  de 
cette  grande  question,  on  est  convaincu,  je  crois,  que 
c'est  dans  la  conception  de  Lagrange  que  s'opérera  un 
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jnm-  (('Me  coinhinMisoM.  Qniuid  col  importanl,  travail 
|>liil<)S(H»lii(iu(\  (jui  exigo  une  profonde  élaboration  de 
Ion  les  les  idées  mathématiques  fondamentales,  sera 
coiivruahlemcMil  exécuté,  on  pourra  se  borner  alors, 
pour  (  (nmaîl l'analyse  transcendante,  h  la  seule  étude 
(le  celle  conceplion  définitive  ;  les  aulres  ne  présentant 
|)lns  essenliellement  qu'un  intérêt  historique.  Mais  jus- 
qu'il cette  époque  la  science  devra  être  considérée, 
sous  ce  rapport,  comme  étant  dans  un  véritable  état 
provisoire,  qui  exige  absolument,  même  pour  l'exposi- 
lion  dogmatique  de  cette  analyse,  la  considération 
simultanée  des  divers  modes  généraux  propres  au  calcul 
des  fonctions  indirectes.  Quelque  peu  satisfaisante  que 
puisse  paraître,  sous  le  rapport  logique,  cette  multipli- 
cité de  conceptions  d'un  sujet  toujours  identique,  il  est 
certain  que,  sans  cette  indispensable  condition,  on  ne 
pourrail  se  former  aujourd'hui  qu'une  notion  très  insuf- 
fisante de  cette  analyse,  soil  en  elle-même,  soit  surtout 
relativement  à  ses  applications,  quel  que  fuit  le  mode 
unique  que  l'on  aurait  cru  devoir  choisir.  Ce  défaut  de 
systématisation  dans  la  partie  la  plus  importante  de 
l'analyse  mathématique  ne  paraîtra  nullement  étrange, 
si  l'on  considère,  d'une  part,  son  extrême  étendue,  sa 
difficulté  supérieure,  et,  d'une  autre  part,  sa  formation 
presque  récente.  La  génération  des  géomètres  est  à 
peine  renouvelée  depuis  la  production  primitive  de  la 
conception  destinée  sans  doute  à  coordonner  la  science, 
de  manière  à  lui  imprimer  un  caractère  fixe  et  uniforme  ; 
ainsi,  les  habitudes  intellectuelles  n'ont  pu  encore,  sous 
ce  rapport,  être  suffisamment  formées. 
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S'il  s'agissait  ici  de  tracer  l'histoire  raisonnée  de  la 
formation  successive  de  l'analyse  transcendante,  il  fau- 
drait préalablement  distinguer  avec  soin  du  calcul  des 
fonctions  indirectes  proprement  dit  l'idée  mère  de  la 
méthode  infinitésimale,  laquelK^  peut  être  conçue  par 
elle-même,  indépendamment  de  tout  calcul.  Nous  ver- 
rions, dès  lors,  que  le  premier  germe  de  cette  idée  se 
trouve  déjà  dans  le  procédé  constant,  employé  par  les 
géomètres  grecs,  sous  le  nom  de  méthode  d' exhamtion, 
pour  passer  de  ce  qui  est  relatif  aux  lignes  droites  à  ce 
qui  concerne  les  lignes  courbes,  et  qui  consistait  essen- 
tiellement à  substituer  à  la  courbe  la  considération 
auxiliaire  d'un  polygone  inscrit  ou  circonscrit,  d'après 
lequel  on  s'élevait  à  la  courbe  elle-même,  en  prenant 
convenablement  les  limites  des  relations  primitives. 
Quelque  incontestable  que  soit  cette  filiation  des  idées, 
on  lui  donnerait  une  importance  fort  exagérée,  en  voyant 
dans  cette  méthode  d'exhaustion  l'équivalent  réel  de 
nos  méthodes  modernes,  comme  l'ont  fait  plusieurs 
géomètres.  Car  les  anciens  n'avaient  aucun  moyen  ra- 
tionnel et  général  pour  la  détermination  de  c<^s  limites, 
qui  constituait  ordinairement  la  plus  grande  difficulté 
de  la  question;  en  sorte  que  leurs  solutions  n'étaient 
point  soumises  à  des  règles  abstraites  et  invariables, 
dont  l'application  uniforme  dut  conduire  avec  certi- 
tude à  la  connaissance  cherchée,  ce  qui  est  le  prin- 
cipal caractère  de  notre  analyse  transcendante.  En  un 
mot,  il  restait  à  généraliser  la  conception  employée 
par  les  anciens,  et  surtout,  en  la  considérant  d'une 
manière  purement  abstraite,  à  la  réduire  en  calcul,  ce 


ISR  PHILOSOPHIE  POSITIVE 

(jiii  Iriii'  (Mail  impossible.  La  première  idée  qui  ait  été 
prodnih^  dans  coWo  nouvelle  direclion,  remonte  vérita- 
hleniiMil  à  notre  çrand  géomètre  Fermât,  (pie  Lagrange 
a  jnstcMuent  présenté  comme  ayant  ébauché  la  formation 
dii(MM(>  de  l'analyse  I ranscendante,  par  sa  méthode  pour 
la  (bMennlnalion  des  inajinia  et  minmia,  et  pour  la  re- 
cherche des  tangentes,  qui  consistait  essentiellement, 
en  effet,  à  introduire  la  considération  auxiliaire  des 
accroissements  co-relatifs  des  variables  proposées,  ac- 
croissements supprimés  ensuite  comme  nuls,  après  que 
les  équations  avaient  subi  certaines  transformations 
convenables.  Mais,  quoique  Fermât  eût  le  premier  conçu 
cette  analyse  d'une  manière  vraiment  abstraite,  elle 
était  encore  loin  d'être  régulièrement  formée  en  un 
calcul  général  et  distinct,  ayant  sa  notation  propre,  et 
surtout  dégag^é  de  la  considération  superflue  des  termes, 
qui  finissaient  par  n'être  plus  comptés  dans  l'analyse  de 
Fermai,  après  avoir  néanmoins  singulièrement  com- 
pliqué par  leur  présence  toutes  les  opérations.  C'est  ce 
qu'a  si  heureusement  exécuté  Leibnitz  un  demi-siècle 
plus  tard,  après  quelques  modifications  intermédiaires 
apportées  par  Wallis,  et  surtout  par  Barrow,  aux  idées 
de  Fermât;  et  par  là  il  a  été  le  véritable  créateur  de 
l'analyse  transcendante,  telle  que  nous  l'employons  au- 
jourd'hui. Cette  découverte  capitale  était  tellement  mûre, 
comme  toutes  les  g^randes  conceptions  de  l'esprit  humain 
au  moment  de  leur  manifestation,  que  Newton,  de  son 
côté,  était  parvenu  en  même  temps,  ou  un  peu  aupara- 
vant, aune  méthode  exactement  équivalente,  en  consi- 
dérant cette  analyse  sous  un  point  de  vue  très  différent, 
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et  qui,  bien  que  plus  rationnel  en  lui-même,  est  réelle- 
ment moins  convenable  pour  donner  à  la  méthode  fon- 
damentale commune  toute  l'étendue  et  la  facilité  que  lui 
ont  imprimées  les  idées  de  Leibnitz.  Enfin,  Lagrang^e, 
écartant  les  considérations  hétérog-ènes  qui  avaient  guidé 
Leibnitz  et  Newton,  est  parvenu  plus  tard  à  réduire 
l'analyse  transcendante,  dans  sa  plus  grande  perfection, 
à  un  système  purement  algébrique,  auquel  il  ne  manque 
encore  que  plus  d'aptitude  aux  applications. 

Après  ce  coup  d'œil  sommaire  sur  l'histoire  générale 
de  l'analyse  transcendante,  procédons  à  l'exposition 
dogmatique  des  trois  conceptions  principales,  afin  d'ap- 
précier exactement  leurs  propriétés  caractéristiques,  et 
de  constater  Tidentité  nécessaire  des  méthodes  qui  en 
dérivent.  Commençons  par  celle  de  Leibnitz. 

Elle  consiste,  comme  on  sait,  à  introduire  dans  le 
calcul,  pour  faciliter  l'établissement  des  équations,  les 
élémentsinfiniment  petits  dont  on  considère  comme  com- 
posées les  quantités  entre  lesquelles  on  cherche  des  re- 
lations. Ces  éléments  ou  différentielles  auront  entre  eux 
des  relations  constamment  et  nécessairement  plus  sim- 
ples et  plus  faciles  à  découvrir  que  celles  des  quantités 
primitives,  et  d'après  lesquelles  on  pourrait  ensuite, 
par  un  calcul  spécial  ayant  pour  destination  propre  l'éli- 
mination de  ces  infinitésimales  auxiliaires,  remonter  aux 
équations  cherchées,  qu'il  eût  été  le  plus  souvent  impos- 
sible d'obtenir   directement,  (^ette   analvse  indirecte 

t/ 

pourra  l'être  à  des  degrés  divers  ;  car,  si  on  trouve  quel- 
quefois trop  de  difficulté  à  former  immédiatement  l'équa- 
tion entre  les  différentielles  mêmes  des  grandeurs  que 
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1(111  coiisidri'c,  il  faiidiii,  par  un  emploi  redoublé  du 
même  arlifice  i^énéral,  liailer,  à  leur  tour,  ces  dif- 
t'ei'enlielles  comme  de  nouvelles  quantités  primitives,  et 
chercher  la  relation  entre  leurs  éléments  infiniment 
petits,  (jui,  par  rapport  aux  objets  définitifs  de  la  ques- 
lion,  seront  les  différentielles  secondes  ;  et  ainsi  de  suite, 
la  même  transformation  pouvant  être  répétée  unnombre 
quelconque  de  fois,  à  la  condition  toujours  d'éliminer 
finalement  le  nombre  de  plus  en  plus  grand  des  quan- 
tités infinitésimales  introduites  comme  auxiliaires. 

Un  esprit  encore  étranger  à  ces  considérations  n'aper- 
çoit pas  sur-le-champ  comment  l'emploi  de  ces  quantités 
auxiliaires  peut  faciliter  la  découverte  des  lois  analyti- 
ques des  phénomènes;  car  les  accroissements  infiniment 
petits  des  grandeurs  proposées  étant  de  même  espèce 
qu'elles,  leurs  relations  ne  paraissent  pas  devoir  s'ob- 
tenir plus  aisément,  la  valeur  plus  ou  moins  petite 
d'une  quantité  ne  pouvant,  en  effet,  exercer  aucune  in- 
fluence sur  une  recherche  nécessairement  indépendante, 
par  sa  nature,  de  toute  idée  de  valeur.  Mais  il  est  aisé, 
néanmoins,  de  s'expliquer  très  nettement,  et  d'une  ma- 
nière tout  à  fait  générale,  à  quel  point,  par  un  tel  arti- 
fice, la  question  doit  se  trouver  simplifiée.  Il  faut,  pour 
cela,  commencer  par  distinguei-  les  différents  ordies 
d'infiniment  petits,  dont  on  peut  se  faire  une  idée  fort 
précise,  en  considérant  que  ce  sont  ou  les  puissances 
successives  d'un  même  infiniment  petit  primitif,  ou  des 
quantités  qu'on  peut  présenter  comme  ayant  avec  ces 
puissances  des  rapports  finis,  en  sorte  que,  par  exemple, 
les  différentielles  seconde,  troisième,  etc.,  d'une  même 
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variable,  sont  classées  comme  infim'ment  petits  du  se- 
cond ordre,  du  troisième,  etc.,  parce  qu'il  est  aisé  de 
montrer  en  elles  des  multiples  finis  des  puissances  se- 
conde, troisième,  etc.,  d'une  certaine  différentielle  pre- 
mière. Ces  notions  préliminaires  étant  posées,  l'esprit  de 
l'analyse  infinitésimale  consiste  à  négliger  constamment 
les  quantités  infiniment  petites  à  l'égard  des  quantités 
finies,  et,  généralement,  les  infiniment  petits  d'un  ordre 
quelconque  vis-à-vis  tous  ceux  d'un  ordre  inférieur.  On 
conçoit  immédiatement  combien  une  telle  faculté  doit 
faciliter  la  formation  des  équations  entre  les  différen- 
tielles des  quantités,  puisque,  au  lieu  de  ces  différen- 
tielles, on  pourra  substituer  tels  autres  éléments  qu'on 
voudra,  et  qui  seraient  plus  simples  à  considérer,  en  se 
conformant  à  cette  seule  condition  que  les  nouveaux 
éléments  ne  diffèrent  des  précédents  que  de  quantités 
infiniment  petites  par  rapport  à  eux.  C'est  ainsi  qu'il 
sera  possible,  en  géométrie,  de  traiter  les  lignes  courbes 
comme  composées  d'une  infinité  d'éléments  rectilignes, 
les  surfaces  courbes  comme  formées  d'éléments  plans  ;  et, 
en  mécanique,  les  mouvements  variés  comme  une  suite 
infinie  de  mouvements  uniformes,  se  succédant  à  des  in- 
tervalles de  temps  infiniment  petits.  Yu  l'importance  de 
cette  conception  admirable,  je  crois  devoir  ici,  par  l'in- 
dication sommaire  de  quelques  exemples  principaux, 
achever  d'éclaircir  son  caractère  fondamental. 

Qu'il  s'agisse  de  déterminer,  en  chaque  point  d'une 
courbe  plane  dont  l'équation  est  donnée,  la  direction  de 
sa  tangente,  question  dont  la  solution  générale  a  été 
l'objet  primitif  qu'avaient  en  vue  les  inventeurs  de  l'ana- 
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Use  IraiisctMitlaiilc.  On  coiisidéieia  la  tangente  comme 
nue  stH'aiiU'  (pii  jointliait  tleux  points  infiniment  voisins; 
cl  alois,  L-n  nommant  dy  et  dx  les  différences  infini- 
ment petites  des  coordonnées  de  ces  deux  points,  les  pre- 
miers élémcîiits  de  la  géométrie  fourniront  immédiate- 

menl  l'équation  /=|^,  pour  la  tangente  trigonométrique 

de  l'angle  qui  fait  avec  l'axe  des  x  la  tangente  cherchée, 
ce  qui,  dans  un  système  de  coordonnées  rectilignes,  est 
la  manière  la  plus  simple  d'en  fixer  la  position.  Cette 
équation,  commune  à  toutes  les  courbes,  étant  posée, 
la  question  est  réduite  à  un  simple  problème  analytique, 
qui  consistera  à  éliminer  les  infinitésimales  dx  et  dy^  in- 
troduites comme  auxiliaires,  en  déterminant,  dans 
chaque  cas  particulier,  d'après  l'équation  de  la  courbe 
proposée,  le  rapport  de  dy  à  dx,  ce  qui  se  fera  constam- 
ment par  des  procédés  uniformes  et  très  simples. 

En  second  lieu,  qu'on  veuille  connaître  la  longueur 
de  l'arc  d'une  coui  be  quelconque,  considéré  comme  une 
fonction  des  coordonnées  de  ses  extrémités.  Il  serait 
impossible  d'établir  immédiatement  l'équation  entre  cet 
arc  s  et  ces  coordonnées,  tandis  qu'il  est  aisé  de  trouver 
la  relation  correspondante  entre  les  différentielles  de 
ces  diverses  grandeurs.  Les  plus  simples  théorèmes  de 
la  géométrie  élémentaire  donneront,  en  effet,  sur-le- 
champ,  en  considérant  l'arc  infiniment  petit  ds  comme 
une  ligne  droite,  les  équations 

d.s'-=dij--{-d.L\  ou  ds'=dx'^~\-dy--\-dz'\ 

suivant  que  la  courbe  sera  plane  ou  à  double  courbure. 
Dans  l'im  et  l'autre  cas,  la  question  est  maintenant 
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tout  entière  du  domaine  de  l'analyse,  qui  fera  remon- 
ter, d'après  cette  relation,  à  celle  qui  existe  entre  les 
quantités  finies  elles-mêmes  que  l'on  considère,  par 
rélimination  des  différentielles,  qui  est  l'objet  propre 
du  calcul  des  fonctions  indirectes. 

Il  en  serait  de  même  pour  la  quadrature  des  aires  cur- 
vilignes. Si  la  courbe  est  plane  et  rapportée  à  des  coor- 
données rectilig-nes,  on  concevra  l'aire  .4  comprise  entre 
elle.  Taxe  des  x,  et  deux  coordonnées  extrêmes,  comme 
augmentant  d'une  quantité  infiniment  petite  dA^  en 
résultat  d'un  accroissement  analogue  de  Fabcisse.  Alors 
la  relation  entre  ces  deux  différentielles  pourra  s'obtenir 
immédiatement  avec  la  plus  grande  facilité,  en  substi- 
tuant à  l'élément  curviligne  de  l'aire  proposée  le  rec- 
tangle formé  par  l'ordonnée  extrême  et  l'élément  de 
l'abcisse,  dont  il  ne  diffère  évidemment  que  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  du  second  ordre,  ce  qui  fournira 
aussitôt,  quelle  que  soit  la  courbe,  l'équation  différen- 
tielle très  simple 

d'où  le  calcul  des  fonctions  indirectes,  quand  la  courbe 
^era  définie,  apprendra  à  déduire  l'équation  finie,  objet 
immédiat  du  problème. 

Pareillement,  en  dynamique,  quand  on  voudra  con- 
naître l'expression  de  la  vitesse  acquise  à  cbaque  instant 
par  un  corps  animé  d'un  mouvement  varié  suivant  une 
loi  (|uelconque  ,  on  considérera  le  mouvement  comme 
uniforme  pendant  la  durée  d'un  élément  infiniment  petit 
du  temps  /,  et  on  formera  ainsi  immédiatement  l'équa- 
tion différentielle  d€=vclt,  v  désignant  la  vitesse  acquise 

1 3 
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(|iiaii(l  le  coi  ps  a  paiconrii  l'csiiaco  c,  et  do  là  il  sera  fa- 
cile (le  coiicliiro,  par  de  simples  procédés  analytiques  in- 
variables, la  formule  qui  donnerait  la  vitesse  dans 
rliaque  mouvement  particulier,  d'après  la  relation  cor- 
respondante enti  e  le  temps  et  l'espace;  ou,  réciproque- 
ment, (juelle  serait  cette  relation  si  le  mode  de  variation 
(le  la  vitesse  était  supposé  connu ,  soit  par  rapport  à 
l'espace,  soit  par  rapport  au  temps. 

Enfin,  pour  indiquer  une  autre  nature  de  questions, 
c'est  par  une  marche  semblable  que ,  dans  l'étude  des 
phénomènes  thermologiques,  comme  l'a  si  heureuse- 
ment conçue  M.  Fourier,  on  peut  former  très  simple- 
ment, ainsi  que  nous  le  verrons  plus  tard,  l'équation 
différentielle  générale  qui  exprime  la  répartition  variable 
de  la  chaleur  dans  un  corps  quelconque  à  quelques  in- 
fluences qu'on  le  suppose  soumis,  d'après  la  seule  rela- 
tion, fort  aisée  à  obtenir,  qui  représente  la  distribution 
uniforme  de  la  chaleur  dans  un  parallélépipède  rec- 
tangle, en  considérant  géométriquement  tout  autre  corps 
comme  décomposé  en  éléments  infiniment  petits  d'une 
telle  forme,  et  thermologiquement  le  flux  de  chaleur 
comme  constant  pendant  un  temps  infiniment  petit.  Dès 
lors,  toutes  les  questions  que  peut  présenter  la  thermo- 
logie  abstraite  se  trouveront  réduites,  comme  pour  la 
géométrie  et  la  mécanique,  à  de  pures  difficultés  d'ana- 
lyse, qui  consisteront  toujours  dans  l'élimination  des 
différentielles  introduites  comme  auxiliaires  pour  faci- 
liter l'établissement  des  équations. 

Des  exemples  de  nature  aussi  diverse  sont  plus  que 
suffisants  pour  faire  nettement  comprendre  en  général 
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l'immense  portée  de  la  conception  fondamentale  de  Fa- 
nalyse  transcendante,  telle  que  Leibnitz  l'a  formée,  et 
qui  constitue  sans  aucun  doute  la  plus  haute  pensée  à 
laquelle  l'esprit  humain  se  soit  jamais  élevé  jusqu'à 
présent. 

On  voit  que  cette  conception  était  indispensable  pour 
achever  de  fonder  la  science  mathématique,  en  permet- 
tant d'établir  d'une  manière  large  et  féconde  la  relation 
du  concret  à  l'abstrait.  Sous  ce  rapport,  elle  doit  être  en- 
visagée comme  le  complément  nécessaire  de  la  grande 
idée-mère  de  Descartes,  sur  la  représentation  analytique 
générale  des  phénomènes  naturels,  idée  qui  n'a  com- 
mencé à  être  dignement  appréciée  et  convenablement 
exploitée  que  depuis  la  formation  de  l'analyse  infinité- 
simale, sans  laquelle  elle  ne  pouvait  encore  produire, 
même  en  géométrie,  de  résultats  très  importants  (1). 

Quoique  j'aie  cru  devoir,  dans  les  considérations  pré- 
cédentes, insister  particulièrement  sur  l'admirable  faci- 
lité que  présente  par  sa  nature  l'analyse  transcendante 
pour  la  recherche  des  lois  mathématiques  de  tous  les 
phénomènes,  je  ne  dois  pas  négliger  de  faire  réssortir 

(1)  Il  est  bien  remarquable,  eu  etlet,  que  des  hommes  tels  que  Pascal 
aient  fait  aussi  peu  d'attention  à  la  conception  fondamentale  de  Des- 
cartes,  sans  pressentir  nullement  la  révolution  générale  qu'elle  était 
nécessairement  destinée  à  produire  dans  le  système  entier  de  la  science 
mathématique.  Cela  est  venu  de  ce  que,  sans  le  secours  de  l'analyse 
transcendante,  cette  admirable  méthode  ne  pouvait  réellement  encore 
conduire  à  des  résultats  essentiels,  qui  ne  pussent  être  obtenus  pres- 
qu'aussi  bien  par  la  méthode  géométrique  des  anciens.  Les  esprits 
même  les  plus  éminents  ont  toujours  bien  moins  apprécié  jusqu'ici 
les  méthodes  générales  par  leur  simple  caractère  philosophique,  que 
par  les  connaissances  effectives  qu'elles  pouvaimil  i»rociiier  immédia- 
tement. 
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mil'  srconilc  |)i'c)|)iié(é  loiidiinitMilalt^  peul-êiro  aussi 
iiH[)orlaiilo  qui^  la  prcniièic,  qui  ne  lui  est  pas  moins 
iiiliértMilc  :  jt»  veux  parler  du  rexlrême  généralité  des 
torinules  différentielles,  qui  expriment  en  une  seule 
•  'quai ion  chaque  phénomène  déterminé,  quelque  variés 
i|ue  puissent  être  les  sujets  dans  lesquels  on  le  considère. 
Ainsi,  sons  le  point  de  vue  de  l'analyse  infinitésimale, 
on  voit,  dans  les  exemples  qui  précèdent,  une  seule 
équation  différentielle  donner  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes,  une  autre  leurs  rectifications,  une  troisième 
h'urs  quadratures;  et  de  même,  une  formule  invariable 
exprimer  la  loi  mathématique  de  tout  mouvement  va- 
rié ;  enfin  une  équation  unique  représenter  constam- 
ment la  répartition  de  la  chaleur  dans  un  corps  et  pour 
un  cas  quelconques.  Cette  généralité  si  éminemment 
remarquable,  et  qui  est  pour  les  géomètres  la  base  des 
considérations  les  plus  élevées,  est  une  heureuse  consé- 
quence nécessaire  et  presqu'immédiate  de  l'esprit  même 
de  l'analyse  transcendante,  surtout  dans  la  conception 
de  Leibnitz.  Elle  résulte  de  ce  que,  en  substituant  aux 
éléments  infiniment  petits  des  grandeurs  considérées, 
d'autres  infinitésimales  plus  simples,  qui  seules  entrent 
dans  les  équations  différentielles,  ces  infinitésimales  se 
trouvent,  par  leur  nature,  être  constamment  les  mêmes 
pour  chaque  classe  totale  de  questions,  quels  que  soient 
les  objets  divers  du  phénomène  étudié.  Ainsi,  par 
exemple,  toute  courbe,  quelle  qu'elle  soit,  étant  toujours 
décomposée  en  éléments  rectilignes,  on  conçoit  à  priori 
que  la  relation  entre  ces  éléments  uniformes  doit  néces- 
sairement être  la  même  pour  un  même  phénomène  géo- 
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métrique  quelconque,  quoique  l'équation  finie  corres- 
ponrlante  à  cette  loi  différentielle  doive  varier  d'une 
courbe  à  une  autre.  Il  en  est  évidemment  de  même  dans 
tout  autre  cas  quelconque.  L'analyse  infinitésimale  n'a 
donc  pas  seulement  fourni  un  procédé  général  pour  for- 
mer indirectement  des  équations  qu'il  eût  été  impos- 
sible de  découvrir  d'une  manière  directe  ;  elle  a  permis 
en  outre  de  considérer,  pour  l'étude  mathématique  des 
phénomènes  naturels,  un  ordre  nouveau  de  lois  plus 
générales  et  néanmoins  offrant  une  signification  claire 
et  précise  à  tout  esprit  habitué  à  leur  interprétation.  Ces 
lois  sont  constamment  les  mêmes  pour  chaque  phéno- 
mène, dans  quelques  objets  qu'on  l'étudié,  et  ne  chan- 
gent qu'en  passant  d'un  phénomène  à  un  autre;  d'où  l'on 
a  pu  d'ailleurs,  en  comparant  ces  variations,  s'élever 
quelquefois,  par  une  vue  encore  plus  générale,  à  des 
rapprochements  positifs  entre  diverses  classes  de  phé- 
nomènes tout  à  fait  divers,  d'après  les  analogies  pré- 
sentées par  les  expressions  différentielles  de  leurs  lois 
mathématiques.  Dans  l'étude  philosophique  de  la  ma- 
thématique concrète,  je  m'attacherai  à  faire  exactement 
apprécier  cett(î  seconde  propriété  caractéristique  de 
l'analyse  transcendante,  non  moins  admirable  que  la 
première,  et  en  vertu  de  laquelle  le  système  entier  d'une 
science  immense,  comme  la  géométrie  nu  la  mécanique, 
a  pu  se  trouver  condensé  en  un  petit  nombre  d«'  for- 
mules analytiques,  d'où  l'esprit  humain  peut  déduire, 
par  des  règles  certaines  et  invariables,  la  solution  de 
tous  les  problèmes  particuliers. 

Pour  terminer  l'exposition  générale  de  la  conception 
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(le  Leibiiil/.,  il  me  icslc  m.uiilcuaiil  àconsidéroi'  en  ello- 
inrinc  l;i  (Icinoiislralioii  du  procédé  logique  auquel  elle 
ccuiduil,  ce  (]ui  coustiUic  lualheureusemenL  la  partie  la 
plus  iniparfaile  de  cette  belle  niélliode. 

Dans  les  [)reniiers  leuips  de  l'analyse  infinitésimale, 
les  géomètres  les  |)lus  célèbr(!S,  tels  que  les  deux  illus- 
Ires  fières  Jean  et  Jaciiues  Bernouilli  attachèrent,  avec 
raison,  bien  plus  d'importance  à  étendre,  en  la  dévelop- 
pant, l'immortelle  découverte  de  Lcibnitz,  et  à  en  multi- 
plier les  applications,  qu'à  établir  rigoureusement  les 
bases  logiques  sur  lesquelles  reposaient  les  procédés  de 
ce  nouveau  calcul  (t).  Ils  se  contentèrent  pendant  long- 
temps de  répondre  par  la  solution  inespérée  des  pro- 
blèmes les  plus  difficiles  à  l'opposition  prononcée  de  la 
plupart  des  géomètres  du  second  ordre  contre  les  prin- 
cipes de  la  nouvelle  analyse,  persuadés  sans  doute,  con- 
trairement aux  habitudes  ordinaires,  que  dans  la  science 
mathématique  bien  plus  que  dans  aucune  autre,  on 
peut  accueillir  avec  hardiesse  les  nouveaux  moyens , 
même  quand  leur  rationalité  est  imparfaite ,  pourvu 
qu'ils  soient  féconds,  puisque,  les  vérifications  étant 
bien  plus  faciles  et  plus  multipliées,  l'erreur  ne  saurait 
demeurer  longtemps  inaperçue.  Néanmoins,  après  le 
premier  élan,  il  était  impossible  d'en  rester  là;  et  il 

(1)  On  ne  peut  contempler,  sans  un  profond  intérêt,  le  naïf  enthou- 
siasme de  l'illustre  Huyghens,  au  sujet  de  cette  admirable  création, 
quoique  son  âge  avancé  ne  lui  permît  point  d'en  faire  lui-même  aucun 
usage  important,  et  qu'il  se  fût  déjà  élevé  sans  ce  puissant  secours  à 
des  découvertes  capitales.  Je  vois  avec  surprise  et  avec  admiration,  écri- 
vait-il, en  1692,  au  marquis  de  L'Hôpital,  rétendue  et  la  fécondité  de  cet 
art;  de  quelque  côté  que  je  tourne  la  vue,  f  en  aperçois  de  nouveaux  usages; 
enfin,  fy  conçois  un  progrès  et  une  spéculation  infinis. 
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fallait  revenir  nécessairement  sur  les  fondements  mêmes 
de  l'analyse  leibnitzienne  pour  constater  généralement 
l'exactitude  rigoureuse  des  procédés  employés,  malgré 
les  infractions  apparentes  qu'on  s'y  permettait  aux 
règles  ordinaires  du  raisonnement.  Leibnitz,  pressé  de 
répondre,  avait  lui-même  présenté  une  explication  tout 
à  fait  erronée,  en  disant  qu'il  traitait  les  infiniment 
petits  comme  des  incomparables^  et  qu'il  les  négligeait 
vis-à-vis  des  quantités  finies  comme  des  grains  de  sable 
par  rapport  à  la  mer,  considération  qui  eût  complète- 
ment dénaturé  son  analyse,  en  la  réduisant  à  n'être  plus 
qu'un  simple  calcul  d'approximation,  qui,  sous  ce  rap- 
port, serait  radicalement  vicieux,  puisqu'il  serait  impos- 
sible de  prévoir,  en  thèse  générale,  à  quel  point  les  opé- 
rations successives  peuvent  grossir  ces  erreurs  pre- 
mières, dont  l'accroissement  pourrait  même  évidem- 
ment devenir  ainsi  quelconque.  Leibnitz  n'avait  donc 
entrevu  que  d'une  manière  extrêmement  confuse  les 
véritables  fondements  rationnels  de  l'analyse  qu'il  avait 
créée.  Ses  premiers  successeurs  se  bornèrent  d'abord  à 
en  vérifier  l'exactitude  par  la  conformité  de  ces  résultats, 
dans  certains  usages  particuliers,  avec  ceux  que  fournis- 
sait l'algèbre  ordinaire  ou  la  géométrie  des  anciens,  en 
reproduisant,  autant  qu'ils  le  pouvaient,  d'après  les  an- 
ciennes méthodes,  les  solutions  de  quelques  problèmes, 
une  fois  qu'elles  avaient  été  obtenues  par  la  méthode 
nouvelle,  seule  capable  primitivement  de  les  faire  dé- 
couvrir. Quand  cette  grande  question  a  été  considérée 
d'une  manière  plus  générale,  les  géomètres,  au  lieu  d'a- 
border directement  la  difficulté,  ont  préféré  l'éluder  en 
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(Hi('l(|n(»  s(>ih>,  connue  l'oiil  fait  Eulcr  el  (rAlcnibert , 
|);\r  ('\('ni|)le,  «mi  drinonh-anl  abslrailcinenl  la  confor- 
iiiilc  lu'cossairo  cl  constante  de  la  concoption  de  Loib- 
iiilz,  (Mivisagoe  dans  Ions  ses  usages  quelconques,  avec 
d  anlres  concrptions  fondamentales  de  l'analyse  trans- 
rondanle,  celle  de  Newloii  snrioul,  dont  l'exactitude 
elail  à  l'abri       loule  objection.  Une  telle  vérification 
généra b'   esl  sans  doute  strictement  suffisante  pour 
dissiper  loute  incertitude  sur  l'emploi  légitime  de  l'ana- 
lyse leibnitzienne.  Mais  la  méthode  infinitésimale  est 
tellement  imporlanle,  elle  présente  encore,  dans  presque 
toutes  les  applications,  une  telle  supériorité  effective 
sur  les  autres  conceptions  générales  successivement 
propfjsées,  qu'il  y  aurait  véritablement  imperfection 
dans  le  caractère  philosophique  de  la  science  à  ne  pou- 
voir la  justifier  en  elle-même,  et  à  la  fonder  logique- 
ment sur  des  considérations  d'un  autre  ordre,  qu'on 
cesserait  ensuite  d'employer  efficacement.  Il  était  donc 
d'une  importance  réelle  d'établir  directement  et  d'une 
manière  générale  la  rationalité  nécessaire  de  la  mé- 
iliode  infinitésimale.  Après  diverses  tentatives  plus  ou 
moms  imparfaites  pour  y  parvenir,  les  travaux  philoso- 
phiques de  Lagrange  ayant  fortement  reporté,  vers  la 
fin  du  siècle  dernier,  l'attention  des  géomètres  sur  la 
Ihéorie  générale  de  l'analyse  infinitésimale,  un  géo- 
mètre très  recommandable,  Carnot,  présenta  enfin  la 
véritable  explication  logique  directe  de  la  méthode  de 
Leibnitz,  en  la  montrant  comme  fondée  sur  le  principe 
de  la  compensation  nécessaire  des  erreurs,  ce  qui  est 
vraisemblablement,  en  effet,  la  manifestation  précise  et 
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lumineuse  de  ce  que  Leibnitz  avait  vaguement  et  con- 
fusément aperçu,  en  concevant  les  bases  rationnelles  de 
son  analyse.  Carnot  a  rendu  ainsi  à  la  science  un  service 
essentiel  (1),  et  dont  l'importance  me  semble  n'être  pas 
encore  suffisamment  appréciée,  quoique,  comme  nous 
le  verrons  à  la  fin  de  cette  leçon,  tout  cet  échafaudage 
logique  delà  méthode  infinitésimale  proprement  dite  ne 
soit  susceptible  très  vraisemblablement  que  d'une  exis- 
tence provisoire,  en  tant  que  radicalement  vicieux  par 
sa  nature.  Je  n'en  crois  pas  moins,  cependant,  devoir 
considérer  ici,  afin  de  compléter  cette  importante  ex- 
position, le  raisonnement  général  proposé  par  Carnot, 
pour  légitimer  directement  l'analyse  de  Leibnitz.  Yoici 
en  quoi  il  consiste  essentiellement. 

Lorsqu'on  établit  l'équation  différentielle  d'un  phé- 
nomène, on  substitue  aux  éléments  immédiats  des  di- 
verses quantités  considérées,  d'autres  infinitésimales 
plus  simples  qui  en  diffèrent  infiniment  peu  par  rapport 
à  eux,  et  celte  substitution  constitue  le  principal  arti- 
fice de  la  méthode  de  Leibnitz,  qui,  sans  cela,  n'offrirait 
aucune  facilité  réelle  pour  la  formation  des  équations. 
Carnot  regarde  une  telle  hypothèse  comme  produisant 
véritablement  une  erreur  dans  l'équation  ainsi  obtenue, 
et  que,  pour  cette  raison,  il  appelle  imparfaite  ;  seule- 
ment, il  est  clair  que  cette  erreur  ne  peut  être  qu'infini- 
ment petite.  Or,  d'un  autre  côté,  tous  les  procédés  ana- 

(I)  Voyez  l'ouvrage  remarquable  qu'il  a  publié  sous  le  litre  de  :  Wé- 
flexions  sur  la  MéLapliyaique  du  calcul  in/initésimal,  et  dans  lequel  on 
trouve  d'ailleurs  une  exposition  claire  et  utile,  quoique  trop  peu  ai)pro- 
fondie,  de  tous  les  divers  points  de  vue  sous  lesquels  a  été  conçu  le 
système  général  du  calcul  des  fonctions  indirectes. 
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lyliijiu's,  soil  (le  (liiïéroiitialion,  suit  (rintégralioii,  qu'on 
auplicjiic  M  CCS  cqualions  (iifférciiliolles  pour  s'élever  aux 
('(jualioiis  finies  eu  éliminant  loules  les  infinitésimales 
iniroduiles  comme  auxiliaires,  produisent  aussi  cons- 
lannnriil,  j)ai'  leur  nature,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  voir, 
d'aulics  ei'rcurs  analogues,  en  sorte  qu'il  a  pu  s'opérer 
uiK'  exacte  compensation,  et  que  les  équations  défini- 
tives peuvent,  suivant  l'expression  de  Carnot,  être  deve- 
nues parfaites.  Carnot  considère  comme  un  symptôme 
certain  et  invariable  de  l'établissement  effectif  de  cette 
compensation  nécessaire  l'élimination  complète  des 
diverses  quantités  infiniment  petites,  qui  est  constam- 
ment, en  effet,  le  but  définitif  de  toutes  les  opérations  de 
l'analyse  transcendante.  Car,  si  on  n'a  jamais  commis 
d'autres  infractions  aux  règles  générales  du  raisonne- 
ment que  celles  ainsi  exigées  par  la  nature  même  de  la 
méthode  infinitésimale,  les  erreurs  infiniment  petites  pro- 
duites de  cette  manière  n'ayant  jamais  pu  engendrer  que 
des  erreurs  infiniment  petites  dans  toutes  les  équations, 
les  relations  sont  nécessairement  d'une  exactitude  rigou- 
reuse aussitôt  qu'elles  n'ont  plus  lieu  qu'entre  des  quan- 
tités finies,  puisqu'il  ne  saurait  évidemment  exister  alors 
que  des  erreurs  finies,  tandis  qu'il  n'a  pu  en  survenir 
aucune  de  ce  genre.  Tout  ce  raisonnement  général  est 
fondé  sur  la  notion  des  quantités  infinitésimales,  conçues 
comme  indéfiniment  décroissantes,  lorsque  celles  dont 
elles  dérivent  sont  envisagées  comme  fixes. 

Ainsi,  pour  éclaircir  cette  exposition  abstraite  par 
un  seul  exemple,  reprenons  la  question  des  tangentes, 
qui  est  la  plus  facile  à  analyser  complètement.  On  regar- 
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fiera  l'équalioii  t  ~  ^  obtenue  ci-dessus  comme  affectée 

d'une  erreur  infiniment  petite,  puisqu'elle  ne  serait  tout 
à  fait  rigoureuse  que  pour  la  sécante.  Maintenant,  on 
achèvera  la  solution  en  cherchant,  d'après  l'équation  de 
chaque  courbe,  le  rapport  entre  les  différentielles  des 
coordonnées.  Si  cette  équation  est,  je  suppose,  y  =  ax' ^ 
on  aura  évidemment 

dy  =  2  ax  dx  -\-  dx- . 

Dans  celte  formule,  on  devra  négliger  le  terme  dx' 
comme  infiniment  petit  du  second  ordre.  Dès  lors,  la 
combinaison  des  deux  équations  imparfaites 

dx 

t  =  ^ ,  di/  =  ^ax  dx, 
dy 

suffisant  pour  éliminer  entièrement  les  infinitésimales, 
le  résultat  fini  t  =  2  a  x  sera  nécessairement  rigoureux 
par  l'effet  de  la  compensation  exacte  des  deux  erreurs 
commises,  puisqu'il  ne  pourrait,  par  sa  nature,  être 
affecté  d'une  erreur  infiniment  petite,  la  seule,  néan- 
moins, qu'il  put  y  avoir,  d'après  l'esprit  des  procédés 
qui  ont  été  suivis. 

Il  serait  aisé  de  reproduire  uniformément  le  même 
raisonnement  par  rapport  à  toutes  les  autres  applications 
générales  de  l'analyse  de  Leibnitz. 

Cette  ingénieuse  théorie  est,  sans  doute,  plus  subtile 
que  solide  quand  on  cherche  à  l'approfondir.  Mais  elle  n'a 
cependant,  en  réalité,  d'autre  vice  logique  radical  (jue 
celui  de  la  méthode  infinitésimale  elle-même,  dont  elle 
est,  ce  me  semble,  le  développement  naturel  et  l'expli- 
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calioii  i:('Mi('M-ai(',  CM  seule  (ju'cllr  doil  (Mro  adoptée  aussi 
lniioh>iiips  (jiron  jugera  convenable  d'eniplovor  directo- 
inriil  celle  niélhode. 

.If  passe  inaintenaiil  à  rexposition  g'énérale  des  deux 
antres  ei m('e[)l ions  fondamcnlales  fie  l'analyse  Iransceu- 
(lanle.  en  me  bornant  pour  cliacune  à  l'idée  principale, 
le  caractère  philosophique  de  cette  analyse  ayant  été,  du 
reste,  snffisamnient  déterminé  ci-dessus,  d'après  la  con- 
ception de  Leibnitz,  à  laquelle  j'ai  du  spécialement 
m 'attacher,  parce  qu'elle  permet  de  le  saisir  plus  aisé- 
ment dans  son  ensemble,  et  de  le  décrire  avec  plus  de 
rapidité. 

Newton  a  présenté  successivement,  sous  plusieurs 
formes  différentes,  sa  manière  propre  de  concevoir  l'ana- 
lyse transcendante.  Celle  qui  est  aujourd'hui  le  plus 
communément  adoptée,  du  moins  parmi  les  géomètres 
du  continent,  a  été  désignée  par  Newton,  tantôt  sous  le 
nom  de  méthodp  rjps prpmirrps  et  dprnïprps  raisom,  tan- 
tôt sous  celui  de  mplhorlp  des  limitps^  qu'on  emploie  plus 
fréquemment. 

Sous  ce  point  de  vue,  l'esprit  général  de  l'analyse 
transcendante  consiste  à  introduire  comme  auxiliaires, 
à  la  place  des  quantités  primitives  ou  concurremment 
avec  elles,  pour  faciliter  l'établissement  des  équations, 
les  limites  des  rapports  des  accroissements  simultanés  de 
ces  quantités  ou,  en  d'autres  termes,  les  dernières  rai- 
sons de  ces  accroissements,  limites  ou  dernières  raisons 
qu'on  peut  aisément  montrer  comme  ayant  une  valeur 
déterminée  et  finie.  Un  calcul  spécial,  qui  est  l'équiva- 
lent du  calcul  infinitésimal,  est  ensuite  destiné  à  s'élever 
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de  ces  équations  entre  ces  limites  aux  équations  corres- 
pondantes entre  les  quantités  primitives  elles-mêmes. 

La  faculté  que  présente  une  telle  analyse  pour  exprimer 
plus  aisément  les  lois  mathématiques  des  phénomènes 
tient,  en  g^énéral,  à  ce  que  le  calcul  portant,  non  sur  les 
accroissements  mêmes  des  quantités  proposées,  mais 
sur  les  limites  des  rapports  de  ces  accroissements,  on 
pourra  toujours  substituer  à  chaque  accroissement  toute 
autre  grandeur  plus  simple  à  considérer,  pourvu  que 
leur  dernière  raison  soit  la  raison  d'égalité  ou,  en 
d'autres  termes,  que  la  limite  de  leur  rapport  soit 
l'unité.  Il  est  clair,  en  effet,  que  le  calcul  des  limites  ne 
saurait  être  nullement  affecté  de  cette  substitution.  En 
partant  de  ce  principe,  on  retrouve  à  peu  près  l'équiva- 
lent des  facilités  offertes  par  l'analyse  de  Leibnitz,  qui 
sont  seulement  conçues  alors  sous  un  autre  point  de  vue. 
Ainsi,  les  courbes  seront  envisagées  comme  les  limites 
d'une  suite  de  polygones  rectilignes,  les  mouvements 
variés  comme  les  limites  d'un  ensemble  de  mouvements 
uniformes  de  plus  en  plus  rapprochés,  etc. 

Qu'on  veuille,  par  exemple,  déterminer  la  direction 
de  la  tangente  à  une  courbe  ;  on  la  regardera  comme  la 
limite  vers  laquelle  tendrait  une  sécante  qui  tournerait 
autour  du  point  donné,  de  manière  que  son  second  point 
d'intersection  se  rapprochât  indéfiniment  du  premier.  En 
nommant  a  y  et  a  les  différences  des  coordonnées  de 
deux  points,  on  aurait,  à  chaque  instant,  pour  la  tangente 
trigonométi'i(jU('  de  l'angle  que  fait  la  sécante  avec  l'axe 

des  abcisses,  /  =  — ;  d'oii,  en  nrenaiit  les  limites,  on 
Au  ' 
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(ItMluiia,  f'claliveiiient  ;i  la  langoiilo  ellc-mômo,  cette 
Ini  iiuilr  iiéiu'rah^  d'analyse  transcendante 

d'après  laquelle  le  calcul  des  fonctions  indirectes  ensei- 
i^nera,  dans  chaque  cas  particulier,  quand  l'équation  de 
la  courbe  sera  donnée,  à  déduire  la  relation  entre  t  et  x\ 
en  éliminant  les  quantités  auxiliaires  introduites.  Si, 
pour  achever  la  solution,  on  suppose  que  i/  =  a  x  ^  soit 
l'équation  de  la  courbe  proposée,  on  aura  évidemment, 

Ay  =  'iax  [Axf  ; 

d'où  l'on  conclura 

— ^  =  2  a  .r  4-  A  X. 
Ax  ^ 

Or.  il  est  clair  que  la  limite  vers  laquelle  tend  le  second 
membre,  à  mesure  que  A  x  diminue,  est  2  a  x.  On  trou- 
veia  donc  par  cette  méthode,  t  =  2  a  r,  comme  nous 
l'avions  obtenu  ci-dessus  pour  le  même  cas,  d'après 
l'analyse  de  Leibnilz. 

Pareillement,  quand  on  cherche  la  rectification  d'une 
courbe,  il  faut  substituer  à  l'accroissement  de  l'arc  s  la 
corde  de  cet  accroissement,  qui  est  évidemment  avec  lui 
dans  une  relation  telle  que  la  limite  de  leur  rapport  est 
l'unité,  et  alors  on  trouve,  en  suivant  d'ailleurs  la  même 
marche  qu'avec  la  méthode  de  Leibnilz,  cette  équation 
générale  des  rectifications 


(li  J'tMijploii.'  la  caractépi:?tique  L  pour  désigner  la  limite. 
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selon  que  la  courbe  est  plane  ou  à  double  courbure.  Il 
faudra  maintenant,  pour  chaque  courbe  particulière, 
passer  de  cette  équation  à  celle  entre  l'arc  et  l'abcisse, 
ce  qui  dépend  du  calcul  transcendant  proprement  dit. 

On  reprendrait  avec  la  même  facilité,  d'après  la  mé- 
thode des  limites,  toutes  les  autres  questions  générales, 
dont  la  solution  a  été  indiquée  ci-dessus,  suivant  la  mé- 
thode infinitésimale. 

Telle  est,  essentiellement,  la  conception  que  Newton 
s'était  formée,  pour  l'analyse  transcendante,  ou,  plus 
exactement,  celle  que  Maclaurin  et  d'Alembert  ont  pré- 
sentée comme  la  base  la  plus  rationnelle  de  cette  ana- 
lyse, en  cherchant  à  fixer  et  à  coordonner  les  idées  de 
Newton  à  ce  sujet. 

Je  dois,  néanmoins,  avant  de  procéder  à  l'exposition 
de  la  conception  de  Lagrange,  signaler  ici  une  autre 
forme  distincte  sous  laquelle  Newton  a  présenté  cette 
même  méthode,  et  qui  mérite  de  fixer  particulièrement 
notre  attention  ,  tant  par  son  ingénieuse  clarté  dans  quel- 
ques cas,  que  comme  ayant  fourni  la  notation  la  mieux 
appropriée  à  cette  manière  d'envisager  l'analyse  trans- 
cendante, et,  enfin,  comme  étant  encore  aujourd'hui  la 
forme  spéciale  du  calcul  des  fonctions  indirectes  com- 
munément adoptée  par  les  géomètres  anglais.  Je  veux 
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|)ai  lt'i'  (lu  calcul  des  flu, rions  ol  dos  /hirnfcs,  fondé  sur  la 
i;ciUMalc  des  r//rssrs. 
Voui  (Ml  l'aire  c.oncevoir  l'idéo-mère  avec  plus  do  faci- 
lité, considérons  louto  courbe  comme  engendrée  par  un 
point   aiiinn''  (Tun   luouvemonl  varié  suivant  une  loi 
(piolconque.  Les  diverses  quantités  que  la  courbe  peut 
uftVii'.  l'abcisso,  l'ordonnée,  l'arc,  Taire,  etc.,  seront  en- 
visagées comme  simultanément  produites  par  degrés 
successifs  pendant  ce  mouvement.  La  vitesse  avec  la- 
quelle chacune  aura  été  décrite  sera  dite  la  fluxion  de 
cette  quantité,  qui,  en  sens  inverse,  en  serait  nommée  la 
fl tient e.  Diîs  lors,  Tanalyse  transcendante  consistera^, 
dans  cette  conception,  à  former  immédiatement  les 
équations  entre  les  fluxions  des  quantités  proposées 
pour  en  déduire  ensuite,  par  un  calcul  spécial,  les 
équations  entre  les  fluentes  elles-mêmes.  Ce  que  je 
viens  d'énoncer  relativement  aux  courbes  peut  d'ailleurs 
évidemment  se  transporter  à  des  grandeurs  quelcon- 
ques, eiivisag'ées,  à  l'aide    d'une  image  convenable, 
comme  produites  par  le  mouvement  les  unes  des  autres. 

Il  est  aisé  de  comprendre  l'identité  générale  et  néces- 
saire de  cette  méthode  avec  celle  des  limites,  compli- 
quée de  l'idée  étrangère  du  mouvement.  En  effet,  re- 
prenant le  cas  de  la  courbe,  si  l'on  suppose,  comme  on 
peut  évidemment  toujours  le  faire,  que  le  mouvement 
du  point  décrivant  est  uniforme  suivant  une  certaine  di- 
rection, par  exemple,  dans  le  sens  de  Fabcisse,  alors  la 
Iluxion  de  Fabcisse  sera  constante,  comme  l'élément  du 
temps.  Pour  toutes  les  autres  quantités  eng-endrées,  le 
mouvement  no  pourrait  être  conçu  comme  uniforme 
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que  pendant  un  temps  infiniment  petit.  Cela  posé,  la 
vitesse  étant  généralement,  d'après  sa  notion  mécanique, 
le  rapport  de  chaque  espace  au  temps  employé  à  le  par  - 
courir, et  ce  temps  étant  ici  proportionnel  à  l'accroisse- 
ment de  l'abcisse,  il  s'ensuit  que  la  fluxion  de  l'ordon- 
née, de  l'arc,  de  l'aire,  etc.,  ne  sont  véritablement  autre 
chose,  en  faisant  disparaître  la  considération  intermé- 
diaire du  temps,  que  les  dernières  raisons  des  accrois- 
sements de  ces  diverses  quantités  comparés  à  celui  de 
l'abcisse.  Cette  méthode  des  fluxions  et  des  fluentes  n'est 
donc  en  réalité  qu'une  manière  de  se  représenter,  d'après 
une  comparaison  mécanique,  la  méthode  des  premières 
et  dernières  raisons,  qui  seule  est  réductible  en  calcul. 
Elle  comporte  donc  nécessairement  les  mêmes  avantages 
généraux  dans  les  diverses  applications  principales  de 
l'analyse  transcendante,  sans  que  nous  avons  besoin  de 
le  constater  spécialement. 

Je  considère  enfin  la  conception  de  Lagrange. 

Elle  consiste,  dans  son  admirable  simplicité,  à  se  re- 
présenter l'analyse  transcendante  comme  un  grand  arti- 
fice algébrique,  d'après  lequel,  pour  facilitei'  l'établisse- 
ment des  équations,  on  introduit,  au  lieu  de  fonctions 
primitives  ou  avec  elles,  leurs  fonctions  dérivées,  c'est- 
à-dire,  suivant  la  définition  de  Lagrange,  le  coefficient 
du  premier  terme  de  l'accroissement  de  chaque  fonction, 
ordonné  selon  les  puissances  ascendantes  de  l'accrois- 
sement de  sa  variable.  Le  calcul  des  fonctions  indirectes 
proprement  dit  est  toujours  destiné,  aiïisi  que  dans  les 
conceptions  de  Leibnitz  et  de  Newton,  à  éliminer  ces 
dérivées  employées  comme  auxiliaires,  pour  déduire  de 

14 
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IcHis  relations  h's  r(|nali()MS  corrospoiulanlos  (Mitre  les 
i^ranili'uis  priinil ives. 

L'analyse  Iraiisceiulanle  iTesl  alors  autre  chose  qu'une 
simple  extension  ti'ès  considérable  de  l'analyse  ordi- 
naire. (Vétail  déjà  depuis  lougtempsun  procédé  familier 
aux  géonièli  es,  (jue  d'introduire,  dans  les  considérations 
analytiques,  au  lieu  des  grandeurs  mêmes  qu'ils  avaient 
à  étudier,  leurs  diverses  puissances,  ou  leurs  logarithmes, 
ou  leurs  sinus,  etc.,  afin  de  simplifier  les  équations,  et 
même  de  les  obtenir  plus  aisément.  La  dérivation  suc- 
cessive est  un  artifice  général  de  la  même  nature,  qui 
présente  seulement  beaucoup  plus  d'étendue,  et  procure, 
en  conséquence,  pour  ce  but  commun,  des  ressources 
bien  plus  importantes. 

Mais,  quoiqu'on  conçoive  sans  doute  à  priori  que  la 
considération  auxiliaire  de  ces  dérivées  peut  faciliter 
l'établissement  des  équations,  il  n'est  pas  aisé  d'expli- 
(juer  pourquoi  cela  doit  être  nécessairement  d'après  le 
mode  de  dérivation  adopté  plutôt  que  suivant  toute  autre 
transformation.  Tel  est  le  côté  faible  de  la  grande  pen- 
sée de  Lagrange.  On  n'est  point,  en  effet,  réellement, 
parvenu  jusqu'ici  à  saisir  en  général  d'une  manière  abs- 
traite, et  sans  rentrer  dans  les  autres  conceptions  de 
l'analyse  transcendante,  les  avantages  précis  que  doit 
constamment  présenter,  par  sa  nature,  cette  analyse 
ainsi  conçue,  pour  la  recherche  des  lois  mathématiques 
des  phénomènes.  Il  est  seulement  possible  de  les  cons- 
tater, en  considérant  séparément  chaque  question  prin- 
cipale, et  cette  vérification  devient  même  pénible  quand 
on  choisit  une  question  compliquée. 
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Pour  indiquer  sommairement  comment  cette  manière 
de  concevoir  l'analyse  transcendante  peut  s'adapter 
effectivement  à  la  solution  des  problèmes  mathémati- 
ques, je  me  bornerai  à  reprendre  sous  ce  point  de  vue  le 
problème  le  plus  simple  de  tous  ceux  ci-dessus  examinés, 
celui  des  tangentes. 

Au  lieu  de  concevoir  la  tangente  comme  le  prolon- 
g-ement  de  l'élément  infiniment  petit  de  la  courbe,  sui- 
vant la  notion  de  Leibnitz;  ou  comme  la  limite  des  sé- 
cantes, suivant  les  idées  de  Newton  ;  Lag-range  la 
considère  d'après  ce  simple  caractère  géométrique, 
analogue  aux  définitions  des  anciens,  d'être  une  droite 
telle  qu'entre  elle  et  la  courbe  il  ne  peut  passer,  par  le 
point  de  contact,  aucune  autre  droite.  Dès  lors,  pour  en 
déterminer  la  direction,  il  faut  chercher  l'expression 
générale  de  sa  distance  à  la  courbe,  dans  un  sens  quel- 
conque, dans  celui  de  l'ordonnée,  par  exemple,  en  un 
second  point  distinct  du  premier,  et  disposer  de  la  cons- 
tante arbitraire  relative  à  l'inclinaison  de  la  droite,  qui 
entrera  nécessairement  dans  cette  expression,  de  manière 
à  diminuer  cet  écartement  le  plus  possible.  Or,  cette  dis- 
tance étant  évidemment  égale  à  la  différence  des  deux 
ordonnées  de  la  courbe  vX  de  la  droite  qui  correspon- 
dent aune  même  nouvelle  abcisse  .x-f  sera  représentée 
par  la  formule 

où  /  désigne,  comme  ci-dessus,  la  tangente  trigonomé- 
trique  inconnue  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x  la 
droite  cherchée,  et  /'  ./  '  la  fonction  dérivée  de  Tor- 
donnée  /'.(x).  Cela  posé,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  dispo- 
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saiil  (le  /  façon  à  aiiiiuloi'  le  premier  terme  de  la  for- 
mule piécedeiile,  on  aura  reiulu  l'inlervalle  des  deux 
lij^ues  le  plus  pelil  possible,  tellement  que  toute  autre 
droite  pour  laquelle  /  n'aurait  point  la  valeur  ainsi  déter- 
minée s'écarterait  nécessairement  davantage  de  la 
courbe  proposée.  On  a  donc,  pour  la  direction  de  la  tan- 
ii;ente  cherchée,  l'expression  générale  tz=zf'  (x);  résultat 
exactement  équivalent  à  ceux  que  fournissent  la  mé- 
thode infinitésimale  et  la  méthode  des  limites.  11  res- 
tera maintenant,  dans  cJiaque  courbe  particulière,  à 
trouver  /'  ■xjy  ce  qui  est  une  pure  question  d'analyse, 
tout  à  fait  identique  avec  celles  que  prescrivent  alors  les 
autres  méthodes. 

Après  avoir  suffisamment  considéré  dans  leur  en- 
semble les  principales  conceptions  générales  successi- 
vement produites  jusqu'ici  pour  l'analyse  transcendante, 
je  ne  dois  pas  m 'arrêter  à  l'examen  de  quelques  autres 
théories  proposées,  telles  que  le  calcul  des  cvanouùsa?ils 
d'Euler,  qui  ne  sont  réellement  que  des  modifications 
plus  ou  moins  importantes,  et  d'ailleurs  inusitées,  des 
méthodes  précédentes.  11  me  reste  maintenant,  afin  do 
compléter  cet  ensemble  de  considérations,  à  établir  la 
comparaison  et  l'appréciation  de  ces  trois  méthodes 
fondamentales.  Je  dois  préalablement  constater  d'une 
manière  générale  leur  conformité  parfaite  et  néces- 
saire. 

11  est  d'abord  évident,  par  ce  qui  précède,  qu'à  con- 
sidérer ces  trois  méthodes  quant  à  leur  destination 
effective,  indépendamment  des  idées  préliminaires,  elles 
consistent  toutes  en  un  même  artifice  logique  général, 
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que  j'ai  caractérisé  dans  la  quatrième  leçon,  savoir  : 
l'introduction  d'un  certain  système  de  grandeurs  auxi- 
liaires, uniformément  corrélatives  à  celles  qui  sont 
l'objet  propre  de  la  question,  et  qu'on  leur  substitue 
expressément  pour  faciliter  l'expression  analytique  des 
lois  mathématiques  des  phénomènes,  quoiqu'elles  doi- 
vent finalement  être  éliminées,  à  l'aide  d'un  calcul  spé- 
cial. C'est  ce  qui  m'a  déterminé  à  définir  régulièrement 
J'analyse  transcendante  le  calcul  de.^  fonctions  indirectes, 
afin  de  marquer  son  vrai  caractère  philosophique,  en 
écartant  toute  discussion  sur  la  manière  la  plus  conve- 
nable de  la  concevoir  et  de  l'appliquer.  L'effet  général 
de  cette  analyse,  quelle  que  soit  la  méthode  employée, 
est  donc  de  faire  rentrer  beaucoup  plus  promptement 
chaque  question  mathématique  dans  le  domaine  du 
calcul,  et  de  diminuer  ainsi  considérablement  la  diffi- 
culté capitale  que  présente  ordinairement  le  passage  du 
concret  à  l'abstrait.  Quoi  qu'on  fasse,  on  ne  peut  espérer 
que  le  calcul  s'empare  jamais  de  chaque  question  de 
philosophie  naturelle,  géométrique  ou  mécanique,  ou 
thermologique,  etc.,  immédiatement  à  sa  naissance,  ce 
qui  serait  évidemment  contradictoire.  Il  y  aura  constam- 
ment dans  tout  problème,  un  certain  travail  préliminaire 
k  effectuer  sans  que  le  calcul  puisse  être  d'aucun  se- 
cours, etqui  ne  saurait  être,  par  sa  nature,  assujetti  à  des 
règles  abstraites  et  invariables;  c'est  celui  qui  a  pour 
objet  propre  l'établissement  des  rquatiom,  qui  sont  le 
point  de  départ  indispensable  de  toutes  les  recherches 
analytiques.  Mais  cette  élaboration  préalable  a  été  sin- 
gulièrement simplifiée  par  la  création  de  l'analyse 
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liaiisc(Mi(l.nil('.  (|rii  a  ainsi  hâté  l'époquo  où  la  solution 
coiiijxMh'  rap|)li('ali()ii  uniforni(;  ol  procisc  rl(»  procédés 
>:('iiéraii\  cl  absli-ails;  en  réduisant,  dans  chaque  cas, 
ce  Iravail  spécial  à  la  recherche  des  équations  entre  les 
graiKhMH  s  auxiliaires,  d'où  le  calcul  conduit  ensuite  aux 
('(jualions  direclenient  rcdalives  aux  grandeurs  propo- 
sées, qu'il  fallait,  avant  celte  admirable  conception,  éta- 
blir immédiat emenl.  Que  ces  équations  indirectes  soient 
des  é(]uations  (iiff'rrentirll.es,  suivant  la  pensée  de  Leib- 
iiilz;  ou  des  équations  aux  limites,  conformément  aux 
idées  de  Newton;  ou  enfin  des  équations  dérivées^ 
d'après  la  théorie  de  Lagrange  ;  le  procédé  général  est 
évidemment  toujours  le  même. 

Mais  la  coïncidence  de  ces  trois  méthodes  principales 
ne  se  borne  pas  à  l'effet  commun  qu'elles  produisent; 
elle  existe,  en  outre,  dans  la  manière  même  de  l'obtenir. 
En  effet,  non  seulement  toutes  trois  considèrent,  à  la 
place  des  grandeurs  primitives,  certaines  grandeurs 
auxiliaires;  de  plus,  les  quantités  ainsi  introduites  sub- 
sidiairement  sont  exactement  identiques  dans  les  trois 
méthodes,  qui  ne  diffèrent,  par  conséquent,  que  par  la 
manière  de  les  envisager.  C'est  ce  qu'on  peut  aisément 
constater,  en  prenant  pour  terme  général  de  comparaison 
une  quelconque  des  trois  conceptions,  celle  de  Lagrange 
surtout,  la  plus  propre  à  servir  de  type,  comme  étant  la 
plus  dégagée  de  considérations  étrangères.  N'est-il  pas 
évident,  par  la  seule  définition  des  fonctions  dérivées, 
qu'elles  ne  sont  autre  chose  que  ce  que  Leibnitz  appelle 
les  coefficients  différentiels,  ou  les  rapports  de  la  diffé- 
rentielle de  chaque  fonction  à  celle  de  la  variable  cor- 
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respondante,  puisque,  en  déterminant  la  première  diffé- 
rentielle, on  devra,  par  la  nature  même  de  la  méthode 
infinitésimale,  se  borner  à  prendre  le  seul  terme  de  Tac- 
croissement  de  la  fonction  qui  contient  la  première  puis- 
sance de  l'accroissement  infiniment  petit  de  la  variable? 
De  même,  la  fonction  dérivée  n'est- elle  pas  aussi  par  sa 
nature,  la  limite  nécessaire  vers  laquelle  tend  le  rapport 
entre  l'accroissement  de  la  fonction  primitive  et  celui  de 
sa  variable,  à  mesure  que  ce  dernier  diminue  indéfini- 
ment, puisqu'elle  exprime  évidemment  ce  que  devient 
ce  rapport,  en  supposant  nul  l'accroissement  de  la  va- 
riable. Ce  qu'on  désigne  par  ^  dans  la  méthode  de 

Leibnitz,  ce  qu'on  devrait  noter  dans  celle  de 

Newton,  et  ce  que  Lag range  a  indiqué  par  /'  >|,  est  tou- 
jours une  même  fonction,  envisagée  sous  trois  points  de 
vue  différents;  les  considérations  de  Leibnitz  et  de 
Newton,  consistant  proprement  à  faire  connaître  deux 
propriétés  générales  nécessaires  de  la  fonction  dérivée. 
L'analyse  transcendante,  examinée  abstraitement,  <d 
dans  son  principe,  est  donc  toujours  la  même,  quelle 
que  soit  la  conception  qu'on  adopte  :  les  procédés  du 
calcul  des  fonctions  indirectes  sont  nécessairement  iden- 
tiques dans  ces  diverses  méthodes  qui,  pareillement, 
doivent,  pour  une  application  quelconque,  conduire 
constamment  à  des  résultats  rigoureusement  conformes. 

Si  maintenant  nous  cherchons  à  apprécier  la  valeur 
relative  de  ces  trois  conceptions  équivalentes,  nous 
trouverons  dans  chacune  des  avantages  et  des  inconvé- 
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niciils  (|ni  lui  soiil  propres,  rl  (jiii  empêchent  encore 
les  géomèlrcs  de  s'en  tenir  strictement  k  nne  senle 
d'entre  elles,  considérée  comme  définilive. 

La  conception  de  Leibnitz  présente,  incoiitestablc- 
nieiil.  dans  l'ensemble  des  applications,  une  supériorité 
Irès  prononcée,  en  conduisant  d'une  manière  beaucoup 
pins  rapide,  et  avec  bien  moins  d'efforts  intellectuels,  à 
la  formation  des  équations  entre  les  grandeurs  auxi- 
liaires. C'est  à  son  usage  que  nous  devons  la  haute  per- 
fection qu'ont  enfin  acquise  toutes  les  théories  générales 
de  la  géométrie  et  de  la  mécanique.  Quelles  que  soient 
les  diverses  opinions  spéculatives  des  géomètres  sur  la 
méthode  infinitésimale,  envisagée  abstraitement,  tous 
s'accordent  tacitement  à  l'employer  de  préférence,  aus- 
sitôt qu'ils  ont  à  traiter  une  question  nouvelle,  afin  de 
ne  point  compliquer  la  difficulté  nécessaire  par  cet  obs- 
tacle purement  artificiel,  provenant  d'une  obstination 
déplacée  à  vouloir  suivre  une  marche  moins  expéditive. 
Lagrange  lui-même,  après  avoir  reconstruit  sur  de  nou- 
velles bases  l'analyse  transcendante,  a  rendu,  avec  cette 
haute  franchise  qui  convenait  si  bien  à  son  génie,  un 
hommage  éclatant  et  décisif  aux  propriétés  caractéris- 
tiques de  la  conception  de  Leibnitz,  en  la  suivant  exclu- 
sivement dans  le  système  entier  de  la  mécanique  ana- 
lytique. Un  tel  fait  nous  dispense,  à  ce  sujet,  de  toute 
autre  réflexion. 

Mais  quand  on  considère  en  elle-même,  et  sous  le 
rapport  logique,  la  conception  de  Leibnitz,  on  ne  peut 
s'empêcher  de  reconnaître  avec  Lagrange  qu'elle  est 
radicalement  vicieuse,  en  ce  que,  suivant  ses  propres 
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expressions,  la  notion  des  infiniment  petits  est  une  ich^r 
fausse,  qu'il  est  impossible,  en  effet,  de  se  représenter 
nettement,  quoiqu'on  se  fasse  quelquefois  illusion  à 
cet  égard.  L'analyse  transcendante,  ainsi  conçue,  pré- 
sente, à  mes  yeux,  cette  grande  imperfection  philoso- 
phique, de  se  trouver  encore  essentiellement  fondée  sur 
ces  principes  métaphysiques,  dont  l'esprit  humain  a  ou 
tant  de  peine  à  dégager  toutes  ses  théories  positives. 
Sous  ce  rapport,  on  peut  dire  que  la  méthode  infinitési- 
male porte  vraiment  l'empreinte  caractéristique  de  l'é- 
poque de  sa  fondation,  et  du  génie  propre  de  son  fonda- 
teur. On  peut  bien,  il  est  vrai,  par  l'ingénieuse  idée  de 
la  compensation  des  erreurs,  s'expliquer  d'une  manière 
générale,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  l'exacti- 
tude nécessaire  des  procédés  généraux  qui  composent 
la  méthode  infinitésimale.  Mais  cela  seul  n'est-il  pas  un 
inconvénient  radical,  que  d'être  obligé  de  distinguer,  en 
mathématique,  deux  classes  de  raisonnements,  ceux 
qui  sont  parfaitement  rigoureux,  et  ceux  dans  lesquels 
on  commet  à  dessein  des  erreurs  qui  devront  se  com- 
penser plus  tard  ?  Une  conception  qui  conduit  à  des  con- 
séquences aussi  étranges  est,  sans  doute,  ralionnelle- 
ment,  bien  peu  satisfaisante. 

Ce  serait  évidemment  éluder  la  difficulté  sans  la  ré- 
soudre, que  de  dire,  comme  on  l'a  fait  quelquefois, 
qu'il  est  possible ,  par  rapport  à  chaque  question ,  de 
faire  rentrer  la  méthode  infinitésimale  proprement  dite 
dans  celle  des  limites,  dont  le  caractère  logique  est  irré- 
prochable. D'ailleurs,  une  telle  transformation  enlève 
presque  entièrement  à  la  conception  de  Leibnitz  les 
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.i\ ;nil.ii;(\s  (\ssoiili('ls  ijiii  la  iM'commaudenl  si  cmînem- 
niriii,  (|uaiil  à  la  facililc»  (M  à  la  rapidité  des  opérations 
iiil('llrclu('ll(\s. 

Knl'iii  n"(Mil-on  mémo  aucun  égard  aux  importanles 
roiisidéialioiis  qui  précèdent,  la  méthode  infinitésimale 
iTeii  |U'ésenlei-ail  pas  moins  évidemment,  par  sa  nature, 
ce  défaut  ('a|)ital  d(^  l'ompre  l'unité  de  la  mathématique 
ahstraite,  en  créant  un  calcul  transcendant  fondé  sur  des 
principes  si  différents  de  ceux  qui  servent  de  hase  à  l'a- 
nalyse ordinaire.  Ce  partage  de  l'analyse  en  deux 
mondes  presque  indépendants  tend  à  empêcher  la  for- 
mation des  conceptions  analytiques  véritahlement  gé- 
nérales. Pour  en  hien  apprécier  les  conséquences,  il 
faudrait  se  reporter,  par  la  pensée,  à  l'état  dans  lequel 
se  trouvait  la  science,  avant  que  Lagrange  eut  étahli 
entre  ces  deux  grandes  sections  une  harmonie  générale 
et  définitive. 

Passant  à  Ja  conception  de  Newton,  il  est  évident  que, 
par  sa  nature,  elle  se  trouve  à  l'ahri  des  ohjections  lo- 
giques fondamentales  que  provoque  la  méthode  de 
Leibnitz.  La  notion  limites  est,  en  effet,  remarqua- 
ble par  sa  netteté  et  par  sa  justesse.  Dans  l'analyse 
transcendante  présentée  de  cette  manière,  les  équations 
sont  envisagées  comme  exactes  dès  l'origine,  et  les 
règles  générales  du  raisonnement  sont  aussi  constam- 
ment observées  que  dans  l'analyse  ordinaire.  Mais,  d'un 
autre  côté,  elle  est  bien  loin  d'offrir,  pour  la  solution 
des  problèmes,  d'aussi  puissantes  ressources  que  la  mé- 
thode infinitésimale.  Cette  obligation  qu'elle  impose  de 
ne  considérer  jamais  les  accroissements  des  grandeurs  sé- 
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parémentet  on  eux-mêmes,  ni  seulement  dans  leurs  rap- 
ports, mais  uniquement  dans  les  limites  de  ces  rapports, 
ralentit  considérablement  la  marche  de  l'intelligence 
pour  la  formation  des  équations  auxiliaires.  On  peut 
même  dire  qu'elle  gêne  beaucoup  les  transformations 
purement  analytiques.  Aussi  le  calcul  transcendant, 
considéré  séparément  de  ses  applications,  est-il  loin 
d'offrir  dans  cette  méthode  l'étendue  et  la  généralité 
que  lui  a  imprimées  la  conception  de  Leibnitz.  C'est 
très  péniblement,  par  exemple,  qu'on  parvient  à  étendre 
la  théorie  de  Newton  aux  fonctions  de  plusieurs  variables 
indépendantes.  Quoi  qu'il  en  soil,  c'est  surtout  par  rap- 
port aux  applications  que  l'infériorité  relative  de  celle 
théorie  se  trouve  marquée. 

Je  ne  dois  pas  négliger  à  ce  sujet  de  faire  observer  que 
plusieurs  géomètres  du  continent,  en  adoptant,  comme 
plus  rationnelle^  la  méthode  de  Newton  pour  servir  de 
base  à  l'analyse  transcendante,  ont  déguisé  en  partie 
cette  infériorité  par  une  grave  inconséquence,  qui  con- 
siste à  appliquer  à  cette  méthode  la  notation  imaginée 
par  Leibnitz  pour  la  méthode  infinitésimale  et  qui  n'est 

(t  II 

réellement  propre  qu'à  elle.  En  désignant  par  ^ce  que, 

rationnellement,  il  faudrait,  dans  la  théorie  des  limites, 

noter  />— ,  et  en  étendant  à  toutes  les  autres  notions 

analytiques  ce  déplacement  de  signes,  on  se  propose, 
sans  doute,  de  combiner  les  avantages  spéciaux  des 
deux  méthodes;  mais  on  ne  parvient,  en  réalité,  qu'à 
établir  entre  elles  une  confusion  vicieuse,  dont  l'habi- 
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liidt'  tond  il  nmpèclier  de  so  formor  dos  idées  nettes  et 
•'xacles  de  l'une  ou  do  l'autre.  11  serait,  sans  doute, 
etianpc.  à  eonsidérer  cet  usage  en  lui-même,  que,  par 
If  seul  moyen  des  signes,  on  pût  effectuer  une  véritable 
combinaison  entre  deux  Ibéories  générales  aussi  dis- 
tinctes. 

Enfin,  la  méthode  des  limites  présente  aussi,  quoiqu'à 
un  moindre  degré,  l'inconvénient  majeur  que  j'ai  signalé 
ci-dessus,  dans  la  méthode  infinitésimale,  d'établir  une 
séparation  totale  entre  l'analyse  ordinaire  et  l'analyse 
transcendante,  (lar  l'idée  des  Umitpfi^  quoique  nette  et 
rigoureuse,  n'en  est  pas  moins,  par  elle-même,  comme 
Lagrange  Ta  remarqué,  une  idée  étrangère  dont  les 
Ibéories  analytiques  ne  devraient  pas  se  trouver  dépen- 
dantes. 

Cette  unité  parfaite  de  l'analyse,  ce  caiaclère  pure- 
ment abstrait  de  ses  notions  fondamentales,  se  trouvent 
an  plus  haut  degré  dans  la  conception  de  Lagrange,  et 
ne  se  trouvent  que  là.  Elle  est,  pour  cette  raison,  la 
plus  rationnelle  et  la  plus  philosophique  de  toutes. 
Ecartant  avec  soin  toute  considération  hétérogène,  La- 
grange a  réduit  l'analyse  transcendante  à  son  véritable 
caractère  propre,  celui  d'offrir  une  classe  très  étendue  de 
transformations  analytiques,  à  l'aide  desquelles  on  faci- 
lite singulièrement  l'expression  des  conditions  des  divers 
problèmes.  En  même  temps,  celte  analyse  s'est  néces- 
sairement présentée  par  là  comme  une  simple  extension 
de  l'analyse  ordinaire;  elle  n'a  plus  été  qu'une  algèbre 
supérieure.  Toutes  les  diverses  parties,  jusqu'alors  si 
incohérentes,  de  la  mathématique  abstraite,  ont  pu  être 


I 

MATHÉMATIQUE  221 

conçues,  dès  ce  moment,  comme  formant  un  système 
unique. 

Malheureusement, une  conception  clouée,  indépendam- 
ment de  la  notion  si  simple  et  si  lucide  qui  lui  corres- 
pond, de  propriétés  aussi  fondamentales,  et  qui  est,  sans 
doute,  destinée  à  devenir  la  théorie  définitive  de  l'ana- 
lyse transcendante,  à  cause  de  sa  haute  supériorité  phi- 
losophique sur  toutes  les  autres  méthodes  proposées, 
présente,  dans  son  état  actuel,  trop  de  difficultés,  quant 
aux  applications,  lorsqu'on  la  compare  à  la  conception 
de  Newton,  et  surtout  à  celle  de  Leibnitz,  pour  pouvoir 
être  encore  exclusivement  adoptée.  Liig range  lui-même 
n'est  parvenu  que  très  péniblement  à  retrouver,  d'après 
sa  méthode,  les  résultats  principaux  déjà  obtenus  par  la 
méthode  infinitésimale  pour  la  solution  des  questions 
générales  de  géométrie  et  de  mécanique;  on  peut  juger 
par  là  combien  on  trouverait  d'obstacles  à  traiter,  de  la 
même  manière,  des  questions  vraiment  nouvelles  et  de 
quelque  importance.  11  est  vrai  que  Lagrange,  en  plu- 
sieurs occasions,  a  montré  que  les  difficultés,  même  arti- 
ficielles, déterminent,  dans  les  hommes  de  génie,  des 
efforts  supérieurs,  susceptibles  de  conduire  à  des  résul- 
tats plus  étendus.  C'est  ainsi  qu'en  tentant  d'adapter  sa 
méthode  à  l'étude  de  la  courbure  des  lignes,  qui  parais- 
sait si  peu  pouvoir  en  comporter  l'application,  il  s'est 
élevé  à  cette  belle  théorie  des  contacts  qui  a  tant  perfec- 
tionné cette  partie  importante  de  la  géométrie.  Mais, 
malgré  ces  heureuses  exceptions,  la  conception  de  La- 
grange n'en  est  pas  moins  jusqu'ici  demeurée,  dans  son 
ensemble,  essentiellement  impropre  aux  applications. 
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Le  i  (''siillal  l'iiial  «le  la  comparaison  générale  que  je 
viens  d'esquisser,  el  qui  exigerait  de  plus  amples  déve- 
loppements, est  donc,  comme  je  l'avais  avancé  en  com- 
mençant celte  leçon,  que,  pour  connaître  réellement 
l  analvse  transcendante,  il  faut  non  seulement  la  con- 
siili'rer,  dans  son  pi'incipe,  d'après  les  trois  conceptions 
foiulainentales  distinctes,  produites  par  Leibnitz,  par 
Newton  et  pai'  Lag range,  mais,  en  outre,  s'habituer 
à  suivre  presque  indifféremment  d'après  ces  trois  mé- 
thodes principales,  et  surtout  d'après  les  deux  exlrêmes, 
la  solution  de  toutes  les  questions  importantes,  soit  du 
calcul  des  fonctions  indirectes  en  lui-même,  soit  de  ses 
applications.  C'est  une  marche  que  je  ne  saurais  trop 
fortement  recommander  à  tous  ceux  qui  désirent  juger 
philosophiquement  cette  admirable  création  de  l'esprit 
humain,  comme  à  ceux  qui  veulent  essentiellement 
apprendre  à  se  servir  avec  succès  et  avec  facilité  de  ce 
puissant  instrument.  Dans  toutes  les  autres  parties  de 
la  science  mathématique,  la  considération  de  diverses 
méthodes  pour  une  seule  classe  de  questions  peut  être 
utile,  même  indépendamment  de  l'intérêt  historique 
qu'elle  présente  ;  mais  elle  n'est  point  indispensable  : 
ici,  au  contraire,  elle  est  strictement  nécessaire. 

Ayant  déterminé  avec  précision,  dans  cette  leçon,  le 
caractère  philosophique  du  calcul  des  fonctions  indi- 
rectes, d'après  les  principales  conceptions  fondamentales 
dont  il  est  susceptible,  il  me  reste  maintenant  à  consi- 
dérer, dans  la  leçon  suivante.,  la  division  rationnelle  et 
la  composition  générale  de  ce  calcul. 
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Tableau  général  du  calcul  des  fonctions  indirectes. 

Par  suite  des  considérations  exposées  dans  la  leçon 
précédente,  on  conçoit  que  le  calcul  des  fonctions  indi- 
rectes se  divise  nécessairement  en  deux  parties,  ou, 
pour  mieux  dire,  se  décompose  en  deux  calculs  tout-à- 
fait  distincts,  quoique,  par  leur  nature,  intimement 
liés;  suivant  qu'on  se  propose  de  trouver  les  relations 
entre  les  grandeurs  auxiliaires,  dont  l'introduction 
constitue  l'esprit  général  de  ce  calcul,  d'après  les  re- 
lations entre  les  grandeurs  primitives  correspondantes  ; 
ou  qu'on  cherche,  en  sens  inverse,  à  découvrir  ces 
équations  directes  d'après  les  équations  indirectes  éta- 
blies immédiatement.  Tel  est,  en  effet,  le  double  objet 
qu'on  a  continuellement  «>n  vue  dans  Tanalvse  trans- 
cendante. 

Ces  deux  calculs  ont  reçu  différents  noms,  selon  le 
point  de  vue  sous  lequel  a  été  envisagé  rensemble  de 
cette  analyse.  La  méthode  infinitésimale  proprement 
dite  étant  jusqu'ici  la  plus  usitée,  par  les  raisons  (|ue 
j'ai  discutées,  presque  tous  les  géomètres  du  continent 
emploient  habituellement,  pour  désigner  ces  deux  cal- 
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l  uIs,  k's  tl(''iiominatioiis  de  calcul  différentiel çtiAe  calcul 
intrijral,  elablies  par  Loibnilz,  et  qui  sont,  on  effet,  des 
eonséquences  très  rationnelles  de  sa  conception.  Newton, 
d'après  sa  méthode,  a  nommé  le  premier  le  calcul  des 
/lud  ions,  et  le  second  le  calcul  des  fluentes^  expressions 
communément  adoptées  en  Ang-leterre.  Enfin,  en  sui- 
vant la  théorie  éminemment  philosophique  fondée  par 
Lao range,  on  appellerait  l'un  le  calcul  des  fonctions  dé- 
rivées, et  l'autre  le  calcul  des  fonctions  primitives.  Je 
continuerai  à  me  servir  des  termes  de  Leihnitz,  comme 
plus  propres,  dans  notre  langue,  à  la  formation  des 
expressions  secondaires,  quoique  je  doive,  d'après  les 
explications  contenues  dans  la  leçon  précédente,  em- 
ployer concurremment  toutes  les  diverses  conceptions, 
en  me  rapprochant,  autant  que  possible,  de  celle  de  La- 
grange. 

Le  calcul  différentiel  est  évidemment  la  base  ration- 
nelle du  calcul  intégral.  Car  nous  ne  savons  et  ne  pou- 
vons savoir  intégrer  immédiatement  que  les  expressions 
différentielles  produites  par  la  différentiation  des  di- 
verses fonctions  simples  qui  constituent  les  éléments 
généraux  de  notre  analyse.  L'art  de  l'intégration  con 
siste  ensuite  essentiellement  à  ramener,  autant  que  pos- 
sible, tous  les  autres  cas  à  ne  dépendre  finalement  que 
de  ce  petit  nombre  d'intégrations  fondamentales. 

En  considérant  l'ensemble  de  l'analyse  transcendante, 
tel  que  je  l'ai  caractérisé  dans  la  leçon  précédente,  on 
ne  voit  pas  d'abord  quelle  peut  être  l'utilité  propre  du 
calcul  différentiel,  indépendamment  de  cette  relation 
nécessaire  avec  le  calcul  intégral,  qui  semble  devoir 
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être,  par  lui-même,  le  seul  directement  indispensable. 
En  effet,  l'élimination  des  infinitésimales  ou  des  déri- 
vées, introduites  comme  auxiliaires  pour  faciliter  l'éta- 
blissement des  équations,  constituant,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  l'objet  définitif  et  invariable  du  calcul 
des  fonctions  indirectes,  il  est  naturel  de  penser  que  le 
calcul  qui  enseig^ne  à  déduire  des  équations  entre  ces 
g-randeurs  auxiliaires,  celles  qui  ont  lieu  entre  les  gran- 
deurs primitives  elles-mêmes,  doit  strictement  suffire 
aux  besoins  généraux  de  l'analyse  transcendante^  sans 
qu'on  aperçoive,  au  premier  coup-d'œil,  quelle  part  spé- 
ciale et  constante  peut  avoir,  dans  une  telle  analyse,  la 
solution  de  la  question  inverse.  Ce  serait  abusivement 
que,  suivant  l'usage  ordinaire,  pour  expliquer  l'influence 
directe  et  nécessaire  propre  au  calcul  différentiel,  on  lui 
assignerait  la  destination  de  former  les  équations  diffé- 
rentielles, d'où  le  calcul  intégral  fait  parvenir  ensuite 
aux  équations  finies.  Car  la  formation  primitive  des 
équations  différentielles  n'est,  et  ne  peut  être,  à  propre- 
mentparler,  l'objet  d'aucun  calcul,  puisqu'elle  constitue, 
au  contraire,  par  sa  nature,  le  point  de  départ  indispen- 
sable de  tout  calcul  quelconque.  Comment,  en  particu- 
lier, le  calcul  différentiel  qui,  par  lui-même,  se  réduit  à 
enseigner  les  moyens  de  différentier  les  diverses  équa- 
tions, pourrait-il  être  un  procédé  général  pour  en  éta- 
blir? Ce  qui,  dans  toute  application  de  l'analyse  trans- 
cendante, facilite  en  effet  la  formation  des  équations, 
c'est  la  méthode  infinitésimale,  et  non  le  calcul  infinité- 
simal, qui  en  est  parfaitement  distinct,  quoiqu'en  étant 
le  complément  indispensable.  Une  telle  considération 

15 
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(l( MiiH'iail  (loue  une  fausse  idcc^  do  la  dostination  spé- 
ciale caraclérise  le  calcul  différentiel  dans  le  sys- 
tt'iue  i;éiiéral  de  l'analyse  transcendante. 

Mais  ce  serait,  néanmoins,  concevoir  bien  imparfaite- 
ineiil  la  vérilable  importance  propre  de  cette  première 
hrauche  du  calcul  des  fonctions  indirectes,  qne  d'y  voir 
seulement  un  simple  travail  préliminaire,  n'ayant 
d'aulre  objet  général  et  essentiel  que  de  préparer  au 
calcul  intégral  des  fondements  indispensables.  Comme 
les  idées  sont  ordinairement  confuses  à  'cet  égard,  je 
crois  devoir  expliquer  sommairement  ici  cette  impor- 
tante relation,  telle  que  je  la  conçois,  et  montrer  que, 
dans  chaque  application  quelconque  de  l'analyse  trans- 
cendante, une  première  part  directe  et  nécessaire  est 
constamment  assignée  au  calcul  différentiel. 

En  formant  les  équations  différentielles  d'un  phéno- 
mène quelconque^  il  est  bien  rare  qu'on  se  borne  à  in- 
troduire différentiellement  les  seules  g-randeurs  dont  on 
cherche  les  relations.  S'imposer  cette  condition,  ce  serait 
diminuer  inutilement  les  ressources  que  présente  l'ana- 
Ivse  transcendante  pour  l'expression  des  lois  mathéma- 
tiques des  phénomènes.  Le  plus  souvent  on  fait  entrer 
aussi  par  leurs  différentielles,  dans  ces  é(Juations  pre- 
mières, d'autres  g-randeurs,  dont  la  relation  est  déjà 
connue  ou  supposée  l'être,  et  sans  la  considération  des- 
quelles il  serait  fréquemment  impossible  d'établir  les 
équations.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  dans  le  pro- 
blème général  de  la  rectification  des  courbes,  l'équation 
différentielle 
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n'est  pas  seulement  établie  entre  la  fonction  cherchée  .s- 
et  la  variable  indépendante  x  à  laquelle  on  veut  la  rap- 
porter; mais  on  a  introduit  en  même  temps,  comme 
intermédiaires  indispensables,  les  différentielles  d'une 
ou  deux  autres  fonctions  y  et  qui  sont  au  nombre  des 
données  du  problème  ;  il  n'eût  pas  été  possible  de  former 
immédiatement  l'équation  entre  ds  et  dx^  qui  serait 
d'ailleurs  particulière  à  chaque  courbe  considérée.  lien 
est  de  même  pour  la  plupart  des  questions.  Or,  dans  ces 
cas,  il  est  évident  que  l'équation  différentielle  n'est  pas 
immédiatement  propre  à  l'intégration.  Il  faut,  aupara- 
vant, que  les  différentielles  des  fonctions  supposées 
connues,  qui  ont  été  employées  comme  intermédiaires, 
soient  entièrement  éliminées,  afin  que  les  équations  se 
trouvent  établies  entre  les  différentielles  des  seules  fonc- 
tions cherchées  et  celles  des  variables  réellement  indé- 
pendantes, après  quoi  la  question  ne  dépend  plus  effec- 
tivement que  du  calcul  intégral.  Or,  cette  élimination 
préparatoire  de  certaines  différentielles,  afin  de  réduire 
les  infinitésimales  au  plus  petit  nombre  possible,  est 
simplement  du  ressort  du  calcul  différentiel.  Car  elle 
doit  se  faire,  évidemment,  en  déterminant,  d'après  les 
équations  entre  les  fonctions  supposées  connues  prises 
pour  intermédiaires,  les  relations  de  leurs  différen- 
tielles, ce  qui  n'est  qu'une  question  de  différentiation. 
Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  des  rectifications,  il 
faudra  d'abord  calculer  (hj  ou  dy  et  dz,  en  différentiant 
l'équation  ou  les  équations  de  chaque  courbe  proposée; 
et  d'après  ces  expressions,  la  formule  différentielle  gé- 
nérale énoncée  ci-dessus  ne  contiendra  plus  que  ds  et 
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<l.i  :  (Mille  à  ce  point,  J  élimiiialioli  des  infinitési- 
males ne  peut  plus  être  achevée  que  par  Je  calcul  intégral. 

l'el  est  donc  l'office  général  nécessairement  propre 
au  calcul  différentiel  dans  la  solution  totale  des  ques- 
tions qui  exigent  l'emploi  de  l'analyse  transcendante  : 
préparer,  autant  que  possible,  l'élimination  des  infinité- 
simales, c'est-à-dire  réduire,  dans  chaque  cas,  les  équa- 
tions différentielles  primitives  à  ne  plus  contenir  que  les 
différentielles  des  variables  réellement  indépendantes  et 
celles  des  fonctions  cherchées,  en  faisant  disparaître, 
par  la  différentiation,  les  différentielles  de  toutes  les 
autres  fonctions  connues  qui  ont  pu  être  prises  pour  in- 
termédiaires lors  de  la  formation  des  équations  diffé- 
rentielles du  problème. 

Pour  certaines  questions,  qui,  quoique  en  petit  nom- 
bre, n'en  ont  pas  moins,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
tard,  une  très  grande  importance,  les  grandeurs  cher- 
chées se  trouvent  môme  entrer  directement,  et  non  par 
leurs  différentielles,  dans  les  équations  différentielles 
primitives,  qui  ne  contiennent  alors  différentiellement 
que  les  diverses  fonctions  connues,  employées  comme 
intermédiaires  d'après  l'explication  précédente.  Ces  cas 
sont,  de  tous,  les  plus  favorables,  car  il  est  évident  que 
le  calcul  différentiel  suffit  alors  entièrement  à  l'élimina- 
tion complète  des  infinitésimales,  sans  que  la  question 
puisse  donner  lieu  à  aucune  intégration.  C'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  dans  le  problème  des  tangentes, 
en  géométrie;  dans  celui  des  vitesses,  en  mécanique,  etc. 

Enfin,  plusieurs  autres  questions,  dont  le  nombre  est 
aussi  fort  petit,  mais  dont  l'importance  n'est  pas  moins 
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grande,  présentent  un  second  cas  d'exception,  qui  est, 
par  sa  nature,  exactement  l'inverse  du  précédent.  Ce 
sont  celles  où  les  équations  différentielles  se  trouvent 
être  immédiatement  propres  à  l'intégration ,  parce 
qu'elles  ne  contiennent,  dès  leur  première  formation, 
que  les  infinitésimales  relatives  aux  fonctions  cherchées 
ou  aux  variables  réellement  indépendantes,  sans  qu'on 
ait  été  obligé  d'introduire  différentiellement  d'autres 
fonctions  comme  intermédiaires.  Si ,  dans  ces  nou- 
veaux cas,  on  a  effectivement  employé  ces  dernières 
fonctions,  comme,  par  hypothèse,  elles  entreront  direc- 
tement et  non  par  leurs  différentielles,  l'algèbre  ordi- 
naire suffira  pour  les  éliminer,  et  réduire  la  question  à 
ne  plus  dépendre  que  du  calcul  intégral.  Le  calcul  diffé- 
rentiel n'aura  donc  alors  aucune  part  spéciale  à  la  solu- 
tion complète  du  problème,  qui  sera  tout  entière  du  res- 
sort du  calcul  intégral.  La  question  générale  des 
quadratures  en  offre  un  exemple  important,  car  l'équa- 
tion différentielle  étant  alors,  fJA—ydx,  deviendra  im- 
médiatement propre  à  l'intégration  aussitôt  qu'on  aura 
éliminé,  d'après  l'équation  de  la  courbe  proposée,  la 
fonction  intermédiaire  y,  qui  n'y  entre  point  différen- 
tiellement :  la  même  circonstance  a  lieu  pour  le  pro- 
blème des  cubatures,  et  pour  quelques  autres  aussi  es- 
sentiels. 

En  résultat  général  des  considérations  précédentes, 
il  faut  donc  partager  en  trois  classes  les  questions  ma- 
thématiques qui  exigent  l'emploi  de  l'analyse  transcen- 
dante :  la  première  classe  comprend  les  problèmes  sus- 
ceptibles d'être  entièrement  résolus  au  moyeu  du  seul 
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calcul  (linV'rcnli(»K  sans  aucun  hosoin  du  calcul  intégral; 
la  seconde,  ceux  qui  sont,  au  contraire,  entièrement  du 
ressort  du  calcul  intégral,  sans  que  le  calcul  différentiel 
ait  ancniH'  part  à  leur  solution;  enfin,  dans  la  troisième 
(>l  la  j)lus  étendue,  (jui  constitue  le  cas  normal,  les  deux 
anli'es  n'étant  (|ne  d'exception,  les  deux  calculs  ont  suc- 
cessivement une  part  distincte  et  nécessaire  à  la  solution 
complète  du  problème,  le  calcul  différentiel  faisant  su- 
l)ir  aux  équations  différentielles  primitives  une  prépa- 
ration indispensable  à  l'application  du  calcul  intégral. 
Telles  sont  exactement  les  relations  générales  de  ces 
deux  calculs,  dont  on  se  forme  communément  des  idées 
trop  peu  précises. 

Jetons  maintenant  un  coup  d'œil  général  sur  la  com- 
position rationnelle  de  chacun  d'eux,  en  commençant, 
comme  il  convient  évidemment,  par  le  calcul  différen- 
tiel. 

Dans  l'exposition  de  l'analyse  transcendante,  on  a 
l'habitude  de  mêler  à  la  partie  purement  analytique, 
qui  se  réduit  au  traité  abstrait  de  la  différentiation  et 
de  l'intégration,  l'étude  de  ses  diverses  applications  prin- 
cipales, surtout  de  celles  qui  concernent  la  géométrie. 
Cette  confusion  d'idées,  qui  est  une  suite  du  mode  effec- 
tif snivant  lequel  la  science  s'est  développée,  présente, 
sous  le  rapport  dogmatique,  de  graves  inconvénients  en 
ce  qu'elle  empêche  de  concevoir  convenablement,  soit 
l'analyse,  soit  la  géométrie.  Devant  considérer  ici  la  coor- 
dination la  plus  rationnelle  possible,  je  ne  comprendrai, 
dans  le  tableau  suivant,  que  le  calcul  des  fonctions  in- 
directes proprement  dit,  réservant,  pour  la  portion  de 
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ce  volume  relative  à  l'étude  philosophique  de  la  mathé- 
matique concrète,  l'examen  général  de  ses  grandes  ap- 
plications g-éométriques  et  mécaniques  (1). 

La  division  fondamentale  du  calcul  différentiel  pur,  ou 
du  traité  général  de  la  différentiation,  consiste  à  distin- 
guer deux  cas,  suivant  que  les  fonctions  analytiques 
qu'il  s'agit  de  différentier  sont  explicites  ou  implicites  ; 
d'où  deux  parties  ordinairement  désignées  par  les  noms 
de  différentiation  des  formules  et  différentiation  des 
équations.  Il  est  aisé  de  concevoir  à  priori  l'importance 
de  cette  classification.  En  effet,  une  telle  distinction  se- 
rait illusoire  si  l'analyse  ordinaire  était  parfaite,  c'est- 
à-dire,  si  l'on  savait  résoudre  algébriquement  toutes 
les  équations  ;  car  alors  il  serait  possible  de  rendre  ex- 
plicite toute  fonction  implicite;  et,  en  ne  la  différen- 
tiant  que  dans  cet  état,  la  seconde  partie  du  calcul  dif- 
férentiel rentrerait  immédiatement  dans  la  première, 
sans  donner  lieu  à  aucune  nouvelle  difficulté.  Mais  la 
résolution  algébrique  des  équations  étant,  comme  nous 
l'avons  vil,  encore  presque  dans  l'enfance,  et  ignorée 
jusqu'à  présent  pour  le  plus  grand  nombre  des  cas,  on 
comprend  qu'il  en  doit  être  tout  autrement;  puisqu'il 
s'agit  dès  lors^  à  proprement  parler,  de  différentier  une 
fonction  sans  la  connaître,  bien  qu'elle  soit  déterminée. 
La  différentiation  des  fonctions  implicites  constitue  donc, 
par  sa  nature,  une  question  vraiment  distincte  de  celle 

(1)  J'ai  établi  (Irpiiis  loiigtoiiips,  daus  luoii  enseigneinent  ordinaire 
de  l'analyse  transcendante,  l'ordre  que  je  vais  exposer.  Un  nouveau 
professeur  d'analyse  transcendante  à  l'Ecole  Polytechnique,  avec  lequel 
je  me  félicite  de  ni'ètre  rencontré,  M.  Mathieu,  ;i  adopté,  dans  son  cours 
de  cette  année,  une  marche  essentiellement  semblable. 
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(juc  |H  ('S(Milont  los  fonctions  explicites,  et  nécessairement 
plus  c(>ni|)li(piéo.  Ainsi  c'est  (évidemment  par  la  diffé- 
l  enliation  des  formules  qu'il  faut  commencer,  et  on  par- 
vient ensuite  à  ramener  généralement  à  ce  premier  cas 
la  différenlialion  des  équalions,  par  certaines  considé- 
iMtions  analytiques  invarial)!es,  que  je  ne  dois  pas  men- 
lionner  ici. 

Ces  deux  cas  généraux  de  la  différentiation  sont  en- 
core distincts  sous  un  autre  rapport  également  néces- 
saire, et  trop  important  pour  que  je  néglige  de  le  signa- 
ler. La  relation  obtenue  entre  les  différentielles  est 
constamment  plus  indirecte,  par  rapport  à  celle  des 
quantités  finies,  dans  la  différentiation  des  fonctions  im- 
plicites que  dans  celle  des  fonctions  explicites.  On  sait, 
en  effet,  d'après  les  considérations  présentées  par  La- 
grange  sur  la  formation  générale  des  équations  diffé- 
rentielles, que,  d'une  part,  la  même  équation  primitive 
peut  donner  lieu  à  un  plus  ou  moins  grand  nombre 
d'équations  dérivées  de  formes  très  diverses,  quoique, 
au  fond,  équivalentes,  suivant  celles  des  constantes  ar- 
bitraires que  l'on  élimine,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  la 
différentiation  des  formules  explicites;  et  que,  d'une 
autre  part,  le  système  infini  d'équations  primitives  dif- 
férentes qui  correspondent  à  une  même  équation  déri- 
vée présente  une  variété  analytique  bien  plus  profonde 
que  celle  des  diverses  fonctions  susceptibles  d'une 
même  différentielle  explicite,  et  qui  ne  se  distinguent 
les  unes  des  autres  que  par  un  terme  constant.  Les  fonc- 
tions implicites  doivent  donc  être  envisagées  comme 
étant  réellement  encore  plus  modifiées  par  la  différen- 
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tiation  que  les  fonctions  explicites.  Nous  retrouverons 
tout  à  l'heure  cette  considération  relativement  au  calcul 
intégral,  où  elle  acquiert  une  importance  prépondé- 
rante. 

Chacune  des  deux  parties  fondamentales  du  calcul 
différentiel  se  subdivise  elle-même  en  deux  théories 
très  distinctes,  suivant  qu'il  s'agit  de  différentier  des 
fonctions  à  une  seule  variable,  ou  des  fonctions  à  plu- 
sieurs variables  indépendantes.  Ce  second  cas  est,  par 
sa  nature,  lout-à-fait  distinct  du  premier,  et  présente 
évidemment  plus  de  complication,  même  en  ne  considé- 
rant que  les  fonctions  explicites,  et  à  plus  forte  raison 
pour  les  fonctions  implicites.  Du  reste,  l'un  se  déduit 
généralement  de  l'autre,  à  l'aide  d'un  principe  invariable 
fort  simple,  qui  consiste  à  regarder  la  différentielle 
totale  d'une  fonction  en  vertu  des  accroissements  simul- 
tanés des  diverses  variables  indépendantes  qu'elle  con- 
tient, comme  la  somme  des  différentielles  partielles  que 
produirait  l'accroissement  séparé  de  chaque  variable 
successivement,  si  toutes  les  autres  étaient  constantes. 
Il  faut,  d'ailleurs,  soigneusement  remarquer  à  ce  sujet 
une  notion  nouvelle  qu'introduit,  dans  le  système  de 
l'analyse  transcendante,  la  distinction  des  fonctions  à 
une  seule  variable  et  à  plusieurs  :  c'est  la  considération 
de  ces  diverses  fonctions  dérivées  spéciales,  relatives  à 
chaque  variable  isolément,  et  dont  le  nombre  croît  de 
plus  en  plus  à  mesure  que  l'ordre  de  la  dérivation 
s'élève,  et  aussi  quand  les  variables  sont  plus  multi- 
pliées. Il  en  résulte  que  les  relations  différentielles  pro- 
pres aux  fonctions  de  plusieurs  variables  sont,  par  leur 
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iialnic,  cl  hiiMi  pins  iiulireclos,  cl  siiil  oui,  beaucoup  plus 
iii(l('l(Mniiiu'M's  ([Hc  ('('ll(»s  rolativcs  aux  fonctions  d'une 
senle  vaiiahle.  (lela  est  j)i'inci])alemcnt  sensible  pour 
les  lonclioiis  iinpiiciles  on,  au  lien  des  simples  cons- 
lanles  aibilraii'es  (pie  l'éliminalion  fail  disparaîlre 
(piand  on  forme  b^s  équations  différenlieNes  propres 
anx  b)n('lions  d'une  seule  variable,  ce  sont  des  fonctions 
arbiliaires  des  variables  proposées  qui  se  trouvent  éli- 
minées, d'où  doivent  résulter,  lors  des  intégrations,  des 
difficultés  spéciales. 

Enfin,  pour  compléter  ce  tableau  sommaire  des  di- 
verses parties  essentielles  du  calcul  différentiel  propre- 
ment dit,  je  dois  ajouter  que,  dans  la  différentiation  des 
fonctions  implicites,  soit  à  une  seule  variable,  soit  à  plu- 
sieurs, il  faut  encore  distinguer  le  cas  où  il  s'agit  de 
différentier  à  la  fois  diverses  fonctions  de  ce  genre,  mê- 
lées dans  certaines  équations  primitives,  de  celui  où 
toutes  ces  fonctions  sont  séparées. 

Les  fonctions  sont  évidemment,  en  effet,  encore  plus 
implicites  dans  le  premier  cas  que  dans  le  second,  si 
l'on  considère  que  la  même  imperfection  de  l'analyse 
ordinaire,  qui  empcclie  de  convertir  toute  fonction  im- 
plicite en  une  fonction  explicite  équivalente,  ne  permet 
pas  davantage  de  séparer  les  fonctions  qui  entrent  si- 
multanément dans  un  système  quelconque  d'équations; 
il  s'agit  alors  de  différentier,  non  seulement  sans  savoir 
résoudre  les  équations  primitives,  mais  même  sans 
pouvoir  effectuer  entre  elles  les  éliminations  convena- 
bles, ce  qui  constitue  une  nouvelle  difficulté. 

Tels  sont  donc  l'encbainement  naturel  et  la  distribu- 
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tion  rationnelle  des  diverses  théories  principales  dont 
se  compose  le  traité  général  de  la  différentiation.  On 
voit  que,  la  différentiation  des  fonctions  implicites  se 
déduisant  de  celles  des  fonctions  explicites  par  un  seul 
principe  constant,  et  la  différentiation  des  fonctions  à 
plusieurs  variables  se  ramenant,  par  un  autre  principe 
fixe,  à  celle  des  fonctions  à  une  seule  variable,  tout  le 
calcul  différentiel  se  trouve  reposer,  en  dernière  ana- 
lyse, sur  la  différentiation  des  fonctions  explicites  à  une 
seule  variable^  la  seule  qui  s'exécute  jamais  directe- 
ment. Or,  il  est  aisé  de  concevoir  que  cette  première 
théorie,  base  nécessaire  du  système  entier,  consiste  sim- 
plement dans  la  différentiation  des  dix  fonctions  sim- 
ples, qui  sont  les  éléments  uniformes  de  toutes  nos 
combinaisons  analytiques,  et  dont  j'ai  présenté  le  ta- 
bleau (4"  leçon,  page  141).  Car  la  différentiation  des 
fonctions  composées  se  déduit  évidemment,  d'une  ma- 
nière immédiate  et  nécessaire,  de  celle  des  fonctions 
simples  qui  les  constituent.  C'est  donc  à  la  connaissance 
de  ces  dix  différentielles  fondamentales,  et  à  celle  des 
deux  principes  généraux,  ci-dessus  mentionnés,  qui  y 
ramènent  tous  les  autres  cas  possibles,  que  se  réduit,  à 
proprement  parler,  tout  le  traité  de  la  différentiation. 
On  voit,  par  la  combinaison  de  ces  diverses  considéra- 
tions, combien  est  à  la  fois  simple  et  parfait  le  système 
entier  du  calcul  différentiel  proprement  dit.  il  constitue 
certainement,  sous  le  rapport  logique,  le  spectacle  le 
plus  intéressant  que  l'analyse  mathématique  puisse  pré- 
senter à  notre  intelligence. 

Le  tableau  général  que  je  viens  d'esquisser  sommai- 
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iiMiKMil  (tffVirail,  néanmoins,  uno  lacune  essentielle,  si 
j»'  iriii(li(jnais  ici  distinctement  uno  dernière  théorie,  qui 
tonne,  par  sa  nature,  le  complément  indispensable  du 
traité  de  la  différentiation.  C'est  celle  qui  a  pour  objet  la 
transformation  constante  des  fonctions  dérivées,  en  ré- 
sultat des  changements  déterminés  de  variables  indé- 
pendantes, d'où  résulte  la  possibilité  de  rapporter  à  de 
nouvelles  variables  toutes  les  formules  différentielles 
générales  établies  primitivement  pour  d'autres.  Cette 
question  est  maintenant  résolue  de  la  manière  la  plus 
complète  et  la  plus  simple,  comme  toutes  celles  dont  se 
compose  le  calcul  différentiel.  On  conçoit  aisément  l'im- 
portance générale  qu'elle  doit  avoir  dans  les  applica- 
tions quelconques  de  l'analyse  transcendante,  dont  elle 
peut  être  considérée  comme  augmentant  les  ressources 
fondamentales,  en  permettant  de  choisir,  pour  former 
d'abord  plus  aisément  les  équations  différentielles,  le 
système  de  variables  indépendantes  qui  paraîtra  le  plus 
avantageux,  bien  qu'il  ne  doive  pas  être  maintenu  plus 
tard.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  plupart  des  ques- 
tions principales  de  la  géométrie  se  résolvent  beaucoup 
plus  aisément  en  rapportant  les  lignes  et  les  surfaces  à 
des  coordonnées  rectilignes,  et  qu'on  peut  néanmoins 
être  conduit  à  les  appliquer  à  des  formes  exprimées 
analytiquement  à  l'aide  de  coordonnées  polaires^  ou  de 
toute  autre  manière.  On  pourra  commencer  alors  la  so- 
lution différentielle  du  problème  en  employant  toujours 
le  système  rectiligne,  mais  seulement  comme  un  inter- 
médiaire, d'après  lequel,  par  la  théorie  générale  que 
nous  avons  en  yue  ici,  on  passera  au  système  définitif, 
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qu'il  eût  été  quelquefois  impossible  de  considérer  direc- 
tement. 

Dans  la  classification  rationnelle  que  je  viens  d'expo- 
ser pour  l'ensemble  du  calcul  différentiel,  on  serait 
naturellement  tenté  de  signaler  une  omission  grave, 
puisque  je  n'ai  pas  sous-divisé  chacune  des  quatre  par- 
lies  essentielles  d'après  une  autre  considération  géné- 
rale, qui  semble  d'abord  fort  importante  en  elle-même, 
celle  de  l'ordre  plus  ou  moins  élevé  de  la  différentia- 
tion.  Mais  il  est  aisé  de  comprendre  que  cette  distinction 
n'a  aucune  inlluence  réelle  dans  le  calcul  différentiel, 
en  ce  qu'elle  n'y  donne  lieu  à  aucune  difficulté  nouvelle. 
En  effet,  si  le  calcul  différentiel  n'était  pas  rigoureuse- 
ment complet,  c'est-à-dire,  si  on  ne  savait  point  diffé- 
rentier  indistinctement  toute  fonction  quelconque,  la  dif- 
férentiation  au  second  ordre,  ou  à  un  ordre  supérieur, 
de  chaque  fonction  déterminée,  pourrait  engendrer  des 
difficultés  spéciales.  Mais  la  parfaite  universalité  du 
calcul  différentiel  donne  évidemment  l'assurance  de 
pouvoir  différentier  à  un  ordre  quelconque  toutes  les 
fonctions  analytiques  connues,  la  question  se  réduisant 
sans  cesse  à  une  différentiation  au  premier  ordre,  suc- 
cessivement redoublée.  Ainsi^  la  considération  des  di- 
vers ordres  de  différentielles  peut  bien  donner  naissance 
à  de  nouvelles  remarques  plus  ou  moins  importantes, 
surtout  en  ce  qui  concerne  la  formation  des  équations 
différentielles,  et  les  dérivées  partielles  successives  des 
fonctions  à  plusieurs  variables.  Mais  elle  ne  saurait, 
évidemment,  constituer  aucun  nouveau  problème  gé- 
néral dans  le  traité  de  la  différentiation.  Nous  verrons 


2:^8  PHILOSOPHIE  PO&ITIVE 

htiil-;i  riuMii'c  ('('lUMlisliiiclioii,  (jiii  n'a,  pour  ainsi 
(liic,  aucune  iinpoiiancc  dans  le  calcul  (lifforeiitiel,  en 
accjuici  l,  au  couli'airc,  iino  1res  grande  dans  le  calcul 
intégral,  en  veiiu  de  l'extrême  imperfection  de  ce  der- 
niei'  calcul. 

Enfin,  quoique  j'aie  cm,  en  thèse  générale,  ne  devoir 
inill(Muent  (M)visager  en  ce  moment  les  diverses  applica- 
tions principales  du  calcul  différentiel,  il  convient  néan- 
moins de  faire  une  exception  pour  celles  qui  consistent 
dans  la  solution  de  questions  purement  analytiques,  qui 
doivent,  en  effet,  être  rationnellement  placées  à  la  suite 
duliailéde  la  différentiation proprement  dite,  à  cause  de 
riiomog^énéité  évidente  des  considérations.  Ces  ques- 
tions peuvent  se  réduire  à  trois  essentielles:  V  le  déve- 
loppement en  séries  des  fonctions  à  une  seule  ou  à  plu- 
sieurs variables,  ou,  plus  généralement,  la  transforma- 
lion  des  fonctions,  qui  constitue  la  plus  belle  et  la  plus 
importante  application  du  calcul  différentiel  à  l'analyse 
g-énérale,  et  qui  comprend,  outre  la  série  fondamentale 
découverte  par  Taylor,  les  séries  si  remarquables  trou- 
vées par  Maclaurin,  par  Jean  Bernouilli,  par  La- 
grange,  etc.;  2°  la  théorie  générale  des  valeurs  maxima 
et  minima  pour  les  fonctions  quelconques  à  une  seule  ou 
à  plusieurs  variables,  un  des  plus  intéressants  problèmes 
que  puisse  présenter  l'analyse,  quelque  élémentaire 
qu'il  soit  devenu  aujourd'hui^  et  à  la  solution  complète 
du(|uel  le  calcul  différentiel  s'applique  très  naturelle- 
ment; 3"  enfin,  la  détermination  générale  de  la  vraie 
valeur  des  fonctions  qui  se  présentent  sous  une  appa- 
rence indéterminée  pour  certaines  hypothèses  faites 
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sur  les  valeurs  des  variables  correspondantes,  ce  qui  est 
le  problème  le  moins  étendu  et  le  moins  important  des 
trois,  quoiqu'il  mérite  d'être  noté  ici.  La  première  ques- 
tion est,  sans  contredit,  la  principale  sous  tous  les  rap- 
ports :  elle  est  aussi  la  plus  susceptible  d'acquérir  dans 
la  suite  une  extension  nouvelle,  surtout  en  concevant, 
d'une  manière  plus  large  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici,  l'em- 
ploi du  calcul  différentiel  pour  la  transformation  des 
fonctions,  au  sujet  de  laquelle  Lagrange  a  laissé  quel- 
ques indications  précieuses,  qui  n'ont  encore  été  ni  gé- 
néralisées ni  suivies. 

Je  regrette  beaucoup  d'être  obligé,  par  les  limites  né- 
cessaires de  cet  ouvrage,  de  me  borner  à  des  considéra- 
tions sommaires  aussi  insuffisantes  sur  tous  les  divers 
sujets  que  je  viens  de  passer  en  revue,  et  qui  compor- 
leraient,  par  leur  nature,  des  développements  beaucoup 
plus  étendus,  en  continuant  toujours  néanmoins  à  rester 
dans  les  généralités  qui  sont  le  sujet  propre  de  ce  cours. 
Je  passe  maintenant  à  l'exposition  également  rapide  du 
tableau  systématique  du  calcul  intégral  proprement  dit, 
c'est-à-dire  du  traité  abstrait  de  l'intégration. 

ha  division  fondamentale  du  calcul  intégral  est  fondée 
sur  le  même  principe  que  celle  ci-dessus  exposée  pour  le 
calcul  différentiel,  en  distinguant  l'intégration  des  for- 
mules différentielles  explicites,  et  l'intégration  des  dif- 
férentielles implicites,  ou  des  équations  différentielles. 
La  séparation  de  ces  deux  cas  est  môme  bien  plus  pro- 
fonde relativement  à  l'intégration,  que  sous  le  simple 
rapport  de  la  différentiation.  Dans  le  calcul  différentiel, 
en  effet,  cette  distinction  ne  repose,  comme  nous 
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r;i\(Mis  Ml,  sur  l'cxt renie  imperfection  do  l'analyse 
ordinaire.  Mais,  an  contraire,  il  est  aisé  de  voir  que, 
•juand  même  tontes  h^s  équations  seraient  résolues  algé- 
lM'i(|nement,  les  équations  différentielles  n'en  constitue- 
raient pas  moins  un  cas  d'intégration  tout-à-fait  distinct 
de  celui  que  présentent  les  formules  différentielles  expli- 
cites. (]ar,  en  se  bornant,  par  exemple,  au  premier  ordre 
et  à  une  fonction  unique  //  d'une  seule  variable  pour 
plus  de  simplicité,  si  l'on  suppose  résolue,  par  rapporta 

une  équation  différentielle  quelconque  entre  x,  y  et 

l'expression  de  la  fonction  dérivée  se  trouvant  alors 

contenir  généralement  la  fonction  primitive  elle-même 
qui  est  l'objet  de  la  recherche,  la  question  d'intégration 
n'aurait  nullement  changé  dénature,  et  la  solution  n'au- 
rait fait  réellement  d'autre  progrès  que  d'avoir  amené 
l'équation  différentielle  proposée  à  ne  plus  être  que  du 
premier  degré  relativement  à  la  fonction  dérivée,  ce  qui 
est,  en  soi,  de  peu  d'importance.  La  différentielle  n'en 
serait  donc  pas  moins  déterminée  d'une  manière  à  peu 
près  aussi  implicite  qu'auparavant,  sous  le  rapport  de 
l'intégration,  qui  continuerait  à  présenter  essentielle- 
ment la  même  difficulté  caractéristique.  La  résolution 
algébrique  des  équations  ne  pourrait  faire  rentrer  le  cas 
que  nous  considérons  dans  la  simple  intégration  des  dif- 
férentielles explicites,  que  dans  les  occasions  très  parti- 
culières 011  l'équation  différentielle  proposée  ne  contien- 
drait point  la  fonction  primitive  elle-même,  ce  qui  per- 
mettrait, par  conséquent,  en  la  résolvant,  de  trouver  ^ 
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en  fonction  de  x  seulement,  et  de  réduire  ainsi  la  ques- 
tion aux  quadratures. 

La  considération  que  je  viens  d'indiquer  pour  les 
équations  différentielles  les  plus  simples  aurait  évidem- 
ment encore  plus  d'importance  pour  celles  des  ordres 
supérieurs  ou  qui  contiendraient  simultanément  diverses 
fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Ainsi, 
l'intégration  des  différentielles  qui  ne  sont  déterminées 
qu'implicitement  constitue  par  sa  nature,  et  sans  aucun 
égard  à  l'état  de  Talgèbre,  un  cas  entièrement  dis- 
tinct de  celui  relatif  aux  différentielles  explicitement 
exprimées  en  fonction  des  variables  indépendantes. 
L'intégration  des  équations  différentielles  est  donc  né- 
cessairement plus  compliquée  que  celle  des  différen- 
tielles explicites,  par  l'élaboration  desquelles  le  calcul 
intégral  a  pris  naissance,  et  dont  ensuite  on  s'est  efforcé 
de  faire,  autant  que  possible,  dépendre  les  autres.  Tous 
les  divers  procédés  analytiques  proposés  jusqu'ici  pour 
intégrer  les  équations  différentielles,  soit  la  séparation 
des  variables,  soit  la  métbode  des  multiplicateurs,  etc., 
ont  en  effet  pour  but  de  ramener  ces  intégrations  à  celles 
des  formules  différentielles,  la  seule  qui,  par  sa  nature, 
puisse  être  entreprise  directement.  Malheureusement, 
quelqu'imparfaite  que  soit  jusqu'ici  cette  base  néces- 
saire de  tout  le  calcul  intégral,  l'art  d'y  réduire  l'inté- 
gration d(îs  équations  différentielles  est  encore  bien 
moins  avancé. 

Chacune  de  ces  deux  branches  fondamentales  du 
calcul  intégral  se  sous-divise  ensuite  en  deux  autres, 
comme  dans  le  calcul  différentiel,  et  par  des  motifs  exac- 

16 
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IciiKMil  aïKiloi^uos  ((jiir  j('  1110  (lis[)onsorai,  par  consé- 
(|U('nL  (le  i't'j)ro(liiiro),  suivant  que  l'on  considère  des 
(oiiclions  ;i  une  variable  ou  des  fonctions  à  plusieurs 
vaiiatiles  indépendantes.  Je  ferai  seulement  observer 
(jue  celle  distinction  est,  comme  la  précédente,  encore 
|)liis  iniporlanle  pour  l'intégration  que  pour  la  différen- 
lialinii.  ('.(da(»st  surtout  remarquable,  relativement  aux 
é(|uulions  différenlielles.  En  effet,  celles  qui  se  rappor- 
lenl  à  plusieurs  variables  indépendantes  peuvent  évi- 
demment présenter  cette  difficulté  caractéristique,  et 
d'nn  ordre  bien  plus  élevé,  que  la  fonction  cherchée  soit 
définie  différentiellement  par  une  simple  relation  entre 
ses  diverses  dérivées  spéciales  relatives  aux  différentes 
variables  prises  séparément.  De  là  résulte  la  branche  la 
plus  difficile,  et  aussi  la  plus  étendue  du  calcul  intégral, 
ce  qu'on  nomme  ordinairement  le  calcul  intcgral  aux 
(liff'crences  partielles^  créé  par  d'Alembert,  et  dans 
lequel,  suivant  la  juste  appréciation  de  Lagrange,  les 
géomètres  auraient  dù  voir  réellement  un  calcul  nou- 
veau, dont  le  caractère  philosophique  n'est  pas  assez 
exactement  jugé.  Une  diffe^rence  très  saillante  entre  ce 
cas  et  celui  des  équations  à  une  seule  variable  indépen- 
dante consiste,  comme  je  l'ai  observé  ci-dessus,  dans 
les  fonctions  arbitraires  qui  remplacent  les  simples 
constantes  arbitraires  pour  donner  aux  intégrales  cor- 
respondantes toute  la  généralité  convenable. 

A  peine  ai-je  besoin  de  dire  que  cette  branche  supé- 
rieure de  l'analyse  transcendante  est  encore  entièrement 
dans  l'enfance,  puisque,  seulement  dans  le  cas  le  plus 
simple,  celui  d'une  équation  du  premier  ordre  entre  les 
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dérivées  partielles  d  une  seule  fonction  à  deux  variables 
indépendantes,  on  ne  sait  point  même  jusqu'ici  complè- 
tement ramener  l'intégration  à  celle  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires.  L'inlég-ration  relative  aux  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  est  beaucoup  plus  avancée, 
dans  le  cas,  infiniment  plus  simple,  à  la  vérité,  où  il  ne 
s'agit  que  des  formules  différentielles  explicites.  On  sait 
alors,  en  effet,  quand  ces  formules  remplissent  les  condi- 
tions convenables  d'intégrabilité,  réduire  constamment 
leur  intégration  aux  quadratures. 

Une  nouvelle  distinction  générale,  applicable,  comme 
sous-division,  à  l'intégration  des  différentielles  expli- 
cites ou  implicites,  à  une  seule  variable  ou  à  plusieurs, 
se  tire  de  l'ordre  plus  ou  moins  élevé  des  différentiations, 
qui  ne  donne  lieu  à  aucune  question  spéciale  dans  le 
calcul  différentiel,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué. 

Relativement  aux  différentielles  explicites,  soit  à  une 
variable,  soit  à  plusieurs,  la  nécessité  de  distinguer  leurs 
divers  ordres  ne  tient  qu'à  Textréme  imperfection  du 
calcul  intégral.  En  effet,  si  l'on  savait  constamment 
intégrer  toute  formule  différentielle  du  premier  ordre, 
l'intégration  d'une  formule  du  second  ordre  ou  de  tout 
autre  ne  constituerait  point,  évidemment,  une  question 
nouvelle,  puisqu'en  Tintegi  ant  d'abord  au  premier  ordi  e, 
on  parviendrait  à  l'expression  différentielle  de  Tordre 
immédiatement  précédent,  d'où,  par  une  suite  conve- 
nable d'intégrations  analogues,  on  serait  certain  de 
remonter  finalement  à  la  fonction  primitive,  objet 
propre  d'un  tel  travail.  Mais  le  peu  de  connaissances  que 
nous  possédons  sur  les  intégrations  premières  fait  qu'il 
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n'en  (vsl  jxunt  ainsi  cl  (\uo  l'ordre  plus  ou  moins  élevé 
tics  (lilTcrcnliellos  engendre  des  difficultés  nouvelles, 
Oiiw  ayant  des  formules  différentielles  d'un  ordre  quel- 
oonqiK^  supérieur  au  premier,  il  peut  arriver  qu'on  sache 
les  inU'grer  une  première  fois  ou  plusieurs  fois  de  suite, 
el  (jue,  néanmoins,  on  ne  puisse  remonter  ainsi  aux 
fonctions  primitives,  si  ces  travaux  préliminaires  ont 
produit,  pour  les  différentielles  d'un  ordre  inférieur,  des 
expressions  dont  les  intégrales  ne  sont  pas  connues. 
Cette  circonstance  doit  se  présenter  d'autant  plus  fré- 
quemment, le  nombre  des  intégrales  connues  étant 
encore  fort  petit,  que  ces  intégrales  successives  sont 
généralement,  comme  on  sait,  des  fonctions  très  diffé- 
rentes des  dérivées  qui  les  ont  engendrées. 

Par  rapport  aux  différentielles  implicites,  la  distinction 
des  ordres  est  encore  plus  importante  ;  car,  outre  le 
motif  précédent,  dont  l'influence  est  évidemment  ici  ana- 
logue, et  même  à  un  plus  haut  degré,  il  est  aisé  de  sentir 
que  l'ordre  supérieur  des  équations  différentielles  donne 
lieu  nécessairement  k  des  questions  d'une  nature  nou- 
velle. En  effet,  sût-on  même  intégrer  indistinctement 
toute  équation  du  premier  ordre  relative  à  une  fonction 
unique,  cela  ne  suffirait  point  pour  faire  obtenir  l'inté- 
grale définitive  d'une  équation  d'un  ordre  quelconque, 
toute  équation  différentielle  n'étant  pas  réductible  à 
celle  d'un  ordre  immédiatement  inférieur.  Si  l'on  a,  par 
exemple,  pour  déterminer  une  fonction  //  de  la  variable 

X,  une  relation  quelconque  entre      y,  ^  et  on 

n'en  pourra  point  déduire  immédiatement,  en  effectuant 
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une  première  intégration,  la  relation  différentielle  cor- 
respondante entre  x,  y  et  d'où,  par  une  seconde  inté- 
gration, on  remonterait  à  l'équation  primitive.  Cela  n'au- 
rait lieu  nécessairement,  du  moins  sans  introduire  de 
nouvelles  fonctions  auxiliaires^  que  si  l'équation  du  se- 
cond ordre  proposée  ne  contenait  point  la  fonction  cher- 
chée //,  concurremment  avec  ses  dérivées.  En  thèse 
générale,  les  équations  différentielles  devront  donc 
réellement  être  envisagées  comme  présentant  des  cas 
d'autant  plus  implicites  que  leur  ordre  est  plus  élevé,  et 
qui  ne  pourront  rentrer  les  uns  dans  les  autres  que  par 
des  méthodes  spéciales,  dont  la  recherche  constitue,  par 
conséquent,  une  nouvelle  classe  de  questions  à  l'égard 
desquelles  on  ne  sait  jusqu'ici  presque  rien,  même  pour 
les  fonctions  d'une  seule  variable  (1). 

Au  reste,  quand  on  examine,  d'une  manière  très  appro- 
fondie, cette  distinction  des  divers  ordres  d'équations 
différentielles,  on  trouve  qu'elle  pourrait  rentrer  cons- 
tamment dans  une  dernière  distinction  générale,  relative 
aux  équations  différentielles,  que  j'ai  encore  à  signaler. 
En  effet,  les  équations  différentielles  à  une  seule  ou  à 
plusieurs  variables  indépendantes  peuvent  ne  contenir 
simplement  qu'une  seule  fonction  ou  bicn^  dans  un  cas 
évidemment  plus  compliqué  et  plus  implicite  qui  corres- 
pond à  la  différentiation  des  fonctions  implicites  simul- 

[\)  Le  seul  cas  important  de  ce  genre  qui  ait  été  complètement  traité 
jusqu'ici  est  l'intégration  générale  des  équations  linéaires  d'un  ordre 
quelconque,  à  coetïicients  constants.  Encore  se  trouve-t-elle  dépendre 
finalement  de  la  résolution  algébrique  des  équations  d'un  degré  égal  à 
l'ordre  de  la  ditîérentiation. 
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lances,  on  |mmiI  a\(»ir  à  (lélciiiiiiicr  en  mémo  Icnips  plu- 
siciiis  fonclioiis  d'apirs  des  oquaLions  différeiitiolles  où 
•  'Iles  se  lionvciil  mêlées,  coiiciii-iemmoul  avec  leurs  di- 
\ erses  dérivées.  Il  est  clair  qu'un  lel  état  de  la  question 
présente  Tîércssairement une  nouvelle  difficulté  spéciale, 
(M'Ile  d'elahlir  la  séparatioji  des  différentes  fonctions 
clKMcliées,  en  formant  pour  chacune,  d'après  les  équa- 
lioiis  différentielles  proposées,  une  équation  différen- 
lielle  isolée  qui  ne  contienne  plus  les  autres  fonctions  ni 
leurs  dérivées.  Ce  travail  préliminaire,  qui  est  l'ana- 
logue de  l'élimination  en  algèbre,  est  évidemment  indis- 
pensable avant  de  tenter  aucune  intégration  directe, 
puisqu'on  ne  peut  entreprendre  généralement,  à  moins 
d'artifices  spéciaux  très  rarement  applicables,  de  déter- 
miner immédiatement  à  la  fois  plusieurs  fonctions  dis- 
tinctes. Or,  il  est  aisé  d'établir  la  coïncidence  exacte  et 
nécessaire  de  cette  nouvelle  distinction  avec  la  précé- 
dente, relative  à  l'ordre  des  équations  différentielles.  On 
sait,  en  effet,  que  la  méthode  générale  pour  isoler  les 
fonctions  dans  les  équations  différentielles  simultanées 
consiste  essentiellement  à  former  des  équations  diffé- 
rentielles, séparément  relatives  à  chaque  fonction,  et  dont 
l'ordre  est  égal  à  la  somme  de  tous  ceux  des  diverses 
équations  proposées.  Cette  transformation  peut  s'ef- 
fectuer constamment.  D'un  autre  côté,  toute  équation 
différentielle  d'un  ordre  quelconque  relative  à  une  seule 
fonction  pourrait  évidemment  se  ramener  toujours  au 
premier  ordre,  en  introduisant  un  nombre  convenable 
d'équations  différentielles  auxiliaires,  contenant  simul- 
tanément les  diverses  dérivées  antérieures  considérées 
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comme  nouvelles  fonctions  à  déterminer.  Ce  procédé  a 
même  été  quelquefois  employé  avec  succès,  quoique,  en 
général,  il  ne  soit  pas  normal.  Ce  sont  donc  deux  genres 
de  conditions  nécessairement  équivalents,  dans  la  théorie 
générale  des  équations  différentielles,  que  la  simulta- 
néité d'un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  fonctions,  et 
l'ordre  de  différentiation  plus  ou  moins  élevé  d'une  fonc- 
tion unique.  En  augmentant  l'ordre  des  équations  dif- 
férentielles, on  peut  isoler  toutes  les  fonctions;  et,  en 
multipliant  artificiellement  le  nombre  des  fonctions,  on 
peut  ramener  toutes  les  équations  au  premier  ordre.  Il 
n'y  a,  par  conséquent,  dans  Tun  et  l'autre  cas,  qu'une 
même  difficulté,  envisagée  sous  deux  points  cle  vue  dif- 
férents. Mais,  de  quelque  manière  qu'on  la  conçoive, 
cette  nouvelle  difficulté  commune  n'en  est  pas  moins 
réelle  et  n'en  constitue  pas  moins,  par  sa  nature,  une 
séparation  tranchée  entre  l'intégration  des  équations  du 
premier  ordre  et  celle  des  équations  d'un  ordre  supé- 
rieur. Je  préfère  indiquer  la  distinction  sous  cette  der- 
nière forme,  comme  plus  simple,  plus  générale  et  plus 
rationnelle. 

D'après  les  diverses  considérations  indiquées  ci-des- 
sus sur  l'enchaînement  rationnel  des  différentes  parties 
principales  du  calcul  intégral,  on  voit  que  l'intégration 
des  formules  différentielles  explicites  du  premier  ordre  à 
une  seule  variable  est  la  base  nécessaire  de  toutes  les 
autres  intégrations,  qu'on  ne  parvient  jamais  à  effectuer 
qu'autant  (ju'on  peut  les  faire  rentrer  dans  ce  cas  élé- 
mentaire, le  seul  évidemment  qui,  par  sa  nature,  soit 
susceptible  d'être  traité  directement.  Cette  intégration 
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simple  cl  f'oiHlaiiKMitaU^  osl  soiivfMil  désig'iK^c  par  l'ex- 
prossioii  (  (Miuiiodo  de  quadratures,  alieiidii  que  toute 
intégrale  de  ce  genre  /  f  (x)  dx,  peut,  en  effet,  être  en- 
visagée comiTie  représentant  l'aire  d'une  courbe  dont 
l'iNjual ion  en  coordonnées  rectilignes  serait  // =  f  (x). 
l  ne  lelle  classe  de  queslions  correspond,  dans  le  calcul 
differenliel,  au  cas  élémentaire  de  la  différentiation  des 
fondions  explicites  à  une  seule  variable.  Mais  la  ques- 
tion intégrale  est,  par  sa  nature,  bien  autrement  com- 
pliquée et  surtout  beaucoup  plus  étendue  que  la  ques- 
lion  différentielle,  (lelle-ci  se  réduit  nécessairement,  en 
effet,  comme  nous  l'avons  vu,  k  la  différentiation  des  dix 
fonctions  simples,  éléments  de  toutes  celles  que  l'ana- 
lyse considère.  Au  contraire,  l'intégration  des  fonctions 
composées  ne  se  déduit  point  nécessairement  de  celle  des 
fonctions  simples,  dont  cliaque  nouvelle  combinaison 
doit  présenter,  sous  le  rapport  du  calcul  intégral,  des 
difficultés  spéciales.  Delà,  l'étendue  naturellement  indé- 
finie et  la  complication  si  variée  de  la  question  des  qua- 
dratures, sur  laquelle,  malgré  tous  les  efforts  des  ana- 
lystes, on  possède  encore  si  peu  de  connaissances  com- 
plètes. 

En  décomposant  cette  question,  comme  il  est  naturel 
de  le  faire,  suivant  les  diverses  formes  que  peut  affecter 
la  fonction  dérivée,  on  distingue  d'abord  le  cas  des 
fonctions  algébriques,  et  ensuite  celui  des  fonctions 
transcendantes.  L'intégration  vraiment  analytique  de  ce 
dernier  ordre  d'expressions  est  jusqu'ici  fort  peu  avan- 
cée, soit  pour  les  fonctions  exponentielles,  soit  pour  les 
fonctions  logarithmiques,  soit  pour  les  fonctions  circu- 
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laires.-  On  n'a  traité  encore  qu'un  très  petit  nombre  de 
cas  de  ces  trois  divers  genres,  en  les  clioisissant  parmi 
les  plus  simples,  qui  conduisent  môme  ordinairement  à 
des  calculs  extrêmement  pénibles.  Ce  que  nous  devons 
surtout  remarquer  à  ce  sujet  sous  le  rapport  philoso- 
phique, c'est  que  les  divers  procédés  de  quadrature  ne 
tiennent  à  aucune  vue  générale  sur  l'intégration,  et  con- 
sistent en  de  simples  artifices  de  calcul  fort  incohérents 
entre  eux,  et  dont  le  nombre  est  très  multiplié,  à  cause 
de  l'étendue  très  bornée  de  chacun  d'eux.  Je  dois  cepen- 
dant signaler  ici  un  de  ces  artifices  qui,  sans  être  réelle- 
ment une  méthode  d'intégration,  est  néanmoins  remar- 
quable par  sa  généralité  :  c'est  le  procédé  inventé  par 
Jean  Bernouilli,  et  connu  sous  le  nom  de  Y  intégration 
par  parties^  d'après  lequel  toute  intégrale  peut  être  ra- 
menée à  une  autre,  qui  se  trouve  quelquefois  être  plus 
facile  à  obtenir.  Cette  ingénieuse  relation  mérite  d'être 
notée  sous  un  autre  rapport,  comme  ayant  offert  la  pre- 
mière idée  de  cette  transformation  les  unes  dans  les  au- 
tres des  intégrales  encore  inconnues,  qui  a  reçu  dans  ces 
derniers  temps  une  plus  grande  extension ,  et  dont 
M.  Fourier  surtout  a  fait  un  usage  si  nouveau  et  si  im- 
portant pour  les  questions  analytiques  engendrées  par 
la  théorie  de  la  chaleur. 

Quant  à  l'intégration  des  fonctions  algébriques,  (die 
est  plus  avancée.  Cependant,  on  ne  sait  encore  presque 
rien  relativement  aux  fonctions  irrationnelles,  dont  les 
intégrales  n'ont  été  obtenues  que  dans  des  cas  extrême- 
ment bornés,  et  surtout  en  les  rendant  rationnelles. 
L'intégration  des  fonctions  rationnelles  est  jusqu'ici  la 
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^tMil(>  llK'oiic  (lu  cjilciil  (jui  Mil  pu  être  Irailéc 

•  rime  iiiaiiièrc  viaiiiicnl  complèle  :  sous  le  rapport  lo- 
f::ique,  elle  en  constitue  donc  la  partie  la  plus  satisfai- 
sanle,  mais  peut-ôlre  aussi  la  moins  importante.  Il  est 
même  essentiel  de  remarquer,  pour  avoir  une  juste  idée 
(le  l'exlirme  imperfection  du  calcul  intégral,  que  ce  cas 
si  peu  étendu  n'est  entièrement  résolu  que  pour  ce  qui 
concerne  proprement  l'intégration,  envisagée  d'une  ma- 
nière abstraite;  car,  dans  l'exécution,  la  théorie  se 
trouve  le  plus  souvent,  indépendamment  de  la  complica- 
lion  des  calculs,  tout  à  fait  arrêtée  par  l'imperfection 
de  l'analyse  ordinaire,  attendu  qu'elle  fait  dépendre  fi- 
nalement l'intégration  de  la  résolution  algébrique  des 
équations,  ce  qui  en  limite  singulièrement  l'usage. 

Pour  saisir,  d'une  manière  générale,  l'esprit  des  di- 
vers procédés  d'après  lesquels  on  procède  aux  quadra- 
lures,  nous  devons  reconnaître  d'ailleurs  que,  par  sa 
nature,  ils  ne  peuvent  être  fondés  primitivement  que  sur 
la  différentiation  des  dix  fonctions  simples,  dont  les  ré- 
sultats, considérés  sous  le  point  de  vue  inverse,  établis- 
sent autant  de  théorèmes  immédiats  de  calcul  intégral, 
les  seuls  qui  puissent  être  connus  directement,  tout  l'art 
de  l'intégration  consistant  ensuite,  comme  je  l'ai  ex- 
primé en  commençant  cette  leçon,  à  faire  rentrer,  autant 
que  possible,  toutes  les  autres  quadratures  dans  ce  petit 
nombre  de  quadratures  élémentaires,  ce  qui  malheu- 
reusement nous  est  encore  le  plus  souvent  inconnu. 

Dans  cette  énumération  raisonnée  des  diverses  parties 
essentielles  du  calcul  intégral  suivant  leurs  relations  lo- 
giques, j'ai  négligé  à  dessein,  pour  ne  pas  interrompre 
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renchainemeiit,  do  ronsidérer  distinctement  une  théorie 
fort  importante,  qui  forme  implicitement  une  portion 
de  la  théorie  générale  de  l'intégration  des  équations 
différenlielles,  mais  que  je  dois  ici  signaler  séparé- 
ment, comme  étant,  pour  ainsi  dire,  en  dehors  du  cal- 
cul intégral,  et  offrant  néanmoins  le  plus  grand  inté- 
rêt, soit  par  sa  perfection  rationnelle,  soit  par  l'éten- 
due de  ses  applications.  Je  veux  parler  de  ce  qu'on 
appelle  les  solutions  singulières  des  équations  différen- 
tielles, dites  quelquefois,  mais  à  tort,  solutions  particu- 
lières^ qui  ont  été  le  sujet  de  travaux  très  remarquables 
de  la  part  d'Euler  et  de  Laplace,  et  dont  Lagrange  sur- 
tout a  présenté  une  si  belle  et  si  simple  théorie  géné- 
rale. On  sait  que  Clairaut  qui,  le  premier,  eut  occasion 
d'en  remarquer  l'existence,  y  vit  un  paradoxe  de  calcul 
intégral,  puisque  ces  solutions  ont  pour  caractère  propre 
de  satisfaire  aux  équations  différentielles  sans  être  néan- 
moins comprises  dans  les  intégrales  générales  corres- 
pondantes. Lagrange  a,  depuis,  expliqué  ce  paradoxe 
de  la  manière  la  plus  ingénieuse  et  la  plus  satisfaisante, 
en  montrant  comment  de  telles  solutions  dérivent  tou- 
jours de  l'intégrale  générale  par  la  variation  des  cons- 
tantes arbitraires.  Il  a  aussi,  le  premier,  convenable- 
ment apprécié  l'importance  de  cette  théorie,  et  c'est 
avec  raisoti  qu'il  lui  a  consacré,  dans  ses  leçons  sur  le 
calcul  des  fonctions,  un  si  grand  développement.  Sous 
le  point  de  vue  rationnel,  cette  théorie  mérite  en  effet 
toute  notre  attention,  par  le  caractère  de  parfaite  géné- 
ralité qu'elle  comporte,  puisque  Lagrange  a  exposé  des 
procédés  invariables  et  fort  simples  pour  trouver  la  so- 
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lui  ion  s  'nK/uUrrt'  de  lonle  ('Mjualioii  dirférentielje  qiicl- 
roiKjiic  (Ml  (»sl  snsccpliblo;  et,  co  qui  n'est  pas  moins 
i  (MnHi'(jiial)l(',  r(»s  [)r()C(Mlés  n'exigent  aucune  intégration, 
coiisistaiil  seulement  dans  des  différentiations,  et  par  là 
inrme  lonjoni  s  a[)plical)les.  La  différentiation  est  ainsi 
(l('\(Mui(\  [)ai'  im  lieui'eux  ai'tii"ic(»,  un  moyen  de  sup- 
pléer dans  certaines  circonstances  à  l'imperfection  du 
calcul  intégral.  En  effet,  certains  problèmes  exigent 
surtout,  par  leur  nature,  la  connaissance  de  ces  solu- 
tions singulières.  Telles  sont,  par  exemple,  en  géomé- 
trie, toutes  les  questions  où  il  s'agit  de  déterminer  une 
courbe  d'après  une  propriété  quelconque  de  sa  tangente 
ou  de  son  cercle  osculateur.  Dans  tous  les  cas  de  ce 
genre,  après  avoir  exprimé  cette  propriété  par  une  équa- 
tion différentielle,  ce  sera,  sous  le  rapport  analytique, 
l'équatifm  singulière  qui  constituera  l'objet  le  plus  im- 
portant de  la  recherche,  puisqu'elle  seule  représentera 
la  courbe  demandée,  l'intégrale  générale,  qui  devient 
dès  lors  inutile  à  connaître,  ne  devant  désigner  autre 
chose  que  le  système  des  tangentes  ou  des  cercles  oscu- 
lateurs  de  cette  courbe.  On  conçoit  aisément,  d'après 
cela,  toute  l'importance  de  cette  théorie,  qui  me  semble 
n'être  pas  encore  suffisamment  appréciée  par  la  plu- 
part des  géomètres. 

Enfin,  pour  achever  de  signaler  le  vaste  ensemble  de 
recherches  analytiques  dont  se  compose  le  calcul  inté- 
gral proprement  dit,  il  me  reste  à  mentionner  une 
théorie  fort  importante  dans  toutes  les  applications  de 
l'analyse  transcendante,  que  j'ai  dû  laisser  en  dehors  du 
système  comme  n'étant  pas  réellement  destinée  à  une 
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véritable  intégration,  et  se  proposant  au  contraire  de 
remplacer  la  connaissance  des  intégrales  vraiment  ana- 
lytiques, qui  sont  le  plus  souvent  ignorées.  On  voit  qu'il 
s'agit  de  la  détermination  des  intégrales  définies. 

L'expression,  toujours  possible,  des  intégrales  en 
séries  indéfinies,  peut  d'abord  être  envisagée  comme  un 
heureux  moyen  général  de  compenser  souvent  l'extrême 
imperfection  du  calcul  intégral.  Mais  l'emploi  de  telles 
séries,  à  cause  de  leur  complication  et  de  la  difficulté  de 
découvrir  la  loi  de  leurs  termes,  est  ordinairement  d'une 
médiocre  utilité  sous  le  rapport  algébrique,  bien  qu'on 
en  ait  déduit  quelquefois  des  relations  fort  essentielles. 
C'est  surtout  sous  le  rapport  arithmétique  que  ce  pro- 
cédé acquiert  une  grande  importance,  comme  moyen 
de  calculer  ce  qu'on  appelle  les  intégrales  définies,  c*est- 
à-dire,  les  valeurs  des  fonctions  cherchées  pour  cer- 
taines valeurs  déterminées  des  variables  correspon- 
dantes. 

Une  recherche  de  cette  nature  correspond  exacte- 
ment, dans  l'analyse  transcendante,  à  la  résolution  nu- 
mérique des  équations  dans  l'analyse  ordinaire.  Ne 
pouvant  obtenir  le  plus  souvent  la  véritable  intégrale, 
celle  qu'on  nomme  par  opposition  l'intégrale  générale 
ou  indéfinie,  c'est-à-dire,  la  fonction  qui,  différentiée,  a 
produit  la  formule  différentielle  proposée,  les  analystes 
ont  (lù  s'attacher  à  déterminer,  du  moins,  sans  coiniaiti-e 
une  telle  fonction,  les  valeurs  numéri({U(?s  particulières 
qu'elle  prendrait  en  assignant  aux  variables  des  valeurs 
désigné(îs.  C'est  évidemment  résoudre  la  question  ai'ith- 
métique,  sans  avoir  |)réalablement  lésolu  la  question 
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alg^ebriqiio  correspondante,  qui,  le  plus  souvent,  est 
précisément  la  plus  importante.  Une  telle  analyse  est 
donc,  par  sa  nature,  aussi  imparfaite  que  nous  avons  vu 
l'être  la  résolution  numérique  des  équations.  Elle  pré- 
sente, comme  celle-ci,  une  confusion  vicieuse  du  point 
i\o  vue  arithmétique  avec  le  point  de  vue  algébrique  ; 
d'oii  résultent,  soit  sous  le  rapport  purement  logique, 
soit  relativement  aux  applications,  des  inconvénients 
analogues.  Je  puis  donc  me  dispenser  de  reproduire  ici 
les  considérations  indiquées  dans  la  cinquième  leçon  au 
sujet  de  l'algèbre.  On  conçoit  néanmoins  que,  dans  l'im- 
possibilité où  nous  sommes  presque  toujours  de  con- 
naître les  véritables  intégrales,  il  est  de  la  plus  haute 
importance  d'avoir  pu  obtenir  au  moins  cette  solution 
incomplète  et  nécessairement  insuffisante.  Or,  c'est  à 
quoi  on  est  heureusement  parvenu  aujourd'hui  pour 
tous  les  cas,  l'évaluation  des  intégrales  définies  ayant 
été  ramenée  à  des  méthodes  entièrement  générales,  qui 
ne  laissent  à  désirer,  dans  un  grand  nombre  d'occa- 
sions, qu'une  moindre  complication  des  calculs,  but 
vers  lequel  se  dirigent  aujourd'hui  toutes  les  transfor- 
mations spéciales  des  analystes.  Regardant  maintenant 
comme  parfaite  cette  sorte  d'arithmétique  transcendante ^ 
la  difficulté,  dans  les  applications,  se  réduit  essentielle- 
ment à  ne  faire  dépendre  finalement  la  recherche  pro- 
posée que  d'une  simple  détermination  d'intégrales 
définies,  ce  qui,  évidemment,  ne  saurait  être  toujours 
possible,  quelque  habileté  analytique  qu'on  puisse  em- 
ployer à  effectuer  une  transformation  aussi  forcée. 
Par  l'ensemble   des  considérations  indiquées  dans 
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cette  leçon,  on  voit  que,  si  le  calcul  différentiel  consti- 
tue, de  sa  nature,  un  système  limité  et  parfait  auquel  il  ne 
reste  plus  à  ajouter  rien  d'essentiel,  le  calcul  intég^ral 
proprement  dit,  ou  le  simple  traité  de  l'intégration,  pré- 
sente nécessairement  un  champ  inépuisable  à  l'activité 
de  l'esprit  humain,  indépendamment  des  applications 
indéfinies  dont  l'analyse  transcendante  est  évidemment 
susceptible.  Les  motifs  généraux  par  lesquels  j'ai  tâché 
de  faire  sentir,  dans  la  cinquième  leçon,  l'impossibilité 
de  découvrir  jamais  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions d'un  degré  et  d'une  forme  quelconques,  ont  sans 
aucun  doute  infiniment  plus  de  force  encore  relative- 
ment à  la  recherche  d'un  procédé  unique  d'intégration, 
invariablement  applicable  à  tous  les  cas.  Cest,  dit  La- 
grange,  un  de  ces  problèmes  dont  on  ne  saurait  espérer 
de  solution  générale.  Plus  on  méditera  sur  ce  sujet,  plus 
on  sera  convaincu,  je  ne  crains  pas  de  l'affirmer,  qu'une 
telle  recherche  est  totalement  chimérique,  comme  étant 
beaucoup  trop  supérieure  à  la  faible  portée  de  notre  in- 
telligence, bien  que  les  travaux  des  géomètres  doivent 
certainement  augmenter  dans  la  suite  l'ensemble  de  nos 
connaissances  acquises  sur  l'intégration,  et  créer  aussi 
des  procédés  d'une  plus  grande  généralité.  L'analyse 
transcendante  est  encore  trop  près  de  sa  naissance,  il  y 
a  surtout  trop  peu  fie  temps  qu'elle  est  conçue  d'une 
manière  vraiment  rationnelle,  pour  que  nous  puissions 
nous  faire  une  juste  idée  de  ce  qu'elle  pourra  devenir  un 
jour.  Mais,  quelles  que  doivent  être  nos  légitimes  espé- 
rances, n'oublions  pas  de  considérer  avant  tout  les 
limitesjmposécs  par  notre  constitution  intellectuelle,  et 
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(ini.  poui'  iiT'lro  pas  susceptibles  d'une  détermination 
pit'i'ise,  n'en  ont  pas  moins  une  réalité  incontestable. 

Au  lieu  de  tendre  à  imprimer  au  calcul  des  fonctions 
indirectes,  tel  que  nous  le  concevons  aujourd'bui,  une 
perfection  chimérique,  je  suis  porté  àpenser  que,  lorsque 
les  géomètres  auront  épuisé  les  applications  les  plus  im- 
poi  tanlcs  de  noire  analyse  transcendante  actuelle,  ils  se 
créeront  plutôt  de  nouvelles  ressources,  en  cliangeant  le 
mode  de  dérivation  des  quantités  auxiliaires  introduites 
pour  faciliter  l'établissement  des  équations,  et  dont  la 
formation  pourrait  suivre  une  infinité  d'autres  lois  que 
la  i-elation  très  simple  qui  a  été  choisie,  d'après  une 
conception  que  j'ai  déjà  indiquée  dans  la  quatrième 
leçon.  Les  moyens  de  cette  nature  me  paraissent  suscep- 
tibles, en  eux-mêmes,  d'une  plus  grande  fécondité  que 
ceux  qui  consisteraient  seulement  à  pousser  plus  loin 
notre  calcul  actuel  des  fonctions  indirectes.  C'est  une 
pensée  que  je  soumets  aux  géomètres  dont  les  médita- 
tions se  sont  tournées  vers  la  philosophie  générale  de 
l'analyse. 

Du  reste,  quoique  j'aie  dû,  dans  l'exposition  sommaire 
qui  était  l'objet  propre  de  cette  leçon,  rendre  sensible 
l'état  d'extrême  imperfection  où  se  trouve  encore  le  calcul 
intégral,  on  aurait  une  fausse  idée  des  ressources  gé- 
nérales de  l'analyse  transcendante,  si  on  accordait  à 
cette  considération  une  trop  grande  importance.  Il  en  est 
ici,  en  effet,  comme  dans  l'analyse  ordinaire,  où  Ton  est 
parvenu  à  utiliser,  à  un  degré  immense,  un  très  petit 
nombre  de  connaissances  fondamentales  sur  la  résolu- 
tion des  équations.  Quelque  peu  avancés  qu'ilg  soient 
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réellement  jusqu'ici  dans  la  science  des  intégrations,  les 
géomètres  n'en  ont  pas  moins  tiré,  de  notions  abstraites 
aussi  peu  multipliées,  la  solution  d'une  multitude  de 
questions  de  première  importance  en  géométrie,  en 
mécanique,  en  thermologie,  etc.  L'explication  philoso- 
phique de  ce  double  fait  général  résulte  de  l'importance 
et  de  la  portée  nécessairement  prépondérantes  des  con- 
naissances abstraites,  dont  la  moindre  se  trouve  natu- 
rellement correspondre  à  une  foule  de  recherches  con- 
crètes, l'homme  n'ayant  d'autre  ressource  pour  l'exten- 
sion successive  de  ses  moyens  intellectuels,  que  dans  la 
considération  d'idées  de  plus  en  plus  abstraites  et  néan- 
moins positives. 

Pour  achever  de  faire  connaître,  dans  toute  son 
étendue,  le  caractère  philosophique  de  l'analyse  trans- 
cendajite,  il  me  reste  à  considérer  une  dernière  concep- 
tion par  laquelle  l'immortel  Lagrange,  que  nous  retrou- 
vons sur  toutes  les  grandes  voies  de  la  science  mathé- 
matique, a  rendu  cette  analyse  encore  plus  propre  à 
faciliter  l'établissement  des  équations  dans  les  pro- 
blèmes les  plus  difficiles,  en  considérant  une  classe 
d'équations  encore  plus  indirectes  que  les  équations 
différentielles  proprement  dites.  C'est  le  calcul  ou  plutôt 
la  méthode  des  variations^  dont  l'appréciation  générale 
sera  l'objet  de  la  leçon  suivante. 
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t'oiiNltlérntioiiN  géiiérnlcs  sur  le  calcul  des  variations. 

Afin  (le  saisir  avec  plus  de  facilité  le  caractère  philo- 
sophique de  la  méthode  des  variations,  il  convient 
d'abord  de  considérer  sommairement  la  nature  spé- 
ciale des  problèmes  dont  la  résolution  générale  a 
nécessité  la  formation  de  cette  analyse  liypertranscen- 
dante.  Ce  calcul  est  encore  trop  près  de  son  origine,  les 
applications  en  ont  été  jusqu'ici  trop  peu  variées,  pour 
qu'on  put  en  concevoir  une  idée  générale  suffisamment 
claire,  si  je  me  bornais  à  une  exposition  purement  abs- 
traite de  sa  théorie  fondamentale,  bien  qu'une  telle 
exposition  doive  être  ensuite^  sans  aucun  doute,  l'objet 
principal  et  définitif  de  cette  leçon. 

Les  questions  mathématiques  qui  ont  donné  nais- 
sance au  calcul  des  variations  consistent,  en  général, 
dans  la  recherche  des  niaxima  et  des  minima  de  cer- 
taines formules  intégrales  indéterminées,  qui  expriment 
la  loi  analytique  de  tel  ou  tel  phénomène  géométrique 
ou  mécanique,  considéré  indépendamment  d'aucun  sujet 
particulier.  Les  géomètres  ont  désigné  pendant  long- 
temps toutes  les  questions  de  ce  genre  par  le  nom  de 
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problèmes  des  isopérimètres,  qui  ne  convient  cependant 
qu'au  plus  petit  nombre  d'entre  elles. 

Dans  la  théorie  ordinaire  des  maxima  et  minima,  on 
se  propose  de  découvrir,  relativement  à  une  fonction 
donnée  d'une  seule  ou  de  plusieurs  variables,  quelles 
valeurs  particulières  il  faut  assigner  à  ces  variables  pour 
que  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  proposée 
soit  un  maximum  ou  un  minimum,  par  rapport  à  celles 
qui  précèdent  et  qui  suivent  immédiatement,  c'est-à- 
dire  qu'on  cherche,  à  proprement  parler,  à  quel  instant 
la  fonction  cesse  de  croître  pour  commencer  à  décroître, 
ou  réciproquement.  Le  calcul  différentiel  suffit  pleine- 
ment, comme  on  sait,  à  la  résolution  générale  de  cette 
classe  de  questions,  en  montrant  que  les  valeurs  des 
diverses  variables  qui  conviennent,  soit  au  maxiraum, 
soit  au  minimum,  doivent  toujours  rendre  nulles  les 
différentes  dérivées  du  premier  ordre  de  la  fonction 
donnée,  prises  séparément  par  rapport  à  chaque  va- 
riable indépendante  ;  et  en  indiquant  de  plus  un  carac- 
tère propre  à  distinguer  le  maximum  du  minimum,  qui 
consiste,  dans  le  cas  d'une  fonction  d'une  seule  variable, 
par  exemple,  en  ce  que  la  fonction  dérivée  du  second 
ordre  doit  prendre  une  valeur  négative  pour  le  maxi- 
mum, et  positive  pour  le  minimum.  Telles  sont,  du 
moins,  les  conditions  fondamentales  qui  se  rapportent 
au  plus  grand  nombre  des  cas  ;  les  modifications  qu'elles 
doivent  subir  pour  que  la  théorie  soit  complètement  ap- 
plicable à  certaines  questions  sont  d'ailleurs  également 
assujetties  à  des  règles  abstraites  aussi  invariables, 
quoique  plus  compliquées. 
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La  constiucl ion  ()('  cello  Ihoorio  générale  ayant  fait 
tlispiuaîlrc  nécessairement  le  principal  intérêt  que  les 
questions  de  ce  genre  pouvaient  inspirer  aux  géomètres, 
ils  se  sont  élevés  presque  aussitôt  à  la  considération 
d'un  nouvel  ordre  de  problèmes,  à  la  fois  beaucoup  plus 
importants  et  d'une  difficulté  bien  supérieure,  ceux  des 
isopérimêtres.  Ce  ne  sont  plus  alors  les  valeurs  des 
variables  propres  au  maximum  ou  au  minimum  d'une 
certaine  intégrale  définie,  seulement  indiquée,  qui  dépend 
de  cette  fonction. 

La  plus  ancienne  question  de  cette  nature  est  celle  du 
solide  de  moindre  résistance,  traitée  par  Newton,  dans 
le  second  livre  des  Principes,  oi^i  il  détermine  quelle 
doit  être  la  courbe  méridienne  d'un  solide  de  révolution, 
pour  que  la  résistance  éprouvée  par  ce  corps  dans  le 
sens  de  son  axe,  en  traversant  avec  une  vitesse  quel- 
conque un  fluide  immobile,  soit  la  plus  petite  possible. 
Mais  la  marche  suivie  par  Newton  n'avait  point  un  ca- 
ractère assez  simple,  assez  général  et  surtout  assez  ana- 
lytique, par  la  nature  de  sa  méthode  spéciale  d'analyse 
transcendante,  pour  qu'une  telle  solution  pût  suffire  à 
entraîner  les  géomètres  vers  ce  nouvel  ordre  de  pro- 
blèmes. L'impulsion  vraiment  décisive  à  cet  égard  ne 
pouvait  guère  partir  que  de  l'un  des  géomètres  occupés 
sur  le  continent  à  élaborer  et  à  appliquer  la  méthode 
infinitésimale  proprement  dite.  C'est  ce  quefit^  en  1695, 
Jean  Bernouilli,  en  proposant  le  problème  célèbre  de  la 
brachystochrone,  qui  suggéra  depuis  une  si  longue 
suite  de  questions  analogues.  Il  consiste  à  déterminer 
la  courbe  qu'un  corps  pesant  doit  suivre  pour  descendre 
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d'un  point  à  un  autre  dans  le  temps  le  plus  court.  En  se 
bornant  à  la  simple  chute  dans  le  vide,  seul  cas  qu'on 
ait  d'abord  considéré,  on  trouve  assez  facilement  que  la 
courbe  cherchée  doit  être  une  cycloïde  renversée,  à  base 
horizontale,  ayant  son  orig-ine  au  point  le  plus  élevé. 
Mais  la  question  peut  être  singulièrement  compliquée_, 
soit  en  ayant  égard  à  la  résistance  du  milieu,  soit  en 
tenant  compte  du  changement  d'intensité  de  la  pesan- 
teur. 

Quoique  cette  nouvelle  classe  de  problèmes  ait  été 
primitivement  fournie  par  la  mécanique,  c'est  néan- 
moins dans  la  géométrie  qu'on  a  puisé  plus  tard  les  su- 
jets des  principales  recherches.  Ainsi,  on  s'est  proposé 
de  découvrir,  parmi  toutes  les  courbes  de  même  con- 
tour tracées  entre  deux  points  donnés,  quelle  est  celle 
dont  Taire  est  un  maximum  ou  un  minimum,  d'où  est 
venu  proprement  le  nom  de  problème  des  isopéri- 
mHres;  ou  bien  on  a  demandé  que  le  maximum  et  le 
minimum  eussent  lieu  pour  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  de  la  courbe  cherchée  autour  d'un  axe,  ou 
pour  le  volume  correspondant;  dans  d'autres  cas,  c'était 
la  hauteur  verticale  du  centre  de  gravité  de  la  courbe 
inconnue,  ou  de  la  surface  et  du  volume  qu'elle  pouvait 
engendrer,  qui  devait  devenir  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum, etc.  Enfin,  ces  problèmes  ont  été  successive- 
ment variés  et  compliqués,  pour  ainsi  dire  à  l'infini,  par 
les  Bernouilli,  par  Taylor,  et  surtout  par  Euler,  avant 
que  Lagrange  en  eût  assujetti  la  solution  à  une  mé- 
thode abstraite  et  entièrement  générale,  dont  la  décou- 
verte a  fait  cesser  l'empressement  des  géomètres  pour 
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m»  nidi'o  (le  reclioi'ches.  Il  iio  s'agit  point  ici  de  tracer, 
inrnic  soiiiinairomenl ,  riiistoirc  de  cette  partie  supé- 
l  iciiic  des  iiialliénuitiques,  quelque  intéressante  qu'elle 
liit.  Je  n'ai  fait  l'énumération  de  certaines  questions 
principales  choisies  parmi  les  plus  simples,  qu'afin  de 
i  iMidre  sensible  la  destination  générale  qu'avait  essen- 
tiellement, à  son  origine,  la  méthode  des  variations. 

On  voit  que,  considérés  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, tous  ces  problèmes  consistent,  par  leur  nature,  à 
(hHerminer  quelle  forme  doit  avoir  une  certaine  fonction 
inconnue  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  pour  que 
telle  ou  telle  intégrale  dépendante  de  cette  fonction  se 
trouve  avoir,  entre  des  limites  assignées,  une  valeur  qui 
soit  un  maximum  ou  un  minimum^  relativement  à 
toutes  celles  qu'elle  prendrait  si  la  fonction  cherchée 
avait  une  autre  forme  quelconque.  Ainsi,  par  exemple, 
dans  le  problème  de  la  brachystochrone,  on  sait  que  si 
y=f[z)^  x=f{z),  sont  les  équations  rectilignes  de  la 
courbe  cherchée,  en  supposant  les  axes  des  x  et  des  y 
horizontaux,  et  l'axe  des  vertical,  le  temps  de 
la  chute  d'un  corps  pesant  le  long  de  cette  courbe, 
depuis  le  point  dont  l'ordonnée  est  z  ,  jusqu'à  celui  dont 
l'ordonnée  est  ^g,  est  généralement  exprimé  par  l'inté- 
gral edéfinie  (1). 


(  1  )  J'emploie  la  notation  simple  et  lumineuse  proposée  par  M.  Fourier, 
pour  désigner  les  intégrales  définies,  en  mentionnant  distinctement 
leurs  limites. 
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Il  faut  donc  trouver  quelles  doivent  être  les  deux 
fonctions  inconnues  /  et  pour  que  cette  intégrale  soit 
un  minimum.  De  même,  demander  quelle  est,  parmi 
toutes  les  courbes  planes  isopérimètres,  celle  qui  ren- 
ferme la  plus  grande  aire,  c'est  proposer  de  trouver, 
parmi  toutes  les  fonctions  f{x)  qui  peuvent  donner  à 
l'intégrale 

une  certaine  valeur  constante,  celle  qui  rend  un  maxi- 
mum l'intégrale  ff\x)dx^  prise  entre  les  mêmes  li- 
mites. Il  en  est  évidemment  toujours  ainsi  dans  toutes 
les  autres  questions  de  ce  genre. 

Dans  les  solutions  que  les  géomètres  donnaient  de 
ces  problèmes  avant  Lagrange,  on  se  proposait  essen- 
tiellement de  les  ramener  à  la  théorie  ordinaire  des 
maxima  et  minima.  Mais  les  moyens  employés  pour 
effectuer  cette  transformation  consistaient  en  de  simples 
artifices  particuliers,  propres  à  chaque  cas^  et  dont  la 
découverte  ne  comportait  point  de  règles  invariables  et 
certaines,  en  sorte  que  toute  question  vraiment  nouvelle 
reproduisait  constamment  des  difficultés  analogues, 
sans  que  les  solutions  déjà  obtenues  pussent  être  réel- 
lement d'aucun  secours  essentiel,  autrement  que  par  les 
habitudes  qu'elles  avaient  fait  contracter  à  Fintelligence. 
En  un  mot,  cette  branche  des  mathématiques  pré- 
sentait alors  l'imperfection  nécessaire  qui  existe  con- 
stamment tant  qu'on  n'est  point  parverm  à  saisir  distinc- 
tement pour  la  traiter  d'une  manière  abstraite  et,  dès 
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lois,  i;iMi('i;il(\  la  partie  coinnuiiic  à  loulos  les  questions 
(l'iiiic  iiuMiu'  classe. 

('liercliant  à  réduire  tous  les  divers  problèmes  des 
isopériniètres  à  dépendre  d'une  analyse  commune,  orga- 
nisée abstraitement  en  un  calcul  distinct,  Lagrange  a 
élé  conduit  à  concevoir  une  nouvelle  nature  de  diffé- 
rent iat  ions  auxquelles  il  a  appliqué  la  caractéristique  5, 
en  réservant  la  caractéristique  pour  les  simples  différen- 
tielles ordinaires.  Ces  différentielles  d'une  espèce  noii  • 
velle,  qu'il  a  désignées  sous  le  nom  de  variations^  con- 
sistent dans  les  accroissements  infiniment  petits  que 
reçoivent  les  intégrales,  non  en  vertu  d'accroissements 
analogues  de  la  pari  des  variables  correspondantes, 
comme  pour  l'analyse  transcendante  ordinaire  ;  mais,  en 
supposant  que  la  forme  de  la  fonction  placée  sous  le 
signe  d'intégration  vienne  à  changer  infiniment  peu. 
Cette  distinction  se  conçoit,  par  exemple,  avec  facilité, 
relativement  aux  courbes,  où  l'on  voit  l'ordonnée  ou  toute 
autre  variable  de  la  courbe,  comporter  deux  sortes  de 
différentielles  évidemment  très  différentes,  suivant  que 
l'on  passe  d'un  point  à  un  autre  infiniment  voisin  sur  la 
même  courbe,  ou  bien  au  point  correspondant  de  la 
courbe  infiniment  voisine  produite  par  une  certaine  mo- 
dification déterminée  de  la  première  (1).  Il  est  clair,  du 
reste,  que,  par  leur  nature,  les  variations  relatives  de 

(1)  Leibnitz  avait  déjà  considéré  la  comparaison  d'une  courbe  à  une 
autre  infinioient  voisine:  c'est  ce  qu'il  appelait  differentiatio  de  curvà 
in  curvam.  Mais  cette  comparaison  n'avait  aucune  analogie  avec  la  con- 
ception de  Lagrange,  les  courbes  de  Leibnitz  étant  renfermées  dans  une 
même  équation  générale,  d'où  elles  se  déduisent  par  le  simple  chan- 
gement d'une  constante  arbitraire. 
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diverses  grandours  liées  entre  elles  par  des  lois  quel- 
conques, se  calculent,  à  la  caractéristique  près,  exacte- 
ment de  la  même  manière  que  les  différentielles.  Enfin,  on 
déduit  également  de  la  notion  générale  des  variations 
les  principes  fondamentaux  de  l'algorithme  propre  à 
cette  méthode,  et  qui  consistent  simplement  dans  la  fa- 
culté évidente  de  pouvoir  transposer  à  volonté  les  carac- 
téristiques spécialement  affectées  aux  variations  avant 
ou  après  celles  qui  correspondent  aux  différentielles  or- 
dinaires. 

Cette  conception  abstraite  une  fois  formée,  Lagrange  a 
pu  réduire  aisément,  de  la  manière  la  plus  générale,  tous 
les  problèmes  des  isopérimètres  à  la  simple  théorie  ordi- 
naire des  maxima  et  des  minima.  Pour  se  faire  une  idée 
nette  de  cette  grande  et  heureuse  transformation,  il 
faut  préalablement  considérer  une  distinction  essentielle 
à  laquelle  donnent  lieu  les  diverses  questions  des  isopé- 
rimètres. 

On  doit,  en  effet,  partager  ces  recherches  en  deux 
classes  générales,  selon  que  les  maxima  et  minima  de- 
mandés sont  absolus  ou  relatifs,  pour  employer  les 
expressions  abrégées  des  géomètres.  Le  premier  cas  est 
celui  où  les  intégrales  définies  indéterminées  dont  on 
cherche  le  maximum  ou  le  minimum  ne  sont  assu- 
jetties, par  !a  nature  du  problème,  à  aucune  condition  ; 
comme  il  arrive,  par  exemple,  dans  le  problème  de  la 
brachystochrone,  où  il  s'agit  de  choisir  entre  toutes  les 
courbes  imaginables.  Le  second  cas  a  lieu  quand,  au  con- 
traire, les  intégrales  variables  ne  peuvent  changer  que  sui- 
vant certaines  conditions,  consistant  ordinairement  en  ce 
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(l'aulres  intégrales  défiiii(\s,  dépondant  également  des 
loiicl  ions  cherchées,  conservent  constamment  une  même 
vahnir  donnée;  comme,  par  exemple,  dans  toutes  les 
questions  géométriques  concernant  les  figures  isopéri- 
/Nr/rrs  proprement  dites,  et  où,  par  la  nature  du  pro- 
blème, l'intégrale  relative  h  la  longueur  de  la  courbe  ou 
il  Taire  de  la  surface  doit  rester  constante  pendant  le 
cliaiigement  de  celle  qui  est  l'objet  de  la  recherche  pro- 
posée. 

Le  calcul  des  variations  donne  immédiatement  la  so- 
lution générale  des  questions  de  la  première  espèce.  Car 
il  suit  évidemment  de  la  théorie  ordinaire  des  fnaxima 
et  minima  que  la  relation  cherchée  doit  rendre  nulle  la 
variation  de  l'intégrale  proposée  par  rapport  à  chaque 
variable  indépendante,  ce  qui  donne  la  condition  com- 
mune au  maximum  et  au  minimun  ;  et,  comme  carac- 
tère propre  à  distinguer  l'un  de  l'autre,  que  la  variation 
du  second  ordre  de  la  même  intégrale  doit  être  négative 
pour  le  maximum  et  positive  pour  le  minimum.  Ainsi, 
par  exemple,  dans  le  problème  de  labrachystochrone,  on 
aura,  pour  déterminer  la  nature  de  la  courbe  cherchée, 
l'équation  de  condition, 

qui,  se  décomposant  en  deux,  par  rapport  aux  deux  fonc- 
tions inconnues  f  et  f  qui  sont  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  exprimera  complètement  la  définition  analytique 
de  la  courbe  demandée.  La  seule  difficulté  propre  à 
cette  nouvelle  analyse  consiste  dans  l'élimination  de  la 
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caractéristique  5,  pour  laquelle  le  calcul  des  variatious 
fournit  des  règles  invariables  et  complètes,  fondées  en 
général  sur  le  procédé  de  l'intégration  par  parties,  dont 
Lagrange  a  su  tirer  ainsi  un  parti  immense.  Le  but 
constant  de  cette  première  élaboration  analytique,  dans 
l'exposition  de  laquelle  je  ne  dois  nullement  entrer  ici, 
est  de  faire  parvenir  aux  équations  différentielles  pro- 
prement dites  ce  qui  se  peut  toujours,  et,  par  là,  la 
question  rentre  dans  le  domaine  de  l'analyse  transcen- 
dante ordinaire,  qui  achève  la  solution,  du  moins  en  la 
ramenant  à  l'algèbre  pure,  si  on  sait  effectuer  l'intégra- 
tion. La  destination  générale,  propre  à  la  méthode  des 
variations,  est  d'opérer  cette  transformation,  pour  la- 
quelle Lagrange  a  établi  des  règles  simples,  invariables 
et  d'un  succès  toujours  assuré. 

Je  ne  dois  pas  négliger,  dans  cette  rapide  indication 
générale,  de  faire  remarquer,  comme  un  des  plus  grands 
avantages  spéciaux  de  la  méthode  des  variations  com- 
parée aux  solutions  isolées  qu'on  avait  auparavant  des 
problèmes  des  isopérimètres,  l'importante  considéra- 
tion de  ce  que  Lagrange  appelle  les  équations  aux  li- 
mites^ entièrement  négligées  avant  lui,  et  sans  lesquelles 
néanmoins  la  plupart  des  solutions  particulières  res- 
taient nécessairement  incomplètes.  Quand  les  limites 
des  intégrales  proposées  doivent  être  fixes,  leurs  va- 
riations étant  nulles,  il  n'y  a  pas  lieu  d'en  tenir  compte. 
Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  quand  ces  limites,  au  lieu 
d'être  rigoureusement  invariables,  sont  assujetties  seu- 
lement à  certaines  conditions;  comme,  par  exemple,  si 
les  deux  points  entre  lesquels  doit  être  tracée  la  courbe 
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cIkmcIh'm'  ne  soiil  j);is  fixi^s  (M  (loivfvnt  souloment  rester 
siii-  (les  lignes  ou  des  surfaces  données.  Alors,  il  faut 
avoir  é^ard  aux  variations  de  leurs  coordonnées,  et 
élal)lir  entre  elles  les  relations  correspondantes  aux 
(Mjualions  de  ces  lignes  ou  de  ces  surfaces. 

Otte  considération  essentielle  n'est  que  le  dernier 
complément  d'une  considération  plus  générale  et  plus 
i  ni  portante  relative  aux  variations  des  diverses  varia- 
bles indépendantes.  Si  ces  variables  sont  réellement 
indépendantes  les  unes  des  autres,  comme  lorsqu'on 
compare  toutes  les  courbes  imaginables  susceptibles 
d'être  tracées  entre  deux  points,  il  en  sera  de  même 
de  leurs  variations,  et  par  suite  les  termes  relatifs  à  cha- 
cune de  ces  variations  devront  être  séparément  nuls 
dans  l'équation  générale  qui  exprime  le  maximum  ou 
le  minimum.  Mais  si,  au  contraire,  on  suppose  les  va- 
riables assujetties  à  de  certaines  conditions  quelconques, 
il  faudra  tenir  compte  de  la  relation  qui  en  résulte  entre 
leurs  variations,  de  telle  sorte  que  le  nombre  des  équa- 
tions dans  lesquelles  se  décompose  alors  cette  équation 
générale  soit  toujours  égal  à  celui  seulement  des  varia- 
bles qui  restent  vraiment  indépendantes.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  qu'au  lieu  de  chercher  le  plus  court  chemm 
pour  aller  d'un  point  à  un  autre,  en  choisissant  parmi 
tous  les  chemins  possibles,  on  peut  se  proposer  de 
trouver  seulement  quel  est  le  plus  court  entre  tous  ceux 
qu'on  peut  suivre  sur  une  surface  quelconque  donnée, 
question  dont  la  solution  générale  constitue  certaine- 
ment une  des  plus  belles  applications  de  la  méthode  des 
variations. 
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Les  problèmes  où  l'on  considère  de  telles  conditions 
modificatrices  se  rapprochent  beaucoup,  par  leur  na- 
ture, de  la  seconde  classe  g^énérale  d'application  de  la 
méthode  des  variations,  caractérisée  ci-dessus  comme 
consistant  dans  la  recherche  des  maxima  et  minima 
relatifs.  Il  y  a  néanmoins,  entre  les  deux  cas,  cette  dif- 
férence essentielle,  que,  dans  ce  dernier,  la  modification 
est  exprimée  par  une  intégrale  qui  dépend  de  la  fonction 
cherchée,  tandis  que,  dans  l'autre,  elle  se  trouve  dési- 
gnée par  une  équation  finie  qui  est  immédiatement 
donnée.  On  conçoit  par  là,  que  la  recherche  des  maxima 
et  minima  relatifs  est  toujours  et  nécessairement  plus 
compliquée  que  celle  des  maxima  et  minima  absolus. 
Heureusement,   un  théorème  général  fort  important, 
trouvé  avant  l'invention  du  calcul  des  variations,  et  qui 
est  une  des  plus  belles  découvertes  dues  au  génie  du 
grand  Euler,  donne  un  moyen  uniforme  et  très  simple 
de  faire  rentrer  ces  deux  classes  de  questions  l'une  dans 
l'autre.  Il  consiste  en  ce  que,  si  l'on  ajoute  à  l'intégrale 
qui  doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  un  multiple 
constant  et  indéterminé  de  celle  qui  doit  rester  constante 
par  la  nature  du  problème,  il  suffira  de  chercher,  sui- 
vant le  procédé  général  do  Lagrange,  ci-dessus  indiqué, 
le  maximum  ou  le  minimum  absolu  de  cette  expression 
totale.  On  peut  aisément  concevoir,  en  effet,  que  la 
partie  de  la  variation  complète  qui  proviendrait  de  la 
dernière  intégrale  doit  aussi  bien  être  nulle,  à  cause  de 
la  constance  de  celle-ci,  que  la  portion  due  à  la  pre- 
mière intégrale,  qui  s'anéantit  en  vertu  de  l'état  maxi- 
mum ou  minimum.  Ces  deux  conditions  distinctes  s'ac- 
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cordciil  (''vidommoiil  |)()ui- [)r()(luiro,  sous  ce  rapport,  des 
oiïi'ls  exaclciiiouL  semblables. 

Telle  est,  par  aperçu,  la  manière  générale  dont  la 
méthode  des  variations  s'applique  à  toutes  les  diverses 
(piestions  (|ui  composent  ce  qu'on  appelait  la  théorie  des 
is(»|)érimètres.  On  aura  sans  doute  remarqué,  dans  cette 
exposition  sommaire,  à  quel  degré  s'est  trouvée  utilisée 
par  cette  nouvelle  analyse  la  seconde  propriété  fonda- 
mentale de  l'analyse  transcendante,  appréciée  dans  la 
sixième  leçon,  savoir  :  la  généralité  des  expressions  in- 
finitésimales pour  représenter  un  même  phénomène 
géométrique  ou  mécanique,  en  quelque  corps  qu'il  soit 
considéré.  C'est,  en  effet,  sur  cette  généralité  que  sont 
fondées,  par  leur  nature,  toutes  les  solutions  dues  à  la 
méthode  des  variations.  Si  une  formule  unique  ne  pou- 
vait point  exprimer  la  longueur  ou  l'aire  de  toute 
courbe  quelconque,  si  on  n'avait  point  une  autre  for- 
mule fixe  pour  désigner  le  temps  de  la  chute  d'un  corps 
pesant,  suivant  quelque  ligne  qu'il  descende,  etc., 
comment  eùt-il  été  possible  de  résoudre  des  questions 
qui  exigent  inévitablement,  par  leur  nature,  la  considé- 
ration simultanée  de  tous  les  cas  que  peuvent  déter- 
miner dans  chaque  phénomène  les  divers  sujets  qui  le 
manifestent  ? 

Quelle  que  soit  l'extrême  importance  de  la  théorie  des 
isopérimètres,  et  quoique  la  méthode  des  variations 
n'ait  eu  primitivement  d'autre  objet  que  la  résolution 
rationnelle  et  générale  de  cet  ordre  de  problèmes,  on 
n'aurait  cependant  qu'une  idée  incomplète  de  cette  belle 
analyse,  si  on  bornait  là  sa  destination.  En  effet,  la  con- 
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ception  abstraite  de  deux  natures  distinctes  de  différen- 
tiations  est  évidemment  applicable  non  seulement  aux 
cas  pour  lesquels  elle  a  été  créée,  mais  aussi  à  tous  ceux 
qui  présentent,  par  quelque  cause  que  ce  soit,  deux  ma- 
nières différentes  de  faire  varier  les  mêmes  grandeurs. 
C'est  ainsi  que  Lag-range  lui-même  a  fait,  dans  sa  Méca- 
nique analytique^  une  immense  application  capitale  de 
son  calcul  des  variations,  en  l'employant  à  distinguer 
les  deux  sortes  de  changements  que  présentent  si  natu- 
rellement les  questions  de  mécanique  rationnelle  pour 
les  divers  points  que  l'on  considère,  suivant  que  l'on 
compare  les  positions  successives  qu'occupe,  en  vertu 
du  mouvement,  un  même  point  de  chaque  corps  dans 
deux  instants  consécutifs,  ou  que  l'on  passe  d'un 
point  du  corps  à  un  autre  dans  le  même  instant. 
L'une  de  ces  comparaisons  produit  les  différentielles 
ordinaires  ;  l'autre  donne  lieu  aux  variations,  qui  ne 
sont,  là  comme  partout,  que  des  différentielles  prises 
sous  un  nouveau  point  de  vue.  C'est  dans  une  telle 
acception  générale  qu'il  faut  concevoir  le  calcul  des 
variations,  pour  apprécier  convenablement  l'importance 
de  cet  admirable  instrument  logique,  le  plus  puissant 
que  l'esprit  humain  ait  construit  jusqu'ici. 

La  méthode  des  variations  n'étant  qu'une  immense 
extension  de  l'analyse  transcendante  générale,  je  n'ai 
pas  besoin  de  constater  spécialement  qu'elle  est  suscep- 
tible d'être  envisagée  sous  les  divers  points  de  vue  fon- 
damentaux que  comporte  le  calcul  des  fonctions  indi- 
rectes, considéré  dans  son  ensemble.  Lagrange  ainventé 
le  calcul  des  variations  d'après  la  conception  infinitési- 


27  PHILOSOPHIE  POSITIVE 

ni;il('  |)i'(»|>i-(Mn('ii(  cl  mcnio  bloii  avant  d'avoir  en- 

licpris  la  iccoiislruction  i^éiiérale  de  l'analyse  trans- 
ccndaïUe.  (juand  il  eut  exécuté  cette  importante  réfor- 
nialion,  il  montra  aisément  comment  elle  pouvait  aussi 
s'a|)pli(iii('r  au  calcul  des  variations,  qu'il  exposa  avec 
l(»nl  le  développement  convenable,  suivant,  sa  théorie 
des  toiu'lions  dérivées.  Mais,  plus  l'emploi  de  la  mé- 
thode des  variations  est  difficile  pour  rintelligence  à 
cause  du  degré  d'abstraction  supérieur  des  idées  consi- 
dérées, plus  il  importe  de  ménager  dans  son  application 
les  forces  de  notre  esprit,  en  adoptant  la  conception  ana- 
lytique la  plus  directe  et  la  plus  rapide;  c'est-à-dire, 
celle  de  Leïbnitz.  Aussi  Lagrange  lui-même  l'a-t-il  cons- 
tamment préférée  dans  l'important  usage  qu'il  a  fait  du 
calcul  des  variations  pour  la  mécanique  analytique.  Il 
n'existe  pas,  en  effet,  la  moindre  hésitation  à  cet  égard 
parmi  les  géomètres. 

Afin  d'éclaircir  aussi  complètement  que  possible  le 
caractère  philosophique  du  calcul  des  variations,  je 
crois  devoir  terminer  en  indiquant  sommairement  ici 
une  considération  qui  me  semble  importante,  et  par  la- 
quelle je  puis  le  rapprocher  de  l'analyse  transcendante 
ordinaire  à  un  plus  haut  degré  que  Lagrange  ne  me  pa- 
rait l'avoir  fait  (1). 

Nous  avons  remarqué,  d'après  Lagrange,  dans  la  le- 
çon précédente,  la  formation  du  calcul  aux  différences 

(1)  .]e  me  propose  de  développer  plus  tard  cette  cousidératioD  nou- 
velle, dans  un  travail  spécial  sur  le  calcul  des  variations,  qui  a  pour 
objet  de  présenter  l'ensemble  de  cette  analyse  hyper-transcendante  sous 
un  nouveau  point  de  vue,  que  je  crois  propre  à  en  étendre  la  portée 
générale. 
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partielles,  créé  par  dMlembert,  comme  ayant  introduit, 
dans  l'analyse  transcendante,  une  nouvelle  idée  élémen- 
taire, la  notion  de  deux  sortes  d'accroissements  distincts 
et  indépendants  les  uns  des  autres  que  peut  recevoir  une 
fonction  de  deux  variables,  en  vertu  du  chang-ement  de 
chaque  variable  séparément.  C'est  ainsi  que  l'ordonnée 
verticale  d'une  surface,  ou  toute  autre  grandeur  qui  s'y 
rapporte,  varie  de  deux  manières  tout  à  fait  distinctes  et 
qui  peuvent  suivre  les  lois  les  plus  diverses  en  faisant 
croître  tantôt  l'une  tantôt  l'autre  des  deux  coordonnées 
horizontales.  Or,  une  telle  considération  me  semble  très 
rapprochée,  par  sa  nature,  de  celle  qui  sert  de  base  gé- 
nérale à  la  méthode  des  variations.  Celle-ci,  en  effet,  n'a 
réellement  fait  autre  chose  que  transporter  aux  variables 
indépendantes  elles-mêmes  la  manière  de  voir  déjà 
adoptée  pour  les  fonctions  de  ces  variables,  ce  qui  en  a 
singulièrement  agrandi  l'usage.  Je  crois,  d'après  cela, 
que,  sous  le  seul  rapport  des  conceptions  fondamentales, 
on  peut  envisager  le  calcul  créé  par  d'Alembert,  comme 
ayant  établi  une  transition  naturelle  et  nécessaire  entre 
le  calcul  infinitésimal  ordinaire  et  le  calcul  des  varia- 
tions, dont  une  telle  filiation  me  parait  devoir  éclaircir 
et  simplifier  la  notion  générale. 

D'après  les  diverses  considérations  indiquées  dans 
cette  leçon,  la  méthode  des  variations  se  présente  comme 
le  plus  haut  degré  de  perfection  connu  jusqu'ici  de  l'ana- 
lyse des  fonctions  indirectes.  Dans  son  état  primitif, 
cette  dernière  analyse  s'est  présentée  comme  un  puis- 
sant moyen  général  de  faciliter  l'étude  mathématique 
des  phénomènes  naturels,  en  introduisant,  pour  l'ex- 
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pn\ssi(m  (lo  leurs  lois,  la  considération  do  grandeurs 
auxiliairos  choisies  do  telle  manière  que  leurs  relations 
soient  nécessairement  plus  simples  et  plus  aisées  à  ob- 
tenir que  celles  des  grandeurs  directes.  Mais  la  forma- 
lion  (le  ces  équations  différentielles  n'était  point  conçue 
comme  pouvant  comporter  aucunes  règles  g"énérales  et 
abstraites.  Or,  l'analyse  des  variations,  considérée  sous 
le  point  de  vue  le  plus  philosophique,  peut  être  envi- 
sagée comme  essentiellement  destinée,  par  sa  nature,  à 
faire  rentrer,  autant  que  possible,  dans  le  domaine  du 
calcul,  l'établissement  même  des  équations  différen- 
tielles, car  tel  est,  pour  un  grand  nombre  de  questions 
importantes  et  difficiles,  l'effet  général  des  équations 
variées  qui,  encore  plus  indirectes  que  les  simples  équa- 
tions différentielles  par  rapport  aux  objets  propres  de  la 
recherche,  sont  aussi  bien  plus  aisées  à  former,  et  des- 
quelles on  peut  ensuite,  par  des  procédés  analytiques 
invariables  et  complets,  destinés  à  éliminer  le  nouvel 
ordre  d'infinitésimales  auxiliaires  introduit,  déduire  ces 
équations  différentielles  ordinaires,  qu'il  eût  été  souvent 
impossible  d'établir  immédiatement.  La  méthode  des 
variations  constitue  donc  la  partie  la  plus  sublime  de  ce 
vaste  système  de  l'analyse  mathématique  qui,  partant 
des  plus  simples  éléments  de  l'algèbre,  organise,  par 
une  succession  d'idées  non  interrompue,  des  moyens 
généraux  de  plus  en  plus  puissants  pour  l'étude  appro- 
fondie de  la  philosophie  naturelle  et  qui,  dans  son  en- 
semble, présente,  sans  aucune  comparaison,  le  monu- 
ment le  plus  imposant  et  le  moins  équivoque  de  la  portée 
de  l'esprit  humain.  Mais  il  faut  reconnaître  aussi  quelles 
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conceptions  habituellement  considérées  dans  la  mé- 
thode des  variations  étant,  par  leur  nature,  plus  indi- 
rectes, plus  g-énérales  et  surtout  beaucoup  plus  abstraites 
que  toutes  les  autres,  l'emploi  d'une  telle  méthode  exige 
nécessairement,  et  d'une  manière  soutenue,  le  plus  haut 
degré  connu  de  contention  intellectuelle,  pour  ne  jamais 
perdre  de  vue  l'objet  précis  de  la  recherche  en  suivant 
des  raisonnements  qui  offrent  à  l'esprit  des  points  d'ap- 
pui aussi  peu  déterminés,  et  dans  lesquels  les  signes  ne 
sont  presque  jamais  d'aucun  secours.  On  doit,  sans 
doute,  attribuer  en  grande  partie  à  cette  difficulté  néces- 
saire le  peu  d'usage  réel  que  les  géomètres,  excepté  La- 
grange,  ont  fait  jusqu'ici  d'une  conception  aussi  admi- 
rable. 
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ronshiératloiis  {^^iiérales  sur  le  calcul  aux  (llfférences  flnleei. 

Les  diverses  considérations  fondamentales  indiquées 
dans  les  cinq  leçons  précédentes  constituent  réellement 
toutes  les  bases  essentielles  d'une  exposition  complète 
de  l'analyse  mathématique,  envisagée  sous  le  point  de 
vue  philosophique.  Néanmoins,  pour  ne  néglig^er  aucune 
conception  générale  vraiment  importante  relative  à  cette 
analyse,  je  crois  devoir,  avant  de  passer  à  l'étude  philo- 
sophique de  la  mathématique  concrète,  expliquer  très 
sommairement  le  véritable  caractère  propre  à  un  genre 
de  calcul  fort  étendu  et  qui,  bien  que  rentrant  au  fond 
dans  l'analyse  ordinaire,  est  cependant  encore  regardé 
comme  étant  d'une  nature  essentiellement  distincte.  Il 
s'agit  de  ce  qu'on  appelle  le  calcul  aux  différences  finies^ 
qui  sera  le  sujet  spécial  de  cette  leçon. 

Ce  calcul,  créé  par  Taylor  dans  son  célèbre  ouvrage 
intitulé  Méthodes  incrementorum ^  consiste  essentielle- 
ment, comme  on  sait,  dans  la  considération  des  accrois- 
sements finis  que  reçoivent  les  fonctions  par  suite  d'ac- 
croissements analogues  de  la  part  des  variables  corres- 
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pondantes.  Ces  accroissements  ou  différences,  auxquels 
on  applique  la  caractéristique  A,  pour  les  distinguer  des 
différentielles    ou   accroissements   infiniment  petits, 
peuvent  être,  à  leur  tour,  envisagées  comme  de  nou- 
velles fonctions,  et  devenir  le  sujet  d'une  seconde  consi- 
dération semblable,  et  ainsi  de  suite,  d'où  résulte  la  no- 
tion des  différences  des  divers  ordres  successifs,  ana- 
logues, au  moins  en  apparence,  aux  ordres  consécutifs 
des  différentielles.  Un  tel  calcul  présente,  évidemment, 
comme  le  calcul  des  fonctions  indirectes,  deux  classes 
générales  de  questions  :  1°  déterminer  les  différences 
successives  de  toutes  les  diverses  fonctions  analytiques  à 
une  ou  à  plusieurs  variables,  en  résultat  d'un  mode  d'ac- 
croissement défini  des  variables  indépendantes,  que  l'on 
suppose,  en  général,  augmenter  en  progression  arith- 
métique; 2°  réciproquement,  en  partant  de  ces  diffé- 
rences ou,  plus  généralement,  d'équations  quelconques 
établies  entre  elles,  remonter  aux  fonctions  primitives 
elles-mêmes,  ou  à  leurs  relations  correspondantes.  D'où 
la  décomposition  de  ce  calcul  total  en  deux  calculs  dis- 
tincts, auxquels  on  donne  ordinairement  les  noms  de 
calcul  direct  aux  différences  finies,  et  de  calcul  inverse 
aux  différences  finies ,  ce  dernier  étant  aussi  appelé 
quelquefois  calcul  intégral  aux  différences  finies.  Cha- 
cun de  ces  deux  calculs  serait,  d'ailleurs,  évidemment 
susceptible   d'une  distribution  rationnelle  semblable 
à  celle  exposée  dans  la  septième  leçon  pour  le  calcul 
différentiel  et  le  calcul  intégral,  ce  qui  me  dispense 
d'en  faire  une  mention  distincte. 

Il  n'est  pas  douteux  que,  par  une  telle  conception, 
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Ta\  lor  a  cru  foiKh^*  iiii  calcul  d'une  nature  entièrement 
nouvelle,  absolument  distinct  de  l'analyse  ordinaire,  et 
plus  général  que  le  calcul  de  Leibnitz,  quoique  consis- 
tant dans  une  considération  analogue.  C'est  aussi  de 
cette  manière  que  presque  tous  les  géomètres  ont  jugé 
l'anal vso  de  Taylor.  Mais  Lagrange,  avec  sa  profondeur 
habiluelle,  a  clairement  aperçu  que  ces  propriétés  ap- 
partenaient bien  plus  aux  formes  et  aux  notations  em- 
ployées par  Taylor  qu'au  fond  même  de  sa  théorie. 
En  effet,  ce  qui  fait  le  caractère  propre  de  l'analyse  de 
Leibnitz,  et  la  constitue  en  un  calcul  vraiment  distinct 
et  supérieur,  c'est  que  les  fonctions  dérivées  sont,  en 
général,  d'une  toute  autre  nature  que  les  fonctions  pri- 
mitives, en  sorte  qu'elles  peuvent  donner  lieu  à  des  re- 
lations plus  simples  et  d'une  formation  plus  facile,  d'oii 
résultent  les  admirables  propriétés  fondamentales  de 
l'analyse  transcendante,  expliquées  dans  les  leçons  pré- 
cédentes. Mais  il  n'en  est  nullement  ainsi  pour  les 
différences  considérées  par  Taylor.  Car  ces  différences 
sont,  parleur  nature,  des  fonctions  essentiellement  sem- 
blables à  celles  qui  les  ont  engendrées,  ce  qui  les  rend 
impropres  à  faciliter  l'établissement  des  équations,  et 
ne  leur  permet  pas  davantage  de  conduire  à  des  rela- 
tions plus  générales.  Toute  équation  aux  différences 
finies  est  vraiment,  au  fond,  une  équation  directement 
relative  aux  grandeurs  mêmes  dont  on  compare  les  états 
successifs.  L'échafaudage  de  nouveaux  signes,  qui  fait 
illusion  sur  le  véritable  caractère  de  ces  équations,  ne 
le  déguise  cependant  que  d'une  manière  fort  imparfaite, 
puisqu'on  pourrait  toujours  le  mettre  aisément  en  évi- 
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douce  en  remplaçant  constamment  les  différences  par 
les  combinaisons  équivalentes  des  grandeurs  primitives, 
dont  elles  ne  sont  réellement  autre  chose  que  les  dési- 
gnations abrégées.  Aussi,  le  calcul  de  Taylor  n'a-t-il 
jamais  offert  et  ne  peut-il  offrir,  dans  aucune  question 
de  géométrie  ou  de  mécanique,  ce  puissant  secours  gé- 
néral que  nous  avons  vu  résulter  nécessairement  de 
l'analyse  de  Leibnitz.  Lagrange  a,  d'ailleurs,  très  net- 
tement établi  que  la  prétendue  analogie  observée  entre 
le  calcul  aux  différences  et  le  calcul  infinitésimal  était 
radicalement  \dcieuse,  en  ce  sens  que  les  formules  pro- 
pres au  premier  calcul  ne  peuvent  nullement  fournir, 
comme  cas  particuliers,  celles  qui  conviennent  au  se- 
cond, dont  la  nature  est  essentiellement  distincte. 

D'après  l'ensemble  de  considérations  que  je  viens 
d'indiquer,  je  crois  que  le  calcul  aux  différences  finies 
est  ordinairement  classé  à  tort  dans  l'analyse  transcen- 
dante proprement  dite,  c'est-à-dire  dans  le  calcul  des 
fonctions  indirectes.  Je  le  conçois,  au  contraire^  en 
adoptant  pleinement  les  importantes  réflexions  de  La- 
grange, qui  ne  sont  pas  encore  suffisamment  appréciées, 
comme  étant  seulement  une  branche  très  étendue  et  fort 
importante  de  l'analyse  ordinaire,  c'est-à-dire,  de  ce  que 
j'ai  nommé  le  calcul  des  fonctions  directes.  Tel  est,  en 
effet,  ce  me  semble,  son  vrai  caractère  philosophique, 
(jue  les  équations  qu'il  considère  sont  toujours,  malgré 
la  notation,  de  simples  équations  directes. 

En  précisant,  autant  que  possible,  l'explication  pré- 
cédente, on  doit  envisager  le  calcul  de  Taylor  comme 
ayant  constamment  pour  véritable  objet  la  théorie  gé- 
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lit  ralp  (les  si/ifrs,  dont,  avant  cet  illustre  géomètre,  on 
n'avait  (Micorc  ronsidrro  que  les  cas  les  plus  sim- 
ples. J'aurais  dù,  rigoureusement,  mentionner  cette 
importante  théorie  en  traitant,  dans  la  cinquième 
leçon,  de  Talgèbre  proprement  dite,  dont  elle  est 
mu»  hrancli(i  si  étendue.  Mais,  afin  d'éviter  tout 
double  emploi,  j'ai  préféré  ne  la  signaler  qu'en  considé- 
rant le  calcul  aux  différences  finies,  qui,  réduit  à  sa 
plus  simple  expression  générale,  n'est  autre  chose,  dans 
toute  son  étendue,  qu'une  étude  rationnelle  complète 
des  questions  relatives  aux  suites. 

Toute  suite,  ou  succession  de  nombres  déduits  les  uns 
des  autres  d'après  une  loi  constante  quelconque^  donne 
lieu  nécessairement  à  ces  deux  questions  fondamentales  : 
1"  la  loi  de  la  suite  étant  supposée  connue,  trouver  l'ex- 
pression de  son  terme  général,  de  manière  à  pouvoir 
calculer  immédiatement  un  terme  d'un  rang  quelconque, 
sans  être  obligé  de  former  successivement  tous  les  pré- 
cédents ;  2°  dans  les  mêmes  circonstances,  déterminer 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  suite 
en  fonction  de  leurs  rangs^  en  sorte  qu'on  puisse  la  con- 
naître sans  être  forcé  d'ajouter  continuellement  ces 
termes  les  uns  aux  autres.  Ces  deux  questions  fonda- 
mentales étant  supposées  résolues,  on  peut  en  outre  se 
proposer  réciproquement  de  trouver  la  loi  d'une  série 
d'après  la  forme  de  son  terme  général,  ou  l'expression 
de  la  somme.  Chacun  de  ces  divers  problèmes  comporte 
d'autant  plus  d'étendue  et  de  difficulté,  que  l'on  peut 
concevoir  un  plus  grand  nombre  de  lois  différentes  pour 
les  séries,  suivant  le  nombre  de  termes  précédents  dont 
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chaque  terme  dépend  immédiatement,  et  suivant  la 
fonction  qui  exprime  cette  dépendance.  On  peut  même 
considérer  des  séries  à  plusieurs  indices  variables, 
comme  Fa  fait  Laplace  dans  la  Théorie  analytique  des 
probabilités,  par  l'analyse  à  laquelle  il  a  donné  le  nom 
de  Thf^orie  des  fonctions  génératrices,  bien  qu'elle  ne 
soit  réellement  qu'une  branche  nouvelle  et  supérieure  du 
calcul  aux  différences  finies,  ou  de  la  théorie  générale 
des  suites. 

Les  divers  aperçus  généraux  que  je  viens  d'indiquer 
ne  donnent  même  qu'une  idée  imparfaite  de  l'étendue  et 
de  la  variété  vraiment  infinie  des  questions  auxquelles 
les  géomètres  se  sont  élevés  d'après  cette  seule  considé- 
ration des  séries,  si  simple  en  apparence,  et  si  bornée  à 
son  origine.  Elle  présente  nécessairement  autant  de  cas 
divers  que  la  résolution  algébrique  des  équations  envi- 
sagée dans  toute  son  étendue  :  et  elle  est,  par  sa  na- 
ture, beaucoup  plus  compliquée,  tellement  même 
qu'elle  en  dépend  toujours,  pour  conduire  à  une  solu- 
tion complète.  C'est  assez  faire  pressentir  quelle  doit  être 
encore  son  extrême  imperfection,  malgré  les  travaux 
successifs  de  plusieurs  géomètres  du  premier  ordre. 
Nous  ne  possédons,  en  effet,  jusqu'ici  que  la  solution 
totale  et  rationnelle  des  plus  simples  questions  de  cette 
nature. 

Il  est  maintenant  aisé  de  concevoir  l'identité  néces- 
saire et  parfaite  que  j'ai  annoncée  ci-dessus,  d'après  les 
indications  de  Lagrange,  entre  le  calcul  aux  différences 
finies,  et  la  théorie  des  suites  prise  dans  son  ensemble. 
En  effet,  toute  différentiation  à  la  manière  de  Taylorre- 
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vient  rvidoniniiMil  à  Irouvcr  la  loi  de  formation  d'une 
suite  à  lin  ou  à  plusieurs  indices  variables,  d'après  l'ex- 
pression de  sou  ternie  général  ;  de  même,  toute  intégra- 
lion  analogue  peut  être  regardée  comme  ayant  pour 
ohjel  la  sommation  d'une  suite,  dont  le  terme  général 
serait  exprimé  par  la  différence  proposée.  Sous  ce  rap- 
poi  t,  les  divers  problèmes  de  calcul  aux  différences,  di- 
rect ou  inverse,  résolus  par  Taylor  et  par  ses  succes- 
seurs, ont  réellement  une  très  grande  valeur,  comme 
traitant  des  questions  importantes  relativement  aux 
suites.  Mais  il  est  fort  douteux  que  la  forme  et  la  nota- 
tion introduites  par  Taylor  apportent  réellement  aucune 
facilité  essentielle  dans  la  solution  des  questions  de  ce 
genre.  Il  serait  peut-être  plus  avantageux  pour  la  plupart 
des  cas,  et  certainement  plus  rationnel,  de  remplacer  les 
différences  par  les  termes  mômes  dont  elles  désignent 
certaines  combinaisons.  Le  calcul  de  Taylor  ne  reposant 
pas  sur  une  pensée  fondamentale  vraiment  distincte,  et 
n'ayant  de  propre  que  son  système  de  signes,  il  ne  sau- 
rait y  avoir  réellement,  dans  la  supposition  même  la 
plus  favorable,  aucun  avantage  important  à  le  concevoir 
comme  détaché  de  l'analyse  ordinaire,  dont  il  n'est,  à 
vrai  dire,  qu'une  branche  immense.  Cette  considération 
des  différences^  le  plus  souvent  inutile  quand  elle  ne 
complique  pas,  me  semble  conserver  encore  le  caractère 
d'une  époque  où  les  idées  analytiques  n'étant  pas  assez 
familières  aux  géomètres,  ils  devaient  naturellement 
préférer  les  formes  spéciales  propres  aux  simples  com- 
paraisons numériques. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  ne  dois  pas  terminer  cette  appré- 
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ciation  générale  du  calcul  aux  différences  finies,  sans 
signaler  une  nouvelle  notion  à  laquelle  il  a  donné  nais- 
sance, et  qui  a  pris  ensuite  une  grande  importance.  C'est 
la  considération  de  ces  fonctions  périodiques  ou  discon- 
tinues^ conservant  toujours  la  même  valeur  pour  une 
suite  infinie  de  valeurs  assujetties  à  une  certaine  loi 
dans  les  variables  correspondantes,  et  qui  doivent  être 
nécessairement  ajoutées  aux  intégrales  des  équations 
aux  différences  finies  pour  les  rendre  suffisamment  géné- 
rales, comme  on  ajoute  de  simples  constantes  arbitraires 
à  toutes  les  quadratures  afin  d'en  compléter  la  généra- 
lité. Cette  idée,  primitivement  introduite  par  Euler,  est 
devenue,  dans  ces  derniers  temps,  le  sujet  de  travaux 
fort  étendus  de  la  partdeM.  Fourier,  qui  l'a  transportée 
dans  le  système  général  de  l'analyse,  et  qui  en  a  fait  un 
usage  tellement  neuf  et  si  essentiel  pour  la  théorie  ma- 
thématique de  la  chaleur  que  cette  conception,  dans  son 
état  actuel,  lui  appartient  vraiment  d'une  manière  exclu- 
sive. 

Afin  de  signaler  complètement  le  caractère  philoso- 
phique du  calcul  aux  différences  finies,  je  ne  dois  pas 
négliger  de  mentionner  ici  rapidement  les  principales 
applications  générales  qu'on  en  a  faites  jusqu'à  présent. 

Il  faudrait  placer  au  premier  rang,  comme  la  plus 
étendue  et  la  plus  importante,  la  solution  des  questions 
relatives  aux  suites,  si,  d'après  les  explications  données 
ci-dessus,  la  théorie  générale  des  suites  ne  devait  pas 
être  considérée  comme  constituant,  par  sa  nature,  le 
fond  même  du  calcul  de  Taylor.  Cette  grande  classe  de 
problèmes  étant  donc  écartée,  la  plus  essentielle  des 
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vérilahlcs  applicalKtns  do  l'iinalyso  de  Taylor  est  sans 
doute,  jus(iu'ici,  la  niéthodo  générale  des  interpolations, 
si  fréquemment  et.  si  utilement  employée  dans  la  re- 
elierche  des  lois  nnpiriques  des  phénomènes  naturels. 
La  question  consiste,  comme  on  sait,  à  intercaler,  entre 
certains  nombres  donnés,  d'autres  nombres  intermé- 
diaires assujettis  à  la  même  loi  que  l'on  suppose  exister 
entre  les  premiers.  On  peut  pleinement  vérifier,  dans 
cette  application  principale  du  calcul  de  Taylor,  com- 
bien, ainsi  que  je  l'ai  expliqué  plus  haut,  la  considéra- 
tion des  différences  est  vraiment  étrangère  et  souvent 
gênante,  relativement  aux  questions  qui  dépendent  de 
cette  analyse.  En  effet,  Lagrange  a  remplacé  les  for- 
mules d'interpolation  déduites  de  l'algorithme  ordinaire 
du  calcul  aux  différences  finies  par  des  formules  géné- 
rales beaucoup  plus  simples,  qui  sont  aujourd'hui 
presque  toujours  préférées,  et  qui  ont  été  trouvées  direc- 
tement, sans  faire  jouer  aucun  rôle  à  la  notion  superflue 
des  différences,  qui  ne  faisaient  que  compliquer  la 
question. 

Une  dernière  classe  importante  d'applications  du  cal- 
cul aux  différences  finies,  qui  mérite  d'être  distinguée  de 
la  précédente,  consiste  dans  l'usage  éminemment  utile 
qu'on  en  fait,  en  géométrie,  pour  déterminer  par  approxi- 
mation la  longueur  et  l'aire  de  quelque  courbe  que  ce 
soit,  et,  de  même,  la  quadrature  et  la  cubature  d'un 
corps  ayant  une  forme  quelconque.  Ce  procédé,  qui  peut, 
d'ailleurs,  être  conçu  abstraitement  comme  dépendant 
de  la  même  recherche  analytique  que  la  question  des 
interpolations,  présente  souvent  un  supplément  précieux 
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aux  méthodes  géométriques  entièrement  rationnelles, 
qui  conduisent  fréquemment  à  des  intégrations  qu'on  ne 
sait  point  encore  effectuer,  ou  à  des  calculs  d^une  exécu- 
tion très  compliquée. 

Telles  sont  les  diverses  considérations  principales  que 
j'ai  cru  devoir  indiquer  relativement  au  calcul  des  diffé- 
rences finies.  Cet  examen  complète  l'étude  philoso- 
phique que  je  m'étais  proposé  d'esquisser  pour  la  mathé- 
matique abstraite.  Nous  devons  maintenant  procéder  à  un 
travail  semblable  sur  la  mathématique  concrète,  où  nous 
nous  attacherons  surtout  à  concevoir  comment,  en  sup- 
posant parfaite  la  science  générale  du  calcul,  on  a  pu,  par 
des  procédés  invariables,  réduire  à  de  pures  questions 
d'analyse  tous  les  problèmes  que  peuvent  présenter  la 
géométrie  et  la  mécanique,  et  imprimer  ainsi  à  ces  deux 
bases  fondamentales  de  la  philosophie  naturelle  un 
degré  de  précision  et  surtout  d'unité,  en  un  mot,  un  ca- 
ractère de  haute  perfection  qu'une  telle  marche  pouvait 
seule  leur  communiquer. 
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DIXIÈME  LEÇON 

Vue  générale  de  la  géométrie. 

D'après  l'explication  g-énérale  présentée  dans  la  troi- 
sième leçon  relativement  au  caractère  philosophique  de 
la  mathématique  concrète,  comparé  à  celui  de  la  ma- 
thématique abstraite,  je  n'ai  pas  besoin  d'établir  ici, 
d'une  manière  spéciale,  que  la  géométrie  doit  être  con- 
sidérée comme  une  véritable  science  naturelle,  seule- 
ment bien  plus  simple  et,  par  suite,  beaucoup  plus  par- 
faite qu'aucune  autre.  Cette  perfection  nécessaire  de  la 
g-cométrie,  obtenue  essentiellement  par  l'application, 
qu'elle  comporte  si  éminemment,  de  l'analyse  mathéma- 
tique, fait  ordinairement  illusion  sur  la  nature  réelle  de 
cette  science  fondamentale^  que  la  plupart  des  esprits 
conçoivent  aujourd'hui  comme  une  science  purement  ra- 
tionnelle, tout  à  fait  indépendante  de  l'observation.  Il 
est  néanmoins  évident,  pour  quiconque  examine  avec 
attention  le  caractère  des  raisonnements  géométriques, 
même  dans  l'état  actuel  de  la  géométrie  abstraite,  que, 
si  les  faits  qu'on  y  considère  sont  beaucoup  plus  liés  entre 
eux  que  ceux  relatifs  à  toute  autre  science,  il  existe  tou- 
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jours  cependant,  par  rapport  à  chaque  corps  étudié  par 
les  géomètres,  un  certain  nombre  de  phénomènes  pri- 
mitifs qui,  n'étant  établis  par  aucun  raisonnement,  ne 
peuvent  être  fondés  que  sur  l'observation,  et  constituent 
la  base  nécessaire  de  toutes  les  déductions.  L'erreur 
commune  à  cet  égard  doit  être  regardée  comme  un  reste 
d'influence  de  l'esprit  métaphysique,  qui,  même  dans  les 
études  géométriques,  a  si  longtemps  dominé.  Indépen- 
damment de  sa  gravité  logique,  cette  fausse  manière  de 
voir  présente  continuellement,  dans  les  applications  de 
la  géométrie  rationnelle,  les  plus  grands  inconvénients, 
en  ce  qu'elle  empêche  de  concevoir  nettement  le  passage 
du  concret  à  l'abstrait. 

La  supériorité  scientifique  de  la  géométrie  tient,  en 
général,  à  ce  que  les  phénomènes  qu'elle  considère  sont 
nécessairement  les  plus  universels  et  les  plus  simples 
de  tous.  Non  seulement  tous  les  corps  de  la  nature 
peuvent  évidemment  donner  lieu  à  des  recherches  géo- 
métriques aussi  bien  qu'à  des  recherches  mécaniques, 
mais,  de  plus,  les  phénomènes  géométriques  subsis- 
teraient encore  quand  même  toutes  les  parties  de  l'uni- 
vers seraient  supposées  immobiles.  La  géométrie  est 
donc,  par  sa  nature,  plus  générale  que  la  mécanique.  En 
même  temps,  ses  phénomènes  sont  plus  simples;  car  ils 
sont  évidemment  indépendants  des  phénomènes  méca- 
niques, tandis  que  ceux-ci  se  compliquent  toujours  né- 
cessairement des  premiers.  Il  en  est  de  même,  en  com- 
parant la  géométrie  à  la  thermologie  abstraite,  qu'on 
peut  concevoir  aujourd'hui  depuis  les  travaux  de  M.  Fou- 
rier,  ainsi  que  je  l'ai  indiqué  dans  la  troisième  leçon, 
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comnit'  une  nouvelle  branche  générale  de  la  mathéma- 
liqiu'  t'oiicrèle.  En  effet,  les  phénomènes  thermologiques, 
coiisiilérés  môme  indépendamment  des  effets  dyna- 
miques qui  les  accompagnent  presque  constamment,  sur- 
tout dans  les  corps  tluides,  dépendent  nécessairement 
(les  phénomènes  géométriques,  puisque  la  forme  des 
corps  intlue  singulièrement  sur  la  répartition  de  la  cha- 
leur. 

C'est  pour  ces  diverses  raisons  que  nous  avons  dû 
classer  précédemment  la  géométrie  comme  la  première 
partie  de  la  mathématique  concrète,  celle  dont  l'étude, 
outre  son  importance  propre,  sert  de  base  indispensable 
à  toutes  les  autres. 

Avant  de  considérer  directement  l'étude  philoso- 
phique des  divers  ordres  de  recherches  qui  constituent 
la  géométrie  actuelle,  il  faut  se  faire  une  idée  nette  et 
exacte  de  la  destination  générale  de  cette  science,  en- 
visagée dans  son  ensemble.  Tel  est  l'objet  de  cette 
leçon. 

On  définit  communément  la  géométrie  d'une  manière 
très  vague  et  tout  à  fait  vicieuse,  en  se  bornant  à  la  pré- 
senter comme  la  science  de  rétendue.  Il  conviendrait 
d'abord  d'améliorer  cette  définition  en  disant,  avec  plus 
de  précision,  que  la  géométrie  a  pour  objet  la  mesure  de 
l'étendue.  Mais  une  telle  explication  serait,  par  elle- 
même,  fort  insuffisante  bien  que,  au  fond,  elle  soit 
exacte.  Un  aperçu  aussi  imparfait  ne  peut  nullement 
faire  connaître  le  véritable  caractère  général  de  la  science 
géométrique. 

Pour  y  parvenir,  je  crois  devoir  éclaircir  préalable- 
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ment  deux  notions  fondamentales,  qui,  très  simples  en 
elles-mêmes,  ont  été  singulièrement  obscurcies  par  l'em- 
ploi des  considérations  métaphysiques. 

La  première  est  celle  de  Y  espace^  qui  a  donné  lieu 
à  tant  de  raisonnements  sophistiques,  à  des  dicussions 
si  creuses  et  si  puériles  de  la  part  des  métaphysiciens. 
Réduite  à  son  acception  positive ,  cette  conception 
consiste  simplement  en  ce  que,  au  lieu  de  considérer 
l'étendue  dans  les  corps  eux-mêmes,  nous  l'envisageons 
dans  un  milieu  indéfini,  que  nous  regardons  comme  con- 
tenant tous  les  corps  de  l'univers.  Cette  notion  nous  est 
naturellement  suggérée  par  l'observation,  quand  nous 
pensons  à  V emprei7ite  que  laisserait  un  corps  dans  un 
fluide  011  il  aurait  été  placé.  Il  est  clair,  en  effet,  que, 
sous  le  rapport  géométrique,  une  telle  empreinte  peut 
être  substituée  au  corps  lui-même  sans  que  les  raison- 
nements en  soient  altérés.  Quant  à  la  nature  physique 
de  cet  espace  indéfini,  nous  devons  spontanément  nous 
le  représenter,  pour  plus  de  facilité,  comme  analogue  au 
milieu  effectif  dans  lequel  nous  vivons,  tellement  que  si 
ce  milieu  était  liquide,  au  lieu  d'être  gazeux,  notre 
espace  géométrique  serait,  sans  doute,  conçu  aussi 
comme  liquide.  Cette  circonstance  n'est,  d'ailleurs,  évi- 
demment que  très  secondaire,  l'objet  essentiel  d'une  telle 
conception  étant  seulement  de  nous  faire  envisager 
l'étendue  séparément  des  corps  qui  nous  la  manifestent. 
On  comprend  aisément  à  priori  l'importance  de  cette 
image  fondamentale,  puisqu'elle  nous  permet  d'étudier 
les  phénomènes  géométriques  en  eux-mêmes,  abstrac- 
tion faite  de  tous  les  autres  phénomènes  qui  les  accom- 
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pai^iiciil  coiislaniincMjl  dans  les  C()r[)s  réels,  sans  cepen- 
(laiil  cxorcer  sur  eux  aiicuiic  induenco.  L'établissement 
ici;  H  lier  de  cette  absti'acllon  générale  doit  être  regardé 
eoninic  le  premier  pas  qui  ait  été  fait  dans  l'étude  ration- 
nelle de  la  géométrie,  qui  eut  été  impossible  s'il  avait 
fallu  continuer  à  considérer  avec  la  forme  et  la  grandeur 
tles  corps  l'ensemble  de  toutes  les  autres  propriétés  phy- 
siques. L'usage  d'une  semblable  hypothèse,  qui  est  peut- 
être  la  plus  ancienne  conception  philosophique  créée  par 
l'esprit  humain,  nous  est  maintenant  devenu  si  familier 
que  nous  avons  peine  à  mesurer  exactement  son  impor- 
tance, en  appréciant  les  conséquences  qui  résulteraient 
de  sa  suppression. 

Les  spéculations  géométriques  ayant  pu  ainsi  devenir 
abstraites,  elles  ont  acquis  non  seulement  plus  de  sim- 
plicité, mais  encore  plus  de  généralité.  Tant  que  l'éten- 
due est  considérée  dans  les  corps  eux-mêmes,  on  ne 
peut  prendre  pour  sujet  des  recherches  que  les  formes 
effectivement  réalisées  dans  la  nature,  ce  qui  restrein- 
drait singulièrement  le  champ  de  la  géométrie.  Au  con- 
traire, en  concevant  l'étendue  dans  V espace,  l'esprit  hu- 
main peut  envisager  toutes  les  formes  quelconques 
imaginables,  ce  qui  est  indispensable  pour  donner  à  la 
géométrie  un  caractère  entièrement  rationnel. 

La  seconde  conception  géométrique  préliminaire  que 
nous  devons  examiner  est  celle  des  différentes  sortes 
d'étendue,  désignées  par  les  mots  de  volume  [i),  sur- 

W)  M.  Lacroix  a  critiqué  avec  raison  l'expression  de  solide  coinuui- 
némeut  employée  par  les  géomètres  pour  désigner  un  vohime.  Il  est 
certain,  en  efïet,  que  lorsque  nous  voulons  considérer  séparément  une 
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face,  ligne,  et  même  point,  et  dont  Texplication  ordi- 
naire est  si  peu  satisfaisante. 

Quoiqu'il  soit  évidemment  impossible  de  concevoir 
aucune  étendue  absolument  privée  de  l'une  quelconque 
des  trois  dimensions  fondamentales,  il  n'est  pas  moins 
incontestable  que,  dans  une  foule  d'occasions,  même 
d'une  utilité  immédiate,  les  questions  géométriques  ne 
dépendent  que  de  deux  dimensions,  considérées  séparé- 
ment de  la  troisième,  ou  d'une  seule  dimension,  consi- 
dérée séparément  des  deux  autres.  D'un  autre  côté,  indé- 
pendamment de  ce  motif  direct,  l'étude  de  l'étendue  à 
une  seule  dimension  et  ensuite  à  deux  se  présente  clai- 
rement comme  un  préliminaire  indispensable  pour  faci- 
liter l'étude  des  corps  complets  ou  à  trois  dimensions, 
dont  la  théorie  immédiate  serait  trop  compliquée.  Tels 
sont  les  deux  motifs  g-énéraux  qui  obligent  les  géomètres 
à  considérer  isolément  l'étendue  sous  le  rapport  d'une 
ou  de  deux  dimensions,  aussi  bien  que  relativement  à 
toutes  les  trois  ensemble. 

C'est  afin  de  pouvoir  penser,  d'une  manière  perma- 
nente, à  l'étendue  dans  deux  sens  ou  dans  un  seul,  que 
l'esprit  humain  se  forme  les  notions  générales  de  mr- 
face  ^  et  de  ligne.  Les  expressions  hyperboliques  habi- 
tuellement employées  par  les  géomètres  pour  les  défi- 
certaine  portion  de  ['espace  indéfini,  conçu  comme  gazeux,  nous  en  soli- 
difions par  la  pensée  l'enceinte  extérieure,  en  sorte  qu'une  ligne  et  une 
surface  sont  habituellement,  pour  notre  esprit,  tout  aussi  solides  qu'un 
volume.  On  peut  même  remarquer  que,  le  plus  souvent,  afin  que  les 
corps  se  pénètrent  mutuellement  avec  plus  de  facilité,  nous  sommes 
obligés  de  nous  représenter  comme  creux  l'intérieur  des  volumes,  ce 
qui  rend  encore  plus  sensible  l'impropriété  du  mot  solide. 
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iiii-  Iciulcnl  à  on  hûi'o  coiicevoii'  une  fausse  idée.  Mais, 
cxaniiuéi's  en  clIcs-uKMues,  elles  n'ont  d'autre  dcslina- 
lion  <|ue  de  nous  pernietlre  dv  raisonner  avec  facilité  sur 
CCS  deux  i;enres  d'étendue,  en  faisant  complètement  abs- 
h  aclion  de  ce  ([ui  nv.  doit  pas  être  pris  en  considération. 
(.)r,  il  suffit,  pour  cela,  de  concevoir  la  dimension  que 
Ton  vent  éliminer  comme  devenue  g-raduellement  de 
plus  en  plus  petite,  les  deux  autres  restant  les  mômes, 
jusqu'à  ce  qn'elle  soit  parvenue  à  un  tel  degré  de  ténuité 
qu'elle  ne  puisse  plus  fixer  l'attention.  C'est  ainsi  qu'on 
acquiert  naturellement  l'idée  réelle  d'une  surface,  et, 
par  une  seconde  opération  analogue,  l'idée  d'une  ligne 
en  renouvelant  pour  la  largeur  ce  qu'on  a  d'abord  fait 
pour  l'épaisseur.  Enfin,  si  l'on  répète  encore  le  même 
travail,  on  parvient  à  l'idée  d'un  points  ou  d'une  étendue 
considérée  uniquement  par  rapport  à  son  lieu,  abstrac- 
tion faite  de  toute  grandeur,  et  destinée,  par  conséquent, 
à  préciser  les  positions.  Les  surfaces  ont  d'ailleurs  évi- 
demment la  propriété  générale  de  circonscrire  exacte- 
ment les  volumes  ;  et,  de  môme  les  lignes,  à  leur  tour, 
circonscrivent  les  surfaces,  et  sont  limitées  par  les 
points.  Mais  cette  considération,  à  laquelle  on  a  donné 
souvent  trop  d'importance,  n'est  que  secondaire. 

Les  surfaces  et  les  lignes  sont  donc  réellement  tou- 
j  ours  conçues  avec  trois  dimensions;  il  serait,  en  effet, 
impossible  de  se  représenter  une  surface  autrement  que 
comme  une  plaque  extrêmement  mince,  et  une  ligne 
autrement  que  comme  un  fil  infiniment  délié.  11  est 
même  évident  que  le  degré  de  ténuité  attribué  par  cha- 
que individu  aux  dimensions  dont  il  veut  faire  abstrac- 
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tion  n'est  pas  constamment  identique,  car  il  doit 
dépendre  du  degré  de  finesse  de  ses  observations  géomé- 
triques habituelles.  Ce  défaut  d'uniformité  n'a  d'ailleurs 
aucun  inconvénient  réel,  puisqu'il  suffit,  pour  que  les 
idées  de  surface  et  de  ligne  remplissent  la  condition  es- 
sentielle de  leur  destination,  que  chacun  se  représente  les 
dimensions  à  négliger  comme  plus  petites  que  toutes 
celles  dont  ses  expériences  journalières  lui  donnent  oc- 
casion d'apprécier  la  grandeur. 

On  doit  sans  doute  regretter  qu'il  soit  encore  néces- 
saire aujourd'hui  d'indiquer  expressément  une  explica- 
tion aussi  simple  que  la  précédente,  dans  un  ouvrage  tel 
que  celui-ci.  Mais  j'ai  cru  devoir  signaler  rapidement  ces 
considérations  à  cause  du  nuage  ontologique  dont  une 
fausse  manière  de  voir  enveloppe  ordinairement  ces 
notions  premières.  On  voit  par  là  combien  sont  dépour- 
vues de  toute  espèce  de  sens  les  discussions  fantastiques 
des  métaphysiciens  sur  les  fondements  de  la  géométrie. 
On  doit  aussi  remarquer  que  ces  idées  primordiales  sont 
habituellement  présentées  par  les  géomètres  d'une 
manière  peu  philosophique  ,  puisqu'ils  exposent ,  par 
exemple,  les  notions  des  différentes  sortes  d'étendue 
dans  un  ordre  absolument  inverse  de  leur  enchaînement 
naturel,  ce  qui  engendre  souvent,  pour  l'enseignement 
élémentaire,  les  plus  graves  inconvénients. 

Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  pouvons  procé- 
der directement  à  la  définition  générale  de  la  géométrie, 
en  concevant  toujours  cette  science  comme  ayant  pour 
but  final  la  mesure  de  l'étendue. 

Il  est  tellement  nécessaire  d'entrer  à  cet  égard  dans 
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line  ('xplicalioli  approfondie,  fondée  sur  la  distinction 
(les  liois  espèces  d'étendue,  que  la  notion  de  mesure 
\\vs\  j)as  exactement  la  môme  par  rapport  aux  surfaces 
cl  aux  volumes  que  relativement  aux  lignes,  en  sorte 
que,  sans  cet  examen,  on  se  formerait  une  fausse  idée 
(le  la  nature  des  questions  géométriques. 

Si  l'on  prend  le  mot  mesure  dans  son  acception  ma- 
thématique directe  et  générale,  qui  signifie  simplement 
l'évaluation  des  rapports  qu'ont  entre  elles  des  grandeurs 
homogènes  quelconques,  on  doit  considérer,  en  géomé- 
trie, que  la  mesure  des  surfaces  et  des  volumes,  par  op- 
position à  celle  des  lignes,  n'est  jamais  conçue,  même 
dans  les  cas  les  plus  simples  et  les  plus  favorables, 
comme  vs'effectuant  immédiatement.  On  regarde  comme 
directe  la  comparaison  de  deux  lignes;  celle  de  deux 
surfaces  ou  de  deux  volumes  est,  au  contraire,  constam- 
ment indirecte.  En  effet,  on  conçoit  que  deux  lignes 
puissent  être  superposées;  mais  la  superposition  de 
deux  surfaces,  ou,  à  plus  forte  raison,  celle  de  deux  vo- 
lumes, est  évidemment  impossible  à  établir  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas;  et,  lors  même  qu'elle  devient  ri- 
goureusement praticable ,  une  telle  comparaison  n'est 
jamais  ni  commode,  ni  susceptible  d'exactitude.  Il  est 
donc  bien  nécessaire  d'expliquer  en  quoi  consiste  pro- 
prement la  mesure  vraiment  géométrique  d'une  surface 
ou  d'un  volume. 

Il  faut  considérer,  pour  cela,  que,  quelle  que  puisse 
être  la  forme  d'un  corps^  il  existe  toujours  un  certain 
nombre  de  lignes,  plus  ou  moins  faciles  à  assigner,  dont 
la  longueur  suffit  pour  définir  exactement  la  grandeur 
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de  sa  surface  ou  de  son  volume.  La  géométrie,  regar- 
dant ces  lignes  comme  seules  susceptibles  d'être  me- 
surées immédiatement,  se  propose  de  déduire,  de  leur 
simple  détermination,  le  rapport  de  la  surface  ou  du  vo- 
lume cherchés,  à  l'unité  de  surface  ou  à  l'unité  de  vo- 
lume. Ainsi  l'objet  général  de  la  géométrie,  relativement 
aux  surfaces  et  aux  volumes,  est  proprement  de  ramener 
toutes  les  comparaisons  de  surfaces  ou  de  volumes  à  de 
simples  comparaisons  de  lignes. 

Outre  la  facilité  immense  que  présente  évidemment 
une  telle  transformation  pour  la  mesure  des  volumes  et 
des  surfaces,  il  en  résulte,  en  la  considérant  d'une  ma- 
nière plus  étendue  et  plus  scientifique,  la  possibilité 
générale  de  réduire  à  des  questions  de  lignes  toutes  les 
questions  relatives  aux  volumes  et  aux  surfaces,  envi- 
sagés quant  à  leur  grandeur.  Tel  est  souvent  l'usage  le 
plus  important  des  expressions  géométriques  qui  déter- 
minent les  surfaces  et  les  volumes  en  fonction  des  lignes 
correspondantes. 

Ce  n'est  pas  que  les  comparaisons  immédiates  entre 
surfaces  ou  entre  volumes  ne  soient  jamais  employées. 
Mais  de  telles  mesures  ne  sont  pas  regardées  comme 
géométriques,  et  on  n'y  voit  qu'un  supplément  quelque- 
fois nécessaire,  quoique  trop  rarement  applicable,  à  l'in- 
suffisance ou  à  la  difficulté  des  procédés  vraiment  ra- 
tionnels. C'est  ainsi  que  souvent  on  détermine  le  volume 
d'un  corps  et^  dans  certains  cas,  sa  surface,  d'après  son 
poids.  De  même,  en  d'autres  occasions,  quand  on  peut 
substituer  au  volume  proposé  un  volume  liquide  équi- 
valent, on  établit  immédiatement  la  comparaison  de 
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tl(Mi\  NnliiiHcs  (Mi  |)iufilaiil  do  la  propriété  que  pré- 
sciiU'iil  les  masses  liquides,  de  pouvoir  prendre  aisément 
(ouïes  les  formes  qu'on  veut  leur  donner.  Mais  tous  les 
moyens  de  cette  nature  sont  purement  mécaniques,  et  la 
géométrie  rationnelle  les  rejette  nécessairement. 

Vouv  rendre  plus  sensible  la  différence  de  ces  déter- 
minations avec  les  véritables  mesures  géométriques,  je 
citerai  un  seul  exemple  très  remarquable,  la  manière 
don!  Galilée  évalua  le  rapport  de  l'aire  de  la  cycloïde  or- 
dinaire à  celle  du  cercle  générateur.  La  géométrie  de 
son  temps  étant  encore  trop  inférieure  à  la  solution  ra- 
tionnelle d'un  tel  problème,  Galilée  imagina  de  chercher 
ce  rapport  par  une  expérience  directe.  Ayant  pesé  le  plus 
exactement  possible  deux  lames  de  même  matière  et 
d'égale  épaisseur,  dont  l'une  avait  la  forme  d'un  cercle 
et  l'autre  celle  de  la  cycloïde  engendrée,  il  trouva  le 
poids  de  celle-ci  constamment  triple  de  celui  de  la  pre- 
mière, d'où  il  conclut  que  l'aire  de  la  cycloïde  est  triple 
de  celle  du  cercle  générateur,  résultat  conforme  à  la  vé- 
ritable solution  obtenue  plus  tard  par  Pascal  et  Wallis. 
L'n  tel  succès,  sur  lequel,  d'ailleurs,  Galilée  n'avait  pas 
pris  le  change,  tient  évidemment  à  l'extrême  simplicité 
réelle  du  rapport  cherché  ;  et  on  conçoit  Finsuffisance 
nécessaire  de  semblables  expédients,  même  lorsqu'ils 
seraient  effectivement  praticables. 

On  voit  clairement,  d'après  ce  qui  précède,  en  quoi 
consistent  proprement  la  partie  de  la  géométrie  relative 
aux  volumes  et  celle  relative  aux  surfaces.  Mais  on  ne 
conçoit  pas  aussi  nettement  le  caractère  de  la  géométrie 
des  lignes,  puisque  nous  avons  semblé,  pour  simplifier 
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Texposition,  considérer  la  mesure  des  lignes  comme  se 
faisant  immédiatement.  Il  faut  donc,  par  rapport  à  elles, 
un  complément  d'explication. 

A  cet  effet,  il  suffit  de  distinguer  entre  la  ligne  droite 
et  les  lignes  courbes  ;  la  mesure  de  la  première  étant 
seule  regardée  comme  directe,  et  celle  des  autres  comme 
constamment  indirecte.  Bien  que  la  superposition  soit 
quelquefois  rigoureusement  praticable  pour  les  lignes 
courbes,  il  est  évident  néanmoins  que  la  géométrie  vrai- 
ment rationnelle  doit  la  rejeter  nécessairement,  comme 
ne  comportant,  lors  même  qu'elle  est  possible,  aucune 
exactitude.  La  géométrie  des  lignes  a  donc  pour  objet 
général  de  ramener  constamment  la  mesure  des  lignes 
courbes  à  celle  des  lignes  droites;  et,  par  suite,  sous  un 
point  de  vue  plus  étendu,  de  réduire  à  de  simples  ques- 
tions de  lignes  droites  toutes  les  questions  relatives  à  la 
grandeur  des  courbes  quelconques.  Pour  comprendre  la 
possibilité  d'une  telle  transformation,  il  faut  remarquer 
que,  dans  toute  courbe  quelconque,  il  existe  constam- 
ment certaines  droites  dont  la  longueur  doit  suffire  pour 
déterminer  celle  de  la  courbe.  Ainsi,  dans  un  cercle,  il 
est  évident  que  de  la  longueur  du  rayon  on  doit  pouvoir 
conclure  celle  de  la  circonférence;  de  même,  la  longueur 
d'une  ellipse  dépend  de  celle  de  ses  deux  axes  ;  la  lon- 
gueur d  une  cycloïde  du  diamètre  du  cercle  généra- 
teur, etc.;  et  si,  au  lieu  de  considérer  la  totalité  de 
chaque  courbe,  on  demande  plus  généralement  la  lon- 
gueur d'un  arc  quelconque,  il  suffira  d'ajouter,  aux  di- 
vers paramètres  rectilignes  qui  déterminent  l'ensemble 
de  la  courbe,  la  corde  de  l'arc  proposé,  ou  les  coor- 
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(loiuKM's  ses  extrémités.  Découvrir  la  relation  qui 
existe  entre  la  longueur  d'une  ligne  courbe  et  celle  de 
semblables  lignes  droites,  tel  est  le  problème  général 
qu'on  a  essentiellement  en  vue  dans  la  partie  de  la  géo- 
métrie relative  à  l'étude  des  lignes. 

En  combinant  cette  considération  avec  celles  précé- 
demment exposées  sur  les  volumes  et  sur  les  surfaces,  on 
peut  se  former  une  idée  très  nette  de  la  science  géomé- 
trique, conçue  dans  son  ensemble,  en  lui  assignant  pour 
destination  générale  de  réduire  finalement  les  comparai- 
sons de  toutes  les  espèces  d'étendue,  volumes,  surfaces, 
ou  lignes,  à  de  simples  comparaisons  de  lignes  droites, 
les  seules  regardées  comme  pouvant  être  effectuées 
immédiatement,  et  qui,  en  effet,  ne  sauraient  évidem- 
ment être  ramenées  à  d'autres  plus  faciles.  En  même 
temps  qu'une  telle  conception  manifeste  clairement  le 
véritable  caractère  de  la  géométrie,  elle  me  semble 
propre  à  faire  apercevoir,  d'un  coup  d'oeil  unique,  son 
utilité  et  sa  perfection. 

Afin  de  compléter  rigoureusement  cette  explication 
fondamentale,  il  me  reste  à  indiquer  comment  il  peut  y 
avoir,  en  géométrie,  une  section  spéciale  relative  à  la 
ligne  droite,  ce  qui  parait  d'abord  incompatible  avec  le 
principe  que  la  mesure  de  cette  classe  de  lignes  doit 
être  toujours  regardée  comme  immédiate. 

Elle  l'est,  en  effet,  par  rapport  à  celle  des  lignes 
courbes,  et  de  tous  les  autres  objets  que  la  géométrie 
considère.  Mais  il  est  évident  que  l'estimation  d'une 
ligne  droite  ne  peut  être  envisagée  comme  directe  qu'au- 
tant qu'on  peut  immédiatement  porter  sur  elle  l'unité 


MATHÉMATIQU:^  299 

linéaire.  Or,  c'est  ce  qui  présente  le  plus  souvent  des  dif- 
ficultés insurmontables,  comme  j'ai  eu  occasion  de  l'ex- 
poser spécialement  pour  un  autre  motif  dans  la  troi- 
sième leçon.  On  doit  alors  faire  dépendre  la  mesure  de 
la  droite  proposée  d'autres  mesures  analogues,  suscep- 
tibles d'être  immédiatement  effectuées.  Il  y  a  donc  né- 
cessairement une  première  étude  géométrique  distincte, 
exclusivement  consacrée  à  la  ligne  droite  ;  elle  a  pour 
objet  de  déterminer  les  lignes  droites,  les  unes  par  les 
autres,  d'après  les  relations  propres  aux  figures  quel- 
conques résultant  de  leur  assemblage.  Cette  partie  pré- 
liminaire de  la  géométrie,  qui  semble  pour  ainsi  dire 
imperceptible  quand  on  envisage  l'ensemble  de  la  science, 
est  néanmoins  susceptible  d'un  très  grand  développe- 
ment, lorsqu'on  veut  la  traiter  dans  toute  son  étendue. 
Elle  est  évidemment  d'autant  plus  importante  que,  toutes 
les  mesures  géométriques  devant  se  ramener,  autant  que 
possible,  à  celle  des  lignes  droites,  l'impossibilité  de 
déterminer  ces  dernières  suffirait  pour  rendre  incom- 
plète la  solution  de  chaque  question  quelconque. 

Telles  sont  donc,  suivant  leur  enchaînement  naturel, 
les  diverses  parties  fondamentales  de  la  géométrie  ra- 
tionnelle. On  voit  que,  pour  suivre  dans  son  étude  géné- 
rale un  ordre  vraiment  dogmatique,  il  faut  considérer 
d'abord  la  géométrie  des  lignes,  en  commençant  par  la 
ligne  droite,  et  passer  ensuite  à  la  géométrie  des  sur- 
faces, pour  traiter  enfin  celle  des  volumes.  H  y  a  lieu  de 
s'étonner,  sans  doute,  qu'une  classification  méthodique 
qui  dérive  aussi  simplement  de  la  nature  même  de  la 
science  n'ait  pas  été  constamment  suivie. 
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Api  rs  avoir  (l«MtM'niiiH'  avoc  prorision  l'objet  général 
rl  (It'fiiiilif  (les  rochcrclies  géométriques,  il  faut  mainte- 
iianl  ronsidérer  la  science  sous  le  rapport  du  champ 
embrassé  par  chacune  de  ses  trois  sections  fondamen- 
tales. 

Ainsi  envisagée,  la  géométrie  est  évidemment  suscep- 
tible, par  sa  nature,  d'une  extension  rigoureusement 
indéfinie;  car  la  mesure  des  lignes,  des  surfaces  ou  des 
vohimes  présente  nécessairement  autant  de  questions 
distinctes  que  l'on  peut  concevoir  de  formes  différentes, 
assujetties  à  des  définitions  exactes,  et  le  nombre  en  est 
évidemment  infini. 

Les  géomètres  se  sont  bornés  d'abord  à  considérer 
les  formes  les  plus  simples  que  la  nature  leur  fournis- 
sait immédiatement,  ou  qui  se  déduisaient  de  ces  élé- 
ments primitifs  par  les  combinaisons  les  moins  compli- 
quées. Mais  ils  ont  senti,  depuis  Descartes,  que,  pour 
constituer  la  science  de  la  manière  la  plus  philoso- 
phique, il  fallait  nécessairement  la  faire  porter,  en  gé- 
néral, sur  toutes  les  formes  imaginables.  Ils  ont  ainsi 
acquis  la  certitude  raisonnée  que  cette  géométrie  abs- 
traite comprendrait  inévitablement,  comme  cas  particu- 
liers, toutes  les  diverses  formes  réelles  que  le  monde 
extérieur  pourrait  présenter,  de  façon  à  n'être  jamais 
pris  au  dépourvu.  Si,  au  contraire,  on  s'était  toujours 
réduit  à  la  seule  considération  de  ces  formes  naturelles, 
sans  y  être  préparé  par  une  étude  générale  et  par 
l'examen  spécial  de  certaines  formes  hypothétiques  plus 
simples,  il  est  clair  que  les  difficultés  auraient  été  le 
plus  souvent  insurmontables  au  moment  de  l'application 
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effective.  C'est  donc  un  principe  fondamental,  dans  la 
géométrie  vraiment  rationnelle,  que  la  nécessité  de 
considérer,  autant  que  possible,  toutes  les  formes  qu'on 
peut  concevoir  rigoureusement. 

L'examen  le  moins  approfondi  suffit  pour  faire  com- 
prendre que  ces  formes  présentent  une  variété  tout-à- 
fait  infinie.  Relativement  aux  lignes  courbes,  en  les  re- 
gardant comme  engendrées  par  le  mouvement  d'un  point 
assujetti  à  une  certaine  loi,  il  est  clair  qu'on  aura,  en 
général,  autant  de  courbes  différentes  que  l'on  suppo- 
sera de  lois  différentes  pour  ce  mouvement,  qui  peut 
évidemment  s'opérer  suivant  une  infinité  de  conditions 
distinctes,  quoiqu'il  puisse  arriver  accidentellement 
quelquefois  que  de  nouvelles  générations  produisent  des 
courbes  déjà  obtenues.  Ainsi,  pour  me  borner  aux  seules 
courbes  planes,  si  un  point  se  meut  de  manière  à  rester 
constamment  à  la  même  distance  d'un  point  fixe,  il  en- 
gendrera un  cercle;  si  c'est  la  somme  ou  la  différence 
de  ses  distances  à  deux  points  fixes  qui  demeure  cons- 
tante, la  courbe  décrite  sera  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole ;  si  c'est  leur  produit,  on  aura  une  courbe  toute 
différente  ;  si  le  point  s'écarte  toujours  également  d'un 
point  fixe  et  d'une  droite  fixe,  il  décrira  une  parabole; 
s'il  tourne  sur  un  cercle  en  même  temps  que  ce  cercle 
roule  sur  une  ligne  droite,  on  aura  une  cycloïde;  s'il 
s'avance  le  long  d'une  droite,  tandis  que  cette  droite, 
fixée  par  une  de  ses  extrémités,  tourne  d'une  manière 
quelconque,  il  en  résultera  ce  qu'on  appelle,  en  général, 
des  spirales  qui,  à  elles  seules,  présentent  évidemment 
autant  de  courbes  parfaitement  distinctes,  qu'on  peut 
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supposci'  (le  l'clalloiis  (lit'uM'cMitos  oiitro  ces  deux  mouve- 
ments (le  Irdiislalion  el  de  l'otallon,  etc.,  etc.  Chacune 
de  CCS  diverses  courbes  peut  ensuite  en  fournir  de  nou- 
Ncllcs,  pai-  les  différentes  constructions  g-énérales  que 
les  iiconièlics  (Mil  imaginées,  et  qui  donnent  naissance 
aux  dcvcl(q)|)ées,  aux  épicycloïdes,  aux  caustiques,  etc. 
I^nfiii  il  existe  évidemment  une  variété  encore  plus 
Irl  ande  parmi  les  courbes  à  double  courbure. 

Relativement  aux  surfaces,  les  formes  en  sont  néces- 
sairement bien  plus  diverses  encore,  en  les  regardant 
comme  engendrées  par  le  mouvement  des  lignes.  En 
effet,  la  forme  peut  alors  varier,  non  seulement  en  con- 
sidérant, comme  dans  les  courbes,  les  différentes  lois 
en  nombre  infini  auxquelles  peut  être  assujetti  le  mou- 
vement de  la  ligne  génératrice,  mais  aussi  en  supposant 
que  cette  ligne  elle-même  vienne  à  changer  de  nature? 
ce  qui  n'a  pas  d'analogue  dans  les  courbes,  les  points 
qui  les  décrivent  ne  pouvant  avoir  aucune  figure  dis- 
tincte. Deux  classes  de  conditions  très  diverses  peuvent 
donc  faire  varier  les  formes  des  surfaces,  tandis  qu'il 
n'en  existe  qu'une  seule  pour  les  lignes.  Il  est  inutile  de 
citer  spécialement  une  série  d'exemples  propres  à  vérifier 
cette  multiplicité  doublement  infinie  qu'on  remarque 
parmi  les  surfaces.  Il  suffirait,  pour  s'en  faire  une  idée, 
de  considérer  l'extrême  variété  que  présente  le  seul 
groupe  des  surfaces  dites  réglées^  c'est-à-dire  engen- 
drées par  une  ligne  droite,  et  qui  comprend  toute  la 
famille  des  surfaces  cylindriques,  celle  des  surfaces  co- 
niques, la  classe  plus  générale  des  surfaces  developpa- 
bles  quelconques,  etc.  Par  rapport  aux  volumes,  il  n'y 
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a  lieu  à  aucune  considération  spéciale,  puisqu'ils  ne  se 
disting-uent  entr'eux  que  par  les  surfaces  qui  les  terminent. 

Afin  de  compléter  cet  aperçu  géométrique,  il  faut 
ajouter  que  les  surfaces  elles-mêmes  fournissentun  nou- 
veau moyen  général  de  concevoir  des  courbes  nouvelles, 
puisque  toute  courbe  peut  être  envisagée  comme  pro- 
duite par  l'intersection  de  deux  surfaces.  C'est  ainsi,  en 
effet,  qu'ont  été  obtenues  les  premières  lignes  qu'on 
puisse  regarder  comme  vraiment  inventées  par  les  géo- 
mètres, puisque  la  nature  donnait  immédiatement  la 
lig-ne  droite  et  le  cercle.  On  sait  que  l'ellipse,  la  para- 
bole et  l'hyperbole,  les  seules  courbes  complètement 
étudiées  par  les  anciens,  avaient  été  seulement  conçues, 
dans  l'origine,  comme  résultant  de  l'intersection  d'un 
cône  à  base  circulaire  par  un  plan  diversement  situé.  Il 
est  évident  que,  par  l'emploi  combiné  de  ces  différents 
moyens  généraux  pour  la  formation  des  lignes  et  des 
surfaces,  on  pourrait  produire  une  suite  rigoureusement 
infinie  de  formes  distinctes,  en  partant  seulement  d'un 
très  petit  nombre  de  figures  directement  fournies  par 
l'observation. 

Du  reste,  tous  les  divers  moyens  immédiats  pour 
l'invention  des  formes  n'ont  presque  plus  aucune  impor- 
tance, depuis  que  la  géométrie  rationnelle  a  pris,  entre 
les  mains  de  Descartes,  son  caractère  définitif.  En  effet, 
comme  nous  le  verrons  spécialement  dans  la  douzième 
leçon,  l'invention  des  formes  se  réduit  aujourd'hui  à  l'in- 
vention des  équations,  en  sorte  que  rien  n'est  plus  aisé 
que  de  concevoir  de  nouvelles  lignes  et  de  nouvelles 
surfaces,  en  changeant  à  volonté  les  fonctions  intro- 
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(liiih's  dans  h's  ('quai iuiis.  (iO  simple  procédé  abstrait 
csl,  sous  ce  rapport,  iiifiuimout  plus  fécond  que  les  res- 
stturccs  i;éouiélriques  directes,  développées  pai*  l'imagi- 
nation la  plus  puissante,  qui  s'appliquerait  uniquement 
à  cet  ordre  de  conceptions.  Il  explique  d'ailleurs,  de  la 
nianit'i'c  la  plus  i^énérale  et  la  plus  sensible,  la  variété 
nécessairement  infinie  des  fornies  géométriques,  qui 
correspond  ainsi  à  la  diversité  des  fonctions  analytiques. 
Enfin,  il  montre  non  moins  clairement  que  les  diffé- 
rentes formes  de  surfaces  doivent  être  encore  plus  mul- 
tipliées que  celles  des  lignes,  puisque  les  lignes  sont 
représentées  analytiquemenl  par  des  équations  à  deux 
variables,  tandis  que  les  surfaces  donnent  lieu  à  des 
équations  à  trois  variables,  qui  présentent  nécessaire- 
ment une  plus  grande  diversité. 

Les  considérations  précédemment  indiquées  suffisent 
pour  montrer  nettement  l'extension  rigoureusement  in- 
finie que  comporte,  par  sa  nature,  chacune  des  trois 
sections  générales  de  la  géométrie,  relativement  aux 
lignes,  aux  surfaces  et  aux  volumes,  en  résultat  de  la 
variété  infinie  des  corps  à  mesurer. 

Pour  achever  de  nous  faire  une  idée  exacte  et  suffi- 
samment étendue  de  la  nature  des  recherches  géométri- 
ques, il  est  maintenant  indispensable  de  revenir  sur  la 
définition  générale  donnée  ci-dessus,  afin  de  la  présenter 
sous  un  nouveau  point  de  vue,  sans  lequel  l'ensemble  de 
la  science  ne  serait  que  fort  imparfaitement  conçu. 

En  assignant  pour  but  à  la  géométrie  la  mesure  de 
toutes  les  sortes  de  lignes,  de  surfaces  et  de  volumes, 
c'est-à-dire,  comme  je  l'ai  expliqué,  la  réduction  de 
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toutes  les  comparaisons  géométriques  à  de  simples  com- 
paraisons de  lignes  droites,  nous  avons  évidemment 
l'avantage  d'indiquer  une  destination  générale  très  pré- 
cise et  très  facile  à  saisir.  Mais,  si,  écartant  toute  défi- 
nition, on  examine  la  composition  effective  de  la  science 
géométrique,  on  sera  d'abord  porté  à  regarder  la  défini- 
tion précédente  comme  beaucoup  trop  étroite,  car  il 
n'est  pas  douteux  que  la  majeure  partie  des  recherches 
qui  constituent  notre  géométrie  actuelle  ne  paraissent 
nullement  avoir  pour  objet  la  mesure  de  l'étendue.  C'est 
probablement  une  tellp  considération  qui  maintient 
encore,  pour  la  géométrie,  l'usage  de  ces  définitions 
vagues,  qui  ne  comprennent  tout  que  parce  qu'elles  ne 
caractérisent  rien.  Je  crois  néanmoins,  malgré  cette  ob- 
jection fondamentale,  pouvoir  persister  à  indiquer  la 
mesure  de  l'étendue  comme  le  but  général  et  uniforme 
de  la  science  géométrique,  en  y  comprenant  cependant 
tout  ce  qui  entre  dans  sa  composition  réelle.  En  effet,  si, 
au  lieu  de  se  borner  à  considérer  isolément  les  diverses 
recherches  géométriques,  on  s'attache  à  saisir  les  ques- 
tions principales,  par  rapport  auxquelles  toutes  les  au- 
tres, quelque  importantes  qu'elles  soient,  ne  doivent 
être  regardées  que  comme  secondaires,  on  finira  par 
reconnaître  que  la  mesure  des  lignes,  des  surfaces  et  des 
volumes,  est  le  but  invariable,  quelquefois  direct^  et  le 
plus  souvent  indirect^  de  tous  les  travaux  géométriques. 
Cette  proposition  générale  étant  fondamentale,  puisque 
elle  peut  seule  donner  à  notre  définition  toute  sa  valeur, 
il  est  indispensable  d'entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  dé- 
veloppements. 

20 
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\\\\  ('XjunliKiiil  ;iV(M'  alh'iilioii  les  roclierchcs  géométri- 
(|iu's  (jiii  110  [)îirciisseiil  point  se  rapporter  à  la  mesure  de 
réleiuliie,  on  trouve  qu'elles  consistent  essentiellement 
dans  l'élude  des  diverses  propriétés  de  chaque  ligne  ou 
de  clKUjne  surface,  c'est-à-dire,  en  termes  précis,  dans 
la  connaissance  des  différents  modes  de  génération,  ou 
du  moins,  de  définition,  propres  à  chaque  forme  que  l'on 
c(Misidère.  Or,  on  peut  aisément  établir,  de  la  manière 
la  plus  générale,  la  relation  nécessaire  d'une  telle  étude 
avec  la  question  de  mesure,  pour  laquelle  la  connais- 
sance la  plus  complète  possible  des  propriétés  de  chaque 
forme  est  un  préliminaire  indispensable.  C'est  ce  que 
concourent  à  prouver  deux  considérations  également 
fondamentales,  quoique  de  nature  tout-à-fait  distincte. 

La  première,  purement  scientifique,  consiste  à  re- 
marquer que,  si  l'on  ne  connaissait,  pour  chaque  li- 
gne, ou  pour  chaque  surface,  d'autre  propriété  carac- 
téristique que  celle  d'après  laquelle  les  géomètres  l'ont 
primitivement  conçue,  il  serait  le  plus  souvent  impos- 
sible de  parvenir  à  la  solution  des  questions  relatives 
à  sa  mesure.  En  effet,  il  est  facile  de  sentir  que  les 
différentes  définitions  dont  chaque  forme  est  suscep- 
tible ne  sont  pas  toutes  également  propres  à  une  telle 
destination,  et  qu'elles  présentent  même,  sous  ce  rap- 
port, les  oppositions  les  plus  complètes.  Or,  d'un  autre 
côté,  la  définition  primitive  de  chaque  forme  n'ayant 
pu  évidemment  être  choisie  d'après  cette  condition, 
il  est  clair  qu'on  ne  doit  pas  s'attendre,  en  général,  à 
la  trouver  la  plus  convenable  ;  d'oii  résulte  la  néces- 
sité d'en  découvrir  d'autres,  c'est-à-dire  d'étudier,  au- 
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tant  que  possible,  les  propriétés  de  la  forme  proposée. 
Qu'on  suppose,  par  exemple,  que  le  cercle  soit  défini, 
la  courbe  qui,  sous  le  même  contour,  renferme  la  plus 
grande  aire,  ce  qui  est  certainement  une  propriété  tout- 
à-fait  caractéristique,  on  éprouverait  évidemment  des 
difficultés  insurmontables  pour  déduire  d'un  tel  point 
de  départ  la  solution  des  questions  fondamentales  rela- 
tives à  la  rectification  ou  à  la  quadrature  de  cette 
courbe.  Il  est  clair,  à  priori^  que  la  propriété  d'avoir 
tous  ses  points  à  égale  distance  d'un  point  fixe  doit 
nécessairement  s'adapter  bien  mieux  à  des  recherclies 
de  cette  nature,  sans  qu'elle  soit  précisément  la  plus 
convenable.  De  même,  Archimède  eût-il  jamais  pu  dé- 
couvrir la  quadrature  de  la  parabole,  s'il  n'avait  connu 
de  cette  courbe  d'autre  propriété  que  d'être  la  section 
d'un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan  parallèle  à  sa 
génératrice?  Les  travaux  purement  spéculatifs  des  géo- 
mètres précédents,  pour  transformer  cette  première  dé- 
finition, ont  évidemment  été  des  préliminaires  indispen- 
sables à  la  solution  directe  d'une  telle  question.  Il  en  est 
de  même,  à  plus  forte  raison,  relativement  aux  surfaces. 
Il  suffirait,  pour  s'en  faire  une  juste  idée,  de  comparer, 
par  exemple,  quant  à  la  question  de  la  cubature  ou  de  la 
quadrature,  la  définition  ordinaire  de  la  sphère  avec 
celle,  non  moins  caractéristique  sans  doute,  qui  consis- 
terait à  regarder  un  corps  sphérique  comme  celui  qui, 
sous  la  même  aire,  contient  le  plus  grand  volume. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'indiquer  un  plus  grand  nombre 
d'exemples  pour  faire  comprendre,  en  général,  la  néces- 
sité de  connaître,  autant  que  possible,  toutes  les  pro- 
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|ti  i(''lrs  (le  cluKinc  li^iic  oii  de  ('Jia(|U('  surface,  afin  do 
lacilitt"!'  la  l'cchorche  des  reclificalions,  dos  quadratures, 
t'I  dos  cuhaluros,  qui  coustiUie  l'objet  final  de  la  géomé- 
trie. Ou  peut  mémo  dire  que  la  principale  difficulté  des 
(juostions  do  ce  goure  consiste  à  employer,  dans  chaque 
cas,  la  propriété  qui  s'adapte  le  mieux  à  la  nature  du 
problème  proposé.  A.insi,  en  continuant  à  indiquer,  pour 
plus  do  précision,  la  mesure  de  l'étendue,  comme  la  des- 
tination générale  de  la  géométrie,  cette  première  consi- 
dération, qui  touche  directement  au  fond  du  sujet,  dé- 
montre clairement  la  nécessité  d'y  comprendre  l'étude, 
aussi  approfondie  que  possible,  des  diverses  générations 
ou  définitions  propres  à  une  même  forme. 

Un  second  motif,  d'une  importance  au  moins  égale, 
consiste  en  ce  qu'une  telle  étude  est  indispensable  pour 
organiser,  d'une  manière  rationnelle,  la  relation  de 
l'abstrait  au  concret  en  géométrie. 

La  science  géométrique  devant  considérer,  ainsi  que 
je  l'ai  indiqué  ci-dessus,  toutes  les  formes  imaginables 
qui  comportent  une  définition  exacte,  il  en  résulte  né- 
cessairement, comme  nous  l'avons  remarqué,  que  les 
questions  relatives  aux  formes  quelconques  présentées 
par  la  nature,  sont  toujours  implicitement  comprises 
dans  cette  géométrie  abstraite,  supposée  parvenue  à  sa 
perfection.  Mais  quand  il  faut  passer  effectivement  à  la 
géométrie  concrète,  on  rencontre  constamment  une  dif- 
ficulté fondamentale,  celle  de  savoir  auxquels  des  dif- 
férents types  abstraits  on  doit  rapporter,  avec  une  ap- 
proximation suffisante,  les  lignes  ou  les  surfaces  réelles 
qu'il  s'agit  d'étudier.  Or,  c'est  pour  établir  une  telle 


MATHÉMATIQUE  309 

relation  qu'il  est  particulièrement  indispensable  de  con- 
naître le  plus  grand  nombre  possible  de  propriétés  de 
chaque  forme  considérée  en  géométrie. 

En  effet,  si  l'on  se  bornait  toujours  à  la  seule  défini- 
tion primitive  d'une  ligne  ou  d'une  surface,  en  suppo- 
sant même  qu'on  pût  alors  la  mesurer  (ce  qui,  d'après  le 
preniier  genre  de  considérations,  serait  le  plus  souvent 
impossible),  ces  connaissances  resteraient  presque  né- 
cessairement stériles  dans  l'application,  puisqu'on  ne 
saurait  point  ordinairement  reconnaître  cette  forme  dans 
la  nature,  quand  elle  s'y  présenterait.  Il  faudrait  pour 
cela  que  le  caractère  unique,  d'après  lequel  les  géomè- 
tres l'auraient  conçue,  fût  précisément  celui  dont  les 
circonstances  extérieures  comporteraient  la  vérification, 
coïncidence  purement  fortuite,  sur  laquelle  évidemment 
on  ne  doit  pas  compter,  bien  qu'elle  puisse  avoir  lieu 
quelquefois.  Ce  n'est  donc  qu'en  multipliant  autant  que 
possible  les  propriétés  caractéristiques  de  chaque  forme 
abstraite  que  nous  pouvons  être  assurés  d'avance  de  la 
reconnaître  à  l'état  concret,  et  d'utiliser  ainsi  tous  nos 
travaux  rationnels,  en  vérifiant,  dans  chaque  cas,  la  dé- 
finition qui  est  susceptible  d'être  constatée  directement. 
Cette  définition  est  presque  toujours  unique  dans  des 
circonstances  données,  et  varie,  au  contraire,  pour  une 
même  forme,  avec  des  circonstances  différentes  :  double 
motif  de  détermination. 

La  géométrie  céleste  nous  fournit,  à  cet  égard,  l'exem- 
ple le  plus  mémorable,  bien  propre  à  mettre  en  évidence 
la  nécessité  générale  d'une  telle  étude.  On  sait,  en  effet, 
que  l'ellipse  a  été  reconnue  par  Képler  comme  étant  la 
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conrhc  {\no  drcrivciil  les  planètes  autour  du  soleil  et  les 
satellites  autour  de  leurs  planètes.  Or,  cette  découverte 
f(»ndaniental(î,  qui  a  renouvelé  l'astronomie,  eût-elle 
jamais  été  possible,  si  l'on  s'était  toujours  borné  àcon- 
cevoii"  l'ellipse  comme  la  section  oblique  d'un  cône  cir- 
rulair(^  par  un  plan?  iVucunc  telle  définition  ne  pouvait 
évidemment  comporter  une  semblable  vérification.  La 
propriété  la  plus  usuelle  de  l'ellipse,  que  la  somme  des 
distances  de  tous  ses  points  à  deux  points  fixes  soit 
constante,  est  bien  plus  susceptible  sans  doute,  par  sa 
nature,  de  faire  reconnaître  la  courbe  dans  ce  cas;  mais 
elle  n'est  point  encore  directement  convenable.  Le  seul 
caractère  qui  puisse  être  alors  vérifié  immédiatement 
est  celui  qu'on  tire  de  la  relation  qui  existe  dans  l'el- 
lipse entre  la  longueur  des  distances  focales  et  leur 
direction,  l'unique  relation  qui  admette  une  interpré- 
tation astronomique,  comme  exprimant  la  loi  qui  lie  la 
distance  de  la  planète  au  soleil  au  temps  écoulé  depuis 
l'origine  de  sa  révolution.  Il  a  donc  fallu  que  les  travaux 
purement  spéculatifs  des  géomètres  grecs  sur  les  pro- 
priétés des  sections  coniques  eussent  préalablement  pré- 
senté leur  génération  sous  une  multitude  de  points  de 
vue  différents,  pour  que  Képler  ait  pu  passer  ainsi  de 
l'abstrait  au  concret,  en  choisissant  parmi  tous  ces  divers 
caractères  celui  qui  pouvait  le  plus  facilement  être 
constaté  pour  les  orbites  planétaires. 

Je  puis  citer  encore  un  exemple  du  même  ordre,  rela- 
tivement aux  surfaces,  en  considérant  l'importante  ques- 
tion de  la  figure  de  la  terre.  Si  on  n'avait  jamais  connu 
d'autre  propriété  de  la  sphère  que  son  caractère  primitif 
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d'avoir  tous  ses  points  également  distants  d'un  point 
intérieur,  comment  aurait-on  pu  jamais  découvrir  que 
la  surface  de  la  terre  était  sphérique?  Il  a  été  nécessaire 
pour  cela  de  déduire  préalablement  de  cette  définition 
de  la  sphère  quelques  propriétés  susceptibles  d'être  véri- 
fiées par  des  observations  effectuées  uniquement  à  la 
surface,  comme,  par  exemple,  le  rapport  constant  qui 
existe  pour  la  sphère  entre  la  longueur  du  chemin  par- 
couru le  long  d'un  méridien  quelconque  en  s'avançant 
vers  un  pôle,  et  la  hauteur  angulaire  de  ce  pôle  sur 
l'horizon  en  chaque  point.  Il  en  a  été  évidemment  de 
même  et  avec  une  bien  plus  longue  suite  de  spéculations 
préliminaires,  pour  constater  plus  tard  que  la  terre 
n'était  point  rigoureusement  sphérique,  mais  que  sa 
forme  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

Après  de  tels  exemples,  il  serait  sans  doute  inutile 
d'en  rapporter  d'autres,  que  chacun  peut  d'ailleurs  aisé- 
ment multiplier.  On  y  vérifiera  toujours  que,  sans  une 
connaissance  très  étendue  des  diverses  propriétés  de 
chaque  forme,  la  relation  de  l'abstrait  au  concret  en 
géométrie  serait  purement  accidentelle,  et  que,  par  con- 
séquent, la  science  manquerait  de  l'un  de  ses  fondements 
les  plus  essentiels. 

Tels  sont  donc  les  deux  motifs  généraux  qui  démon- 
trent pleinement  la  nécessité  d'introduire  en  géométrie 
une  foule  de  recherches  qui  n'ont  pas  pour  objet  direct 
la  mesure  de  l'étendue,  en  continuant  cependant  à  con- 
cevoir une  telle  mesure  comme  la  destination  finale  de 
toute  la  science  géométrique.  Ainsi,  nous  pouvons  con- 
server les  avantages  philosophiques  que  présentent  la 
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iicUch'  et  la  précision  de  cette  définition,  et  y  compren- 
(lic  lUNUinioins,  d'une  manière  très  rationnelle,  quoi- 
(in  indireelc,  loules  les  recherches  géométriques  con- 
nues, on  considérant  celles  qui  ne  paraissent  point  se 
I  apporh'r  à  la  rnrsurr  de  l'étendue,  comme  destinées  soit 
à  préparer  la  solution  des  (juestions  finales,  soit  à  per- 
mettre l'application  des  solutions  obtenues. 

Après  avoir  reconnu,  en  thèse  générale,  les  relations 
intimes  et  nécessaires  de  l'étude  des  propriétés  des  lignes 
et  des  surfaces  avec  les  recherches  qui  constituent  l'objet 
définitif  de  la  géométrie,  il  est  d'ailleurs  évident  que, 
dans  la  suite  de  leurs  travaux,  les  géomètres  ne  doivent 
nullement  s'astreindre  à  ne  jamais  perdre  de  vue  un  tel 
enchaînement.  Sachant,  une  fois  pour  toutes,  combien 
il  importe  de  varier  le  plus  possible  les  manières  de 
concevoir  chaque  forme,  ils  doivent  poursuivre  cette 
étude  sans  considérer  immédiatement  de  quelle  utilité 
peut  être  telle  ou  telle  propriété  spéciale  pour  les  rectifi- 
cations, les  quadratures  ou  les  cubatures.  Ils  entrave- 
raient inutilement  leurs  recherches,  en  attachant  une 
importance  puérile  à  l'établissement  continu  de  cette 
coordination.  L'esprit  humain  doit  procéder,  à  cet  égard, 
comme  il  le  fait  en  toute  occasion  semblable,  quand, 
après  avoir  conçu,  en  général,  la  destination  d'une  cer- 
taine étude,  il  s'attache  exclusivement  à  la  pousser  le 
plus  loin  possible,  en  faisant  complètement  abstraction 
de  cette  relation,  dont  la  considération  perpétuelle  com- 
pliquerait tous  ses  travaux. 

L'explication  générale  que  je  viens  d'exposer  est  d'au- 
tant plus  indispensable  que,  par  la  nature  même  du 
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sujet,  cette  étude  des  diverses  propriétés  de  chaque  ligne 
et  de  chaque  surface  compose  nécessairement  la  très 
majeure  partie  de  l'ensemble  des  recherches  géométri- 
ques. En  effet,  les  questions  immédiatement  relatives 
aux  rectifications,  aux  quadratures  et  aux  cubatures,  sont 
évidemment,  par  elles-mêmes,  en  nombre  fort  limité 
pour  chaque  forme  considérée.  Au  contraire,  l'étude  des 
propriétés  d'une  même  forme  présente  à  l'activité  de 
l'esprit  humain  un  champ  naturellement  indéfini,  où 
l'on  peut  toujours  espérer  de  faire  de  nouvelles  décou- 
vertes. Ainsi,  par  exemple,  quoique  les  géomètres  se 
soient  occupés  depuis  vingt  siècles,  avec  plus  ou  moins 
d'activité  sans  doute,  mais  sans  aucune  interruption 
réelle,  de  l'étude  des  sections  coniques,  ils  sont  loin 
regarder  ce  sujet  si  simple  comme  épuisé  ;  et  il  est  cer- 
tain en  effet  qu'en  continuant  à  s'y  livrer  on  ne  man  • 
querait  pas  de  trouver  encore  des  propriétés  inconnues 
de  ces  diverses  courbes.  Si  les  travaux  de  ce  genre  se 
sont  considérablement  ralentis  depuis  environ  un  siècle, 
ce  n'est  pas  qu'ils  soient  terminés  ;  cela  tient  seulement, 
comme  je  l'expliquerai  tout  à  l'heure,  à  ce  que  la  révo- 
lution philosophique  opérée  en  géométrie  par  Descartes 
a  dû  singulièrement  diminuer  l'importance  de  semblables 
recherches. 

Il  résulte  des  considérations  précédentes  que  non  seu- 
lement le  champ  de  la  géométrie  est  nécessairement 
infini  à  cause  de  la  variété  des  formes  à  considérer,  mais 
aussi  en  vertu  de  la  diversité  des  points  de  vue  sous 
lesquels  une  même  forme  peut  être  envisagée.  Cette 
dernière  conception  est  même  celle  qui  donne  l'idée  la 
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plus  lai'i^»^  et  la  j)lus  complète  do  rensemblc  des  recher- 
olies  i;é()niélri(jues.  On  voit  (|ue  les  études  de  ce  genre 
consislent  ossentiellenieut,  [)()ui"  chaque  ligne  ou  pour 
cha(|ue  surtace,  .à  rattacher  tous  les  phénomènes  géo- 
ni(''li  i(|U(^s  qu'cHc  [)out  présenter  à  un  seul  phénomène 
toinhunenlal,  regardé  comme  définition  primitive. 

Après  avoir  exposé,  d'une  manière  générale  et  pour- 
tant précise,  l'objet  final  de  la  géométrie,  et  montré 
comment  la  science,  ainsi  définie,  comprend  une  classe  de 
recherches  très  étendue  qui  ne  paraissaient  point  d'abord 
s'y  rapporter  nécessairement,  il  me  reste  à  considérer, 
dans  son  ensemble,  la  méthode  à  suivre  pour  la  forma- 
tion de  cette  science.  Cette  dernière  explication  est  indis- 
pensable pour  compléter  ce  premier  aperçu  du  caractère 
philosophique  de  la  géométrie.  Je  me  bornerai  en  ce 
moment  à  indiquer  à  cet  égard  la  considération  la  plus 
générale,  cette  importante  notion  fondamentale  devant 
être  développée  et  précisée  dans  les  leçons  suivantes. 

L'ensemble  des  questions  géométriques  peut  être  traité 
suivant  deux  méthodes  tellement  différentes  qu'il  en 
résulte,  pour  ainsi  dire,  deux  sortes  de  géométries,  dont 
le  caractère  philosophique  ne  me  semble  pas  avoir  été 
encore  convenablement  saisi.  Les  expressions  de  géo- 
métrie synthétique  et  géométrie  analytique^  habituelle- 
ment employées  pour  les  désigner,  en  donnent  une  très 
fausse  idée.  Je  préférerais  de  beaucoup  les  dénomina- 
tions purement  historiques  de  géométrie  des  anciens  et 
géométrie  des  modernes^  qui  ont,  du  moins,  l'avantage 
de  ne  pas  faire  méconnaître  leur  vrai  caractère.  Mais  je 
propose  d'employer  désormais  les  expressions  régulières 
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de  géométrie  spéciafp  et  géométrie  générale^  qui  me  pa- 
raissent propres  à  caractériser  avec  précision  la  véritable 
nature  des  deux  méthodes. 

Ce  n'est  point,  en  effet,  dans  l'emploi  du  calcul,  comme 
on  le  pense  communément,  que  consiste  précisément  la 
différence  fondamentale  entre  la  manière  dont  nous  con- 
cevons la  géométrie  depuis  Descartes,  et  la  manière 
dont  les  géomètres  de  l'antiquité  traitaient  les  questions 
géométriques.  Il  est  certain,  d'une  part,  que  l'usage  du 
calcul  ne  leur  était  point  entièrement  inconnu,  puisqu'ils 
faisaient,  dans  leur  géométrie,  des  applications  conti- 
nuelles et  fort  étendues  de  la  théorie  des  proportions, 
qui  était  pour  eux,  comme  moyen  de  déduction,  une 
sorte  d'équivalent  réel,  quoique  très  imparfait  et  surtout 
extrêmement  borné,  de  notre  algèbre  actuelle.  On  peut 
même  employer  le  calcul  d'une  manière  beaucoup  plus 
complète  qu'ils  ne  l'ont  fait  pour  obtenir  certaines  solu- 
tions géométriques,  qui  n'en  auront  pas  moins  le  carac- 
tère essentiel  de  la  géométrie  ancienne;  c'est  ce  qui 
arrive  très  fréquemment,  par  rapport  à  ces  problèmes 
de  géométrie  à  deux  ou  à  trois  dimensions,  qu'on  dési- 
gne vulgairement  sous  le  nom  de  déterminés.  D'un  autre 
côté,  quelque  capitale  que  soit  l'influence  du  calcul  dans 
notre  géométrie  moderne,  plusieurs  solutions,  obtenues 
sans  algèbre,  peuvent  manifester  quelquefois  le  carac- 
tère propre  qui  la  distingue  de  la  géométrie  ancienne, 
quoique,  en  thèse  générale,  l'analyse  soit  indispensable  ; 
j'en  citerai,  comme  exemple,  la  méthode  de  Roberval 
pour  les  tangentes,  dont  la  nature  est  essentiellement 
moderne,  et  qui  cependant  conduit,  en  certains  cas,  à  des 
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sdiuliolis  (M)mplM('s,  sans  aiicim  secours  du  calcul.  Ce 
n'csl  donc  \)ou\[  \rdv  l'iiisl lumcnl  de  déduction  employé 
(jii'on  doil  principalement  distinguer  les  deux  marches 
que  l'esprit  humain  peut  suivre  en  géométrie 

La  différence  fondamenlale,  jusqu'ici  imparfaitement 
saisie,  me  parait  consister  réellement  dans  la  nature 
même  des  questions  considérées.  En  effet,  la  géométrie, 
envisagée  dans  son  ensemble,  et  supposée  parvenue  à 
son  entière  perfection,  doit,  comme  nous  l'avons  vu, 
d'une  part,  embrasser  toutes  les  formes  imaginables,  et, 
d'une  autre  part,  découvrir  toutes  les  propriétés  de  cha- 
que forme.  Elle  est  susceptible,  d'après  cette  double 
considération,  d'être  traitée  suivant  deux  plans  essen- 
tiellement distinctifs  :  soit  en  groupant  ensemble  toutes 
les  questions,  quelque  diverses  qu'elles  soient,  qui  con- 
cernent une  même  forme,  et  isolant  celles  relatives  à 
des  corps  différents,  quelque  analogie  qui  puisse  exister 
entre  elles;  soit,  au  contraire,  en  réunissant  sous  un 
même  point  de  vue  toutes  les  recherches  semblables,  à 
quelques  formes  diverses  qu'elles  serapportent  d'ailleurs, 
et  séparant  les  questions  relatives  aux  propriétés  réelle- 
ment différentes  d'un  môme  corps.  En  un  mot,  l'ensemble 
de  la  géométrie  peut  être  essentiellement  ordonné  ou  par 
rapport  aux  corps  étudiés,  ou  par  rapport  aux^  phéno- 
mènes à  considérer.  Le  premier  plan,  qui  est  le  plus 
naturel,  a  été  celui  des  anciens;  le  second,  infiniment 
plus  rationnel,  est  celui  des  modernes  depuis  Descartes. 

Tel  est,  en  effet,  le  caractère  principal  de  la  géométrie 
ancienne,  qu'on  étudiait,  une  à  une,  les  diverses  lignes 
et  les  diverses  surfaces,  ne  passant  à  l'examen  d'une  nou- 
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velle  forme  que  lorsqu'on  croyait  avoir  épuisé  tout  ce 
que  pouvaient  offrir  d'intéressant  les  formes  connues 
jusqu'alors.  Dans  cette  manière  de  procéder,  quand  on 
entreprenait  l'étude  d'une  courbe  nouvelle,  l'ensemble 
des  travaux  exécutés  sur  les  précédentes  ne  pouvait 
présenter  directement  aucune  ressource  essentielle , 
autrement  que  par  l'exercice  géométrique  auquel  il 
avait  dressé  l'intelligence.  Quelle  que  pût  être  la  simi- 
litude réelle  des  questions  proposées  sur  deux  formes 
différentes,  les  connaissances  complètes  acquises  pour 
l'une  ne  pouvaient  nullement  dispenser  de  reprendre 
pour  l'autre  l'ensemble  de  la  recherche.  Aussi  la  mar- 
che de  l'esprit  n'était-elle  jamais  assurée;  en  sorte 
qu'on  ne  pouvait  être  certain  d'avance  d'obtenir  une  so- 
lution quelconque,  quelqu'analogue  que  fût  le  problème 
proposé  à  des  questions  déjà  résolues.  Ainsi,  par  exem- 
ple, la  détermmation  des  tangentes  aux  trois  sections 
coniques  ne  fournissait  aucun  secours  rationnel  pour 
mener  la  tangente  à  quelqu'autre  courbe  nouvelle ,  comme 
le  conchoïde,  la  cissoïde,  etc.  En  un  mot,  la  géométrie 
des  anciens  était^  suivant  l'expression  proposée  ci-dessus, 
essentiellement  spéciale. 

Dans  le  système  des  modernes,  la  géométrie  est,  au 
contraire,  éminemment  générale,  c'est-à-dire,  relative 
à  des  formes  quelconques.  Il  est  aisé  de  comprendre 
d'abord  que  toutes  les  questions  géométriques  de  quel- 
qu'intérôt  peuvent  être  proposées  par  rapport  à  toutes 
les  formes  imaginables.  C'est  ce  qu'on  voit  directement 
pour  les  problèmes  fondamentaux ,  qui  constituent, 
d'après  les  explications  données  dans  cette  leçon,  l'objet 
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(Icfiiiil if  (le  la  géométrie,  c'est-à-dire,  les  rectifications, 
les  (iiiadialures,  et  les  cubatures.  Mais  cette  remarque 
i\  vs[  pas  moins  incontestable,  même  pour  les  recherches 
relatives  aux  diverses  proprictés  des  lignes  et  des  sur- 
faces, el  dont  les  plus  essentielles,  telles  que  la  question 
des  tangentes,  ou  des  plans  tangents ,  la  théorie  des 
courbures,  etc.,  sont  évidemment  communes  à  toutes  les 
formes  quelconques.  Les  recherches  très  peu  nombreuses 
qui  sont  vraiment  particulières  à  telle  ou  telle  forme 
n'ont  qu'une  importance  extrêmement  secondaire.  Gela 
posé,  la  géométrie  moderne  consiste  essentiellement  à 
abstraire,  pour  la  traiter  à  part,  d'une  manière  entière- 
ment générale,  toute  question  relative  à  un  même  phéno- 
mène géométrique,  dans  quelques  corps  qu'il  puisse  être 
considéré.  L'application  des  théories  universelles  ainsi 
construites  à  la  détermination  spéciale  du  phénomène 
dont  il  s'agit  dans  chaque  corps  particulier  n'est  plus 
regardée  que  comme  un  travail  subalterne,  à  exécuter 
suivant  des  règles  invariables  et  dont  le  succès  est  certain 
d'avance.  Ce  travail  est,  en  un  mot,  du  même  ordre  que 
l'évaluation  numérique  d'une  formule  analytique  déter- 
minée. Il  ne  peut  y  avoir  sous  ce  rapport  d'autre  mérite 
que  celui  de  présenter,  dans  chaque  cas,  la  solution  né- 
cessairement fournie  par  la  méthode  générale,  avec  toute 
la  simplicité  et  l'élégance  que  peut  comporter  la  ligne 
ou  la  surface  considérée.  Mais  on  n'attache  d'importance 
réelle  qu'à  la  conception  et  à  la  solution  complète  d'une 
nouvelle  question  propre  à  une  forme  quelconque.  Les 
travaux  de  ce  genre  sont  seuls  regardés  comme  faisant 
faire  à  la  science  de  véritables  pas.  L'attention  des  géo- 
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mètres,  ainsi  dispensée  de  l'examen  des  particularités 
des  diverses  formes  ,  et  dirigée  tout  entière  vers  les 
questions  g^énérales,  a  pu  s'élever  par  là  à  la  considéra- 
tion de  nouvelles  notions  géométriques,  qui^  appliquées 
aux  courbes  étudiées  par  les  anciens,  en  ont  fait  dé- 
couvrir des  propriétés  importantes  qu'ils  n'avaient  pas 
même  soupçonnées.  Telle  est  la  géométrie,  depuis  la  ré- 
volution radicale  opérée  par  Descartes  dans  le  système 
général  de  la  science. 

La  simple  indication  du  caractère  fondamental  propre 
à  chacune  des  deux  géométries  suffit  sans  doute  pour 
mettre  en  évidence  l'immense  supériorité  nécessaire 
de  la  géométrie  moderne.  On  peut  même  dire  qu'avant 
la  grande  conception  de  Descartes,  la  géométrie  ration- 
nelle n'était  pas  vraiment  constituée  sur  des  bases  défi- 
nitives, soit  sous  le  rapport  abstrait,  soit  sous  le  rapport 
concret.  En  effet,  pour  la  science  considérée  spéculati- 
vement,  il  est  clair  qu'en  continuant  indéfiniment,  comme 
l'ont  fait  les  modernes  avant  Descartes  et  même  un  peu 
après,  à  suivre  la  marche  des  anciens,  en  ajoutant  quel- 
ques nouvelles  courbes  au  petit  nombre  de  celles  qu'ils 
avaient  étudiées,  les  progrès,  quelque  rapides  qu'ils 
eussent  pu  être,  n'auraient  été,  après  une  longue  suite 
de  siècles,  que  fort  peu  considérables  par  rapport  au 
système  général  delà  géométrie,  vu  l'infinie  variété  des 
formes  qui  seraient  toujours  restées  à  étudier.  Au  con- 
traire, à  chaque  question  résolue  suivant  la  marche  des 
modernes,  le  nombre  des  problèmes  géométriques  à  ré- 
soudre se  trouve,  une  fois  pour  toutes,  diminué  d'autant, 
par  rapport  à  tous  les  corps  possibles.  Sous  un  second 
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l»(iinl  vue,  du  dolaiil  complel  de  méthodes  générales 
il  résullail  (luo  les  géomètres  anciens,  dans  toutes  leurs 
reclierches,  étaient  entièrement  abandonnés  à  leurs  pro- 
pres forces,  sans  avoir  jamais  la  certitude  d'obtenir  tôt 
on  laid  une  solnlion  quelconque.  Si  cette  imperfection 
de  la  science  était  éminemment  propre  à  mettre  dans 
tout  son  jour  leur  admirable  sagacité,  elle  devait  rendre 
leurs  progrès  extrêmement  lents  :  on  peut  s'en  faire  une 
idée  par  le  temps  considérable  qu'ils  ont  employé  à  l'étude 
des  sections  coniques.  La  géométrie  moderne,  assurant 
d'une  manière  invariable  la  marche  de  notre  esprit,  per- 
met, au  contraire,  d'utiliser  au  plus  haut  degré  possible 
les  forces  de  l'intelligence,  que  les  anciens  devaient  con- 
sumer fréquemment  sur  des  questions  bien  peu  impor- 
tantes. 

Une  différence  non  moins  capitale  se  manifeste  entre 
les  deux  systèmes,  quand  on  vient  à  considérer  la  géomé- 
trie sous  le  rapport  concret.  En  effet,  nous  avons  re- 
marqué plus  haut  que  la  relation  de  l'abstrait  au  concret 
en  géométrie  ne  peut  être  solidement  fondée  sur  des 
bases  rationnelles  qu'autant  qu'on  fait  directement 
porter  les  recherches  sur  toutes  les  formes  imaginables. 
En  n'étudiant  les  lignes  et  les  surfaces  qu'une  à  une, 
quel  que  soit  le  nombre,  toujours  nécessairement  fort 
petit,  de  celles  qu'on  aura  considérées,  l'application  de 
théories  semblables  aux  formes  réellement  existantes 
dans  la  nature  n'aura  jamais  qu'un  caractère  essentiel- 
lement accidentel,  puisque  rien  n'assure  que  ces  formes 
pourront  effectivement  rentrer  dans  les  types  abstraits 
envisagés  par  les  géomètres. 
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Il  y  a  certainement,  par  exemple,  quelque  chose  de 
fortuit  dans  l'heureuse  relation  qui  s'est  établie  entre  les 
spéculations  des  géomètres  grecs  sur  les  sections  coni- 
ques et  la  détermination  des  véritables  orbites  planétaires. 
En  continuant  sur  le  même  plan  les  travaux  géométri- 
ques, on  n'avait  point,  en  général,  le  droit  d'espérer  de 
semblables  coïncidences;  et  il  eût  été  possible,  dans  ces 
études  spéciales,  que  les  recherches  des  géomètres  se 
fussent  dirigées  sur  des  formes  abstraites  indéfiniment 
inapplicables,  tandis  qu'ils  en  auraient  négligé  d'autres, 
susceptibles  peut-être  d'une  application  importante  et 
prochaine.  11  est  clair,  du  moins,  que  rien  ne  garantis- 
sait positivement  l'applicabilité  nécessaire  des  spécula- 
tions géométriques.  Il  en  est  tout  autrement  dans  la 
géométrie  moderne.  Par  cela  seul  qu'on  y  procède  par 
questions  générales,  relatives  à  des  formes  quelconques, 
on  a  d'avance  la  certitude  évidente  que  les  formes 
réalisées  dans  le  monde  extérieur  ne  sauraient  jamais 
échapper  à  chaque  théorie,  si  le  phénomène  géomé- 
trique qu'elle  envisage  vient  à  s'y  présenter. 

Par  ces  diverses  considérations,  on  voit  que  le  sys- 
tème de  géométrie  des  anciens  porte  essentiellement  le 
caractère  de  l'enfance  de  la  science,  qui  n'a  commencé 
a  devenir  complètement  rationnelle  que  par  suite  de  la 
révolution  philosophique  opérée  par  Descartes.  Mais  il 
est  évident,  d'un  autre  côté,  que  la  géométrie  n'a  pu 
être  conçue  d'abord  que  de  cette  manière  spéciale.  La 
géométrie  générale  n'eut  point  été  possible,  et  la 
nécessité  n'eut  pu  même  en  être  sentie,  si  une  longue 
suite  de  travaux  spéciaux  sur  les  formes  les  plus  simples 
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n'avait  poinl  prrahliMiicnl  loiirni  (h^s  l)asos  h  la  concep- 
tion (le  Di'scaitcs,  cl  rendu  sensible  l'impossibilité  de 
p(M'sister  indéfiniment  dans  la  ])liilosopliie  géométrique 
primit  ive. 

Imi  précisant  autant  que  possible  cette  dernière  consi- 
dération, il  faut  même  en  conclure  que,  (juoique  la 
géométrie  que  j'ai  appelée  (/^'//y^r^A'  doive  être  aujour- 
d'hui regardée  comme  la  seule  véritable  géométrie  dog- 
matique, celle  à  laquelle  nous  nous  bornerons  essentiel- 
lement, l'autre  n'ayant  plus,  principalement,  qu'un 
intérêt  historique,  néanmoins,  il  n'est  pas  possible  de 
faire  disparaître  entièrement  la  géométrie  spéciale  dans 
une  exposition  rationnelle  de  la  science.  On  peut  sans 
doute  se  dispenser,  comme  on  l'a  fait  depuis  environ  un 
siècle,  d'emprunter  directement  à  la  géométrie  ancienne 
tous  les  résultats  qu'elle  a  fournis.  Les  recherches  les 
])lus  étendues  et  les  plus  difficiles  dont  elle  était  com- 
posée, ne  sont  plus  même  habituellement  présentées 
aujourd'hui  que  d'après  la  méthode  moderne.  Mais,  par 
la  nature  même  du  sujet,  il  est  nécessairement  impos- 
sible de  se  passer  absolument  de  la  méthode  ancienne, 
qui,  quoi  qu'on  fasse,  servira  toujours  dogmatiquement 
de  base  préliminaire  à  la  science,  comme  elle  l'a  fait 
historiquement.  Le  motif  en  est  facile  h  comprendre.  En 
effet,  la  géométrie  générale  étant  essentiellement  fondée, 
comme  nous  l'établirons  bientôt,  sur  l'emploi  du  calcul, 
sur  la  transformation  des  considérations  géométriques 
en  considérations  analytiques,  une  telle  manière  de  pro- 
céder ne  saurait  s'emparer  du  sujet  immédiatement  h 
son  origine.  Nous  savons  que  l'application  de  l'analyse 
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mathématique,  par  sa  nature,  ne  peut  jamais  com- 
mencer aucune  science  quelconque,  puisqu'elle  ne  sau- 
rait avoir  lieu  que  lorsque  la  science  a  déjà  été  assez 
cultivée  pour  établir,  relativement  aux  phénomènes 
considérés,  quelques  équations  qui  puissent  servir  de 
point  de  départ  aux  travaux  analytiques.  Ces  équations 
fondamentales  une  fois  découvertes,  l'analyse  permettra 
d'en  déduire  une  multitude  de  conséquences,  qu'il  eût 
été  même  impossible  de  soupçonner  d'abord;  elle  per- 
fectionnera la  science  à  un  degré  immense,  soit  sous  le 
rapport  de  la  généralité  des  conceptions,  soit  quant  à 
la  coordination  complète  établie  entre  elles.  Mais,  pour 
constituer  les  bases  mômes  d'une  science  naturelle  quel- 
conque, jamais,  évidemment,  la  simple  analyse  mathé- 
matique ne  saurait  y  suffire,  pas  môme  pour  les  dé- 
montrer de  nouveau  lorsqu'elles  ont  été  déjà  fondées. 
Rien  ne  peut  dispenser,  à  cet  égard,  de  l'étude  directe 
du  sujet,  poussée  jusqu'au  point  de  la  découverte  de  re- 
lations précises.  Tenter  de  faire  rentrer  la  science,  dès 
son  origine,  dans  le  domaine  du  calcul,  ce  serait  vou- 
loir imposer  à  des  théories  portant  sur  des  phénomènes 
effectifs  le  caractère  de  simples  procédés  logiques,  et 
les  priver  ainsi  de  tout  ce  qui  constitue  leur  corrélation 
nécessaire  avec  le  monde  réel.  En  un  mot,  une  telle  opé- 
ration philosophique,  si  par  elle-même  elle  n'était  pas 
nécessairement  contradrctoire,  ne  saurait  aboutir  évi- 
demment qu'à  replonger  la  science  dans  le  domaine  de 
la  métaphysique,  dont  l'esprit  humain  a  eu  tant  de  peine 
à  se  dégager  complètement. 

Ainsi,  la  géométrie  des  anciens  aura  toujours,  par  sa 
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tijilurr,  line  première  pari  nécessaire  et  plus  ou  moins 
(Utuidue  dans  le  système  total  des  connaissances  g-éomé- 
triques.  Elle  constitue  une  introduction  rigoureusement 
indispensable  à  la  géométrie  générale.  Mais  c'est  à  cela 
que  nous  devons  la  réduire  dans  une  exposition  com- 
plètement dogmatique.  Je  considérerai  donc  directe- 
ment, dans  la  leçon  suivante,  cette  géométrie  spéciale 
ou  préliminaire ,  restreinte  exactement  à  ses  limites  né- 
cessaires, pour  ne  plus  m'occuper  ensuite  que  de 
l'examen  philosophique  de  la  géométrie  générale  ou 
définitive,  la  seule  vraiment  rationnelle,  et  qui  aujour- 
d'hui compose  essentiellement  la  science. 
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considérations  générales  sur  la  géométrie  spéciale 
ou  préliminaire. 

La  méthode  géométrique  des  anciens  devant  avoir 
nécessairement,  d'après  les  motifs  indiqués  à  la  fin  de 
la  leçon  précédente,  une  part  préliminaire  dans  le  sys- 
tème dogmatique  de  la  géométrie,  pour  fournir  à  la 
géométrie  ghiérale  des  fondements  indispensables,  il 
convient  maintenant  de  fixer  d'abord  en  quoi  consiste 
strictement  cette  fonction  préalable  de  la  géométrie 
spécial p,  ainsi  réduite  au  moindre  développement  pos- 
sible. 

En  la  considérant  sous  ce  point  de  vue,  il  est  aisé  de 
reconnaître  qu'on  pourrait  la  restreindre  à  la  seule  étude 
de  la  ligne  droite  pour  ce  qui  concerne  la  géométrie  des 
lignes,  à  la  quadrature  des  aires  planes  rectilignes,  et 
enfin  à  la  cubature  des  corps  terminés  par  des  faces 
planes.  Les  propositions  élémentaires  relatives  à  ces 
trois  questions  fondamentales  constituent,  en  effet,  le 
point  de  départ  nécessaire  de  toutes  les  recherches  géo- 
métriques ;  elles  seules  ne  peuvent  être  obtenues  que 
par  une  étude  directe  du  sujet  ;  tandis  qu'au  contraire  la 
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llicoiie  (•()inj)lM('  (le  loulcs  les  aulres  formes  qiiol- 
c'oihliu's,  nirnu'  celle  du  cercle  el  des  sin-races  et  vo- 
lumes (|ui  s'y  rapportent,  peut  aujourd'hui  rentrer  eu- 
lièremenl  dans  le  domaine  de  la  géométrie  ^^'V?y'Vrt//?  ou 
iUHihji ujuc ,  ces  ('lémenls  primitifs  fournissant  déjà  des 
r(/i(((l ions,  (jui  suffisent  poui'  permettre  l'application  du 
calcul  aux  (juestions  géométriques,  qui  n'eût  pas  été 
possible  sans  cette  condition  préalable. 

Il  résulte  de  celte  considération  que,  dans  l'usage  or- 
dinaire, on  donne  à  la  géométrie  élémentaire  plus  d'éten- 
due (pTil  ne  serait  rigoureusement  nécessaire,  puisque, 
ouli'c  la  ligne  droile,  les  polygones  et  les  polyèdres,  on 
y  comprend  aussi  le  cercle  et  les  corps  ronds,  dont  l'é- 
tude pourrait  cependant  être  aussi  purement  analytique 
que  celle,  par  exemple,  des  sections  coniques.  Une  vé- 
nération irréfléchie  pour  l'antiquité  contribue,  sans 
doute,  à  maintenir  ce  défaut  de  méthode.  Mais  comme 
ce  respect  n'a  point  empêché  de  faire  rentrer  dans  le 
domaine  de  la  géométrie  moderne  la  théorie  des  sections 
coniques,  il  faut  bien  que,  relativement  aux  formes  cir- 
culaires, l'habitude  contraire,  encore  universelle,  soit 
fondée  sur  d'autres  motifs.  La  raison  la  plus  sensible 
qu'on  en  puisse  donner,  c'est  le  grave  inconvénient 
qu'il  y  aurait,  pour  l'enseignement  ordinaire,  à  ajourner 
à  une  époque  assez  éloignée  de  l'éducation  mathéma- 
tique la  solution  de  plusieurs  questions  essentielles, 
susceptibles  d'une  application  immédiate  et  continuelle 
à  une  foule  d'usages  importants.  Pour  procéder,  en 
effet,  de  la  manière  la  plus  rationnelle,  ce  ne  serait  qu'à 
l'aide  du  calcul  intégral  qu'on  pourrait  obtenir  les 
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intéressants  résultats ,  relatifs  à  la  mesure  de  la  lon- 
gueur ou  de  l'aire  du  cercle,  ou  à  la  quadrature  de  la 
sphère,  etc.,  établis  par  les  anciens  d'après  des  considé- 
rations extrêmement  simples.  Cet  inconvénient  serait 
peu  important,  à  l'égard  des  esprits  destinés  à  étudier 
l'ensemble  de  la  science  mathématique,  et  l'avantage  de 
procéder  avec  une  rationalité  parfaite  aurait,  compara- 
tivement, une  bien  plus  grande  valeur.  Mais,  le  cas  con- 
traire étant  encore  le  plus  fréquent,  on  a  dù  s'attacher  à 
conserver  dans  la  géométrie  élémentaire  proprement  dite 
des  théories  aussi  essentielles.  En  admettant  l'influence 
d'une  telle  considération,  et  ne  restreignant  plus  cette 
géométrie  préliminaire  à  ce  qui  est  strictement  indis- 
pensable, on  peut  môme  concevoir  l'utilité,  pour  certains 
cas  particuliers,  d'y  introduire  plusieurs  études  impor- 
tantes qui  en  ont  été  généralement  exclues,  comme 
celles  des  sections  coniques,  de  la  cycloïde,  etc.,  afin  de 
renfermer,  dans  un  enseignement  borné,  le  plus  grand 
nombre  possible  de  connaissances  usuelles,  quoique, 
même  sous  le  simple  ra])|tort  du  temps,  il  fût  préférable 
de  suivre  la  marche  la  plus  rationnelle. 

Je  ne  dois  point,  à  ce  sujet,  tenir  compte  ici  des  avan- 
tages que  peut  présenter  cette  extension  habituelle  de  la 
méthode  géométrique  des  anciens  au-delà  de  la  destina- 
lion  nécessaire;  qui  lui  est  propre,  par  la  connaissance 
j)lus  profonde  qu'on  acquiert  ainsi  de  cette  méthode,  et 
par  la  comparaison  instructive  qui  en  résulte  avec  la 
méthode  moderne.  Ce  sont  là  des  qualités  qui,  dans  l'é- 
tude d'une  science  quelconque,  appartiennent  à  la  marche 
que  nous  avons  nommée  historique,  et  auxquelles  il  faut 
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savoil-  rciionror  fraiirhomont,  quand  on  a  bien  reconnu 
la  nécessité  de  suivre  la  marche  vraiment  dogmatique. 
Après  avoir  couqu  toutes  les  parties  d'une  science  de  la 
manière  la  plus  rationnelle,  nous  savons  combien  il  im- 
porte, pour  compléter  cette  éducation,  d'étudier  Vhu- 
toirr  (le  la  science,  et  par  conséquent,  de  comparer  exac- 
tement les  diverses  méthodes  (jue  l'esprit  humain  a  siic- 
ressivement  employées;  mais  ces  deux  séries  d'études 
doivent  être,  en  général,  comme  nous  l'avons  vu,  soi- 
gneusement séparées.  Cependant,  dans  le  cas  dont  il 
s'agit  ici,  la  méthode  géométrique  des  modernes  est 
peut-être  encore  trop  récente  pour  qu'il  ne  convienne 
pas,  afin  de  la  mieux  caractériser  par  la  comparaison, 
de  traiter  d'abord,  suivant  la  méthode  des  anciens,  cer- 
taines questions  qui,  par  leur  nature,  doivent  rentrer 
rationnellement  dans  la  géométrie  moderne. 

Quoi  qu'il  en  soit,  écartant  maintenant  ces  diverses 
considérations  accessoires,  nous  voyons  que  cette  intro- 
duction à  la  géométrie,  qui  ne  peut  être  traitée  que  sui- 
vant la  méthode  des  anciens,  est  strictement  réductible 
à  l'étude  de  la  ligne  droite,  des  aires  polygonales  et  des 
polyèdres.  Il  est  même  vraisemblable  qu'on  finira  par 
la  restreindre  habituellement  à  ces  limites  nécessaires, 
quand  les  grandes  notions  analytiques  seront  devenues 
plus  familières,  et  qu'une  étude  de  l'ensemble  des  ma- 
thématiques sera  universellement  regardée  comme  la 
base  philosophique  de  l'éducation  générale. 

Si  cette  portion  préliminaire  de  la  géométrie,  qui  ne 
saurait  être  fondée  sur  l'application  du  calcul,  se  réduit, 
par  sa  nature,  à  une  suite  de  recherches  fondamentales 
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très  peu  étendues,  il  est  certain,  d'un  autre  côté,  qu'on 
ne  peut  la  restreindre  davantage,  quoique,  par  un  véri- 
table abus  de  l'esprit  analytique,  on  ait  quelquefois  es- 
sayé, dans  ces  derniers  temps,  de  présenter  sous  un 
point  de  vue  purement  algébrique  l'établissement  des 
théorèmes  principaux  de  la  géométrie  élémentaire. 
C'est  ainsi  qu'on  a  prétendu  démontrer  par  de  simples 
considérations  abstraites  d'analyse  mathématique  la  re- 
lation constante  qui  existe  entre  les  trois  angles  d'un 
triangle  rectiligne  ,  la  proposition  fondamentale  de  la 
théorie  des  triangles  semblables,  la  mesure  des  rec- 
tangles, celle  des  parallélipipèdes,  etc^,  en  un  mot,  pré- 
cisément les  seules  propositions  géométriques  qui  ne 
puissent  être  obtenues  que  par  une  étude  directe  du  su- 
jet, sans  que  le  calcul  soit  susceptible  d'y  avoir  aucune 
part.  Je  ne  signalerais  point  ici  de  telles  aberrations,  si 
elles  n'avaient  pas  été  déterminées  par  Tintention  évi- 
dente de  perfectionner,  au  plus  haut  degré  possible,  le 
caractère  philosophique  de  la  science  géométrique,  en 
la  faisant  rentrer  immédiatement,  dès  sa  naissance, 
dans  le  domaine  des  applications  de  l'analyse  mathéma- 
tique. Mais  l'erreur  capitale  commise  à  cet  égard  par 
quelques  géomètres  doit  être  soigneusement  remarquée, 
parce  qu'elle  résulte  de  l'exagération  irréfléchie  de  cette 
tendance  aujourd'hui  très  naturelle  et  éminemment  phi- 
losophique, qui  porte  à  étendre  de  plus  en  plus  l'influence 
de  l'analyse  dans  les  études  mathématiques.  La  contem- 
plation des  résultats  prodigieux  auxquels  l'esprit  hu- 
main est  parvenu  en  suivant  une  telle  direction  a  dii  in- 
volontairement entraîner  à  croire  que  même  les  fonde- 
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iiKMils  (le  la  mal lirmal concrMe  pourraicMil  èlro 
rlahlis  mii'  de  simules  coiisidéralions  analyliquos.  Ce 
n'osl  noiiil,  (Ml  cffcl,  |)our  la  géomélrie  seulement  que 
nous  (levons  de  semblables  aberrations;  nous  au- 

rons bienl(M  à  en  constater  de  parfaitement  analogues 
relalivemenl  à  la  m(3caniqne,  à  l'occasion  des  préten- 
dues démonstrations  analytiques  du  parallélogramme 
des  forces.  Cette  confusion  logique  a  môme  aujourd'hui 
bien  plus  de  gravite  en  mécanique,  où  elle  contribue  ef- 
fectivement à  répandre  encore  un  nuage  métaphysique 
sur  le  caractère  général  de  la  science;  tandis  que,  du 
moins  en  géométrie,  ces  considérations  abstraites  ont 
été  jusqu'ici  laissées  en  dehors,  sans  s'incorporer  à  l'ex- 
position normale  de  la  science. 

D'après  les  principes  présentés  dans  cet  ouvrage,  sur 
la  philosophie  mathématique,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'invsister  beaucoup  pour  faire  sentir  le  vice  d'une  telle 
manière  de  procéder.  Nous  avons  déjà  reconnu,  en  effet, 
que  le  calcul  n'étant  et  ne  pouvant  être  qu'un  moyen  de 
déduction,  c'est  s'en  former  une  idée  radicalement 
fausse  que  de  vouloir  l'employer  à  établir  les  fonde- 
ments élémentaires  d'une  science  quelconque  ;  car,  sur 
quoi  reposeraient,  dans  une  telle  opération,  les  argu- 
mentations analytiques?  Un  travail  de  cette  nature,  bien 
loin  de  perfectionner  véritablement  le  caractère  philoso- 
phique d'une  science,  constituerait  un  retour  vers  l'état 
métaphysique,  en  présentant  des  connaissances  réelles 
comme  de  simples  abstractions  logiques. 

Quand  on  examine  en  elles-mêmes  ces  prétendues 
démonstrations  analytiques  des  propositions  fondamen- 
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taies  de  la  géométrie  élémentaire,  on  vérifie  aisément 
leur  insignifiance  nécessaire.  Elles  sont  toutes  fondées 
sur  une  manière  vicieuse  de  concevoir  le  principe  de 
V homogénéité^  dont  j  'ai  exposé,  dans  la  cinquième  leçon, 
la  véritable  notion  générale.  Ces  démonstrations  suppo- 
sent que  ce  principe  ne  permet  point  d'admettre  la  co- 
existence dans  une  même  équation  de  nombres  obtenus 
par  des  comparaisons  concrètes  différentes,  ce  qui  est 
évidemment  faux  et  visiblement  contraire  à  la  marcbe 
constante  des  géomètres.  Aussi,  il  est  facile  de  recon- 
naître qu'en  employant  la  loi  de  l'homogénéité  dans 
cette  acception  arbitraire  et  illégitime,  on  pourrait  par- 
venir à  démontrer  avec  tout  autant  de  rigueur  apparente 
des  propositions  dont  l'absurdité  est  manifeste  au  pre- 
mier coup-d'œil.  En  examinant  avec  attention,  par 
exemple,  le  procédé  à  l'aide  duquel  on  a  tenté  de  prouver 
analytiquement  que  la  somme  des  trois  angles  d'un 
triangle  rectiligne  quelconque  est  constamment  égale  à 
deux  angles  droits,  on  voit  qu'il  est  fondé  sur  cette  no- 
tion préliminaire,  que,  si  deux  triangles  ont  deux  de 
leurs  angles  respectivement  égaux,  le  troisième  angle 
sera  aussi,  de  part  et  d'autre,  nécessairement  égal.  Ce 
premier  point  étant  accordé,  la  relation  proposée  s'en 
déduit  immédiatement,  d'une  manière  très  exacte  et  fort 
simple.  Or,  ta  considération  analytique,  d'après  laquelle 
on  a  voulu  établir  cette  proposition  préalable,  est  d'une 
telle  nature  que,  si  elle  pouvait  être  juste,  on  en  dédui- 
rait rigoureusement,  en  la  reproduisant  en  sens  inverse, 
cotte  absurdité  palpable,  que  deux  côtés  d'un  triangle 
suffisent,  sans  aucun  angle,  à  l'entière  détermination  du 
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lioisit'uic  cofé.  On  pont  faire  des  remarques  analogues 
sur  toulos  les  démonstrations  de  ce  genre,  dont  le  so- 
phisme sera  ainsi  vérifié  d'une  manière  parfaitement 
sensible. 

Plus  nous  devons  ici  considérer  la  géométrie  comme 
étant  aujourd'hui  essentiellement  analytique,  plus  il 
était  nécessaire  de  prémunir  les  esprits  contre  cette  exa- 
gération abusive  de  l'analyse  mathématique,  suivant 
laquelle  on  prétendrait  se  dispenser  de  toute  observa- 
tion géométrique  proprement  dite,  en  établissant  sur  de 
pures  abstractions  algébriques  les  fondements  mêmes 
de  cette  science  naturelle.  J'ai  dû  attacher  d'autant  plus 
d'importance  à  caractériser  des  aberrations  ainsi  liées 
au  développement  normal  de  l'esprit  humain,  qu'elles 
ont  été  pour  ainsi  dire  consacrées  dans  ces  derniers 
temps  par  l'assentiment  formel  d'un  géomètre  fort  dis- 
tingué, dont  l'autorité  exerce  sur  l'enseignement  élé- 
mentaire de  la  géométrie  une  très  grande  influence. 

Je  crois  devoir  remarquer  à  cette  occasion  que,  sous 
plus  d'un  autre  rapport,  on  a,  ce  me  semble,  trop 
perdu  de  vue  le  caractère  de  science  naturelle  néces- 
sairement inhérent  à  la  géométrie.  Il  est  aisé  de  le  re- 
connaître, en  considérant  les  vains  efforts  tentés  si 
longtemps  par  les  géomètres  pour  df^montrer  rigou- 
reusement, non  à  l'aide  du  calcul,  mais  d'après  cer- 
taines constructions,  plusieurs  propositions  fondamen- 
tales de  la  géométrie  élémentaire.  Quoi  qu'on  puisse 
faire^  on  ne  saurait  évidement  éviter  de  recourir  quel- 
quefois en  géométrie  à  la  simple  observation  immé- 
diate, comme  moyen  d'établir  divers  résultats.  Si,  dans 
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cette  science,  les  phénomènes  que  l'on  considère  sont, 
en  vertu  de  leur  extrême  simplicité,  beaucoup  plus  liés 
entre  eux  que  ceux  relatifs  à  toute  autre  science  phy- 
sique, il  doit  néanmoins  s'en  trouver  nécessairement 
quelques-uns  qui  ne  peuvent  être  déduits,  et  qui  servent 
au  contraire  de  point  de  départ.  Qu'il  convienne,  en 
thèse  g"énérale,  pour  la  plus  grande  perfection  rationnelle 
de  la  science,  de  les  réduire  au  plus  petit  nombre  possible, 
cela  est  sans  doute  incontestable  ;  mais  il  serait  ab- 
surde de  prétendre  les  faire  disparaître  complètement. 
J'avoue  d'ailleurs  que  je  trouve  moins  d'inconvénients 
réels  à  étendre  un  peu  au-delà  de  ce  qui  serait  stricte- 
ment nécessaire  le  nombre  de  ces  notions  géométri- 
ques ainsi  établies  par  l'observation  immédiate,  pourvu 
qu'elles  soient  d'une  simplicité  suffisante,  qu'à  en  faire 
le  sujet  de  démonstrations  compliquées  et  indirectes, 
même  quand  ces  démonstrations  peuvent  être  logique- 
ment irréprochables. 

x\près  avoir  caractérisé  aussi  exactement  que  possible 
la  véritable  destination  dogmatique  de  la  géométrie  des 
anciens  réduite  à  son  moindre  développement  indispen- 
sable, il  convient  de  considérer  sommairement  dans  son 
ensemble  chacune  des  parties  principales  dont  elle  doit  se 
composer.  Je  crois  pouvoir  me  borner  ici  à  envisager  la 
première  et  la  plus  étendue  de  ces  parties,  celle  qui  a 
pour  objet  l'étude  de  la  ligne  droite;  les  deux  autres 
sections,  savoir  :  la  quadrature  des  polygones  et  la  cu- 
baturc  des  polyèdres,  ne  pouvant  donner  lieu,  vu  leur 
nature  trop  restreinte,  à  aucune  considération  philoso- 
phique de  quelque  importance,  distincte  de  celles  indi- 
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(jiK'cs  dans  la  I(m;()m  |)r(''c<'Ml('nl(^  rclal i vonionl  à  la  mesure 
(les  .nies  cl  des  volumes  en  général. 

La  (jiieslioii  (lélinilive  que  l'on  a  constamment  en  vue 
dans  l'étude  de  la  ligne  droite  consiste  proprement  à 
délciiniiuM'  les  uns  par  les  autres  les  divers  éléments 
d'une  figure  rectiligne  quelcon(|u«',  ce  qui  permet  de 
('(uinaîhcï  toujours  indirectement  une  ligne  droite  dans 
(|uel(|U('s  circonstances  qu'elle  puisse  être  placée.  Ce 
problème  fondamental  est  susceptible  de  deux  solutions 
générales,  dont  la  nature  est  tout  à  fait  distincte,  l'une 
graphique,  l'autre  algébrique.  La  première,  quoique 
fort  imparfaite,  est  celle  qu'on  doit  considérer  d'abord, 
parce  qu'elle  dérive  spontanément  de  l'étude  directe  du 
sujet;  la  seconde,  bien  plus  parfaite  sous  les  rapports 
les  plus  importants,  ne  peut  être  étudiée  qu'en  dernier 
lieu,  parce  qu'elle  est  fondée  sur  la  connaissance  préa- 
lable de  l'autre. 

La  solution  graphique  consiste  à  rapporter  à  volonté 
la  figure  proposée,  soit  avec  les  mômes  dimensions,  soit 
surtout  avec  des  dimensions  variées  dans  une  proportion 
quelconque.  Le  premier  mode  ne  peut  guère  être  men- 
tionné que  pour  mémoire,  comme  étant  le  plus  simple, 
et  celui  que  l'esprit  doit  envisager  d'abord,  car  il  est,  évi- 
demment, d'ailleurs  presque  entièrement  inapplicable 
par  sa  nature.  Le  second  est,  au  contraire,  susceptible 
de  l'application  la  plus  étendue  et  la  plus  utile.  Nous  en 
faisons  encore  aujourd'hui  un  usage  important  et  conti- 
nuel, non  seulement  pour  représenter  exactement  les 
formes  des  corps  et  leurs  positions  mutuelles,  mais 
même  pour  la  détermination  effective  des  grandeurs 
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géométriques,  quand  nous  n'avons  pas  besoin  d'une 
grande  précision.  Les  anciens,  vu  l'imperfection  de  leurs 
connaissances  géométriques,  employaient  ce  procédé 
d'une  manière  beaucoup  plus  étendue,  puisqu'il  a  été 
longtemps  le  seul  qu'ils  pussent  appliquer,  même  dans 
les  déterminations  précises  les  plus  importantes.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  qu'Aristarque  de  Samos  estimait  la 
distance  relative  du  soleil  et  delà  lune  à  la  terre  ^  en  pre- 
nant des  mesures  sur  un  triangle  construit  le  plus  exac- 
tement possible,  de  façon  à  être  semblable  au  triangle 
rectangle  formé  parles  trois  astres,  à  l'instant  où  la  lune  se 
trouve  en  quadrature,  et  où,  en  conséquence,  il  suffirait, 
pour  définir  le  triangle,  d'observer  l'angle  à  la  terre.  Ar- 
chimède  lui-même,  quoique  ayant,  le  premier,  introduit 
en  géométrie  les  déterminations  calculées,  a  plusieurs 
fois  employé  de  semblables  moyens.  La  formation  de  la 
trigonométrie  n'y  a  pas  fait  même  renoncer  entièrement, 
quoiqu'elle  en  ait  beaucoup  diminué  l'usage;  les  Grecs 
et  les  Arabes  ont  continué  à  s'en  servir  pour  une  foule 
de  recherclies,  où  nous  regardons  aujourd'bui  l'emploi 
du  calcul  comme  indispensable. 

('ette  exacte  reproduction  d'une  figure  quelconque, 
suivant  une  échelle  différente,  ne  peut  présenter  aucune 
grande  difficulté  théorique  lorsque  toutes  les  parties  de 
la  figure  proj)Osée  sont  comprises  dans  un  même  plan. 
Mais,  si  l'on  suppose,  commr  il  arrive  plus  souvent, 
qu'elles  soient  situées  dans  des  plans  différents,  on  voit 
naître  alors  un  nouvel  ordre  de  considérations  géomé- 
triques. La  figure  artificielle,  qui  estconslamment  plane, 
lie  [)(»uvant  plus,  en  ce  cas,  être  une  image  parfaite- 
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nuMil  fidèle  de  la  figure  réelle,  il  faut  d'abord  fixer  avec 
précision  le  mode  de  représentation,  ce  qui  donne  lieu 
aux  divers  systèmes  de  projection.  Cela  posé,  il  reste  à 
déterminer  suivant  quelles  lois  les  phénomènes  géomé- 
triques se  correspondent  dans  les  deux  figures.  Cette 
considération  engendre  une  nouvelle  série  de  recher- 
ches géométriques,  dont  l'objet  définitif  est  proprement 
de  découvrir  comment  on  pourra  remplacer  les  cons- 
tructions en  relief  par  des  constructions  planes.  Les  an- 
ciens ont  eu  à  résoudre  plusieurs  questions  élémentaires 
de  ce  genre,  pour  les  divers  cas  où  nous  employons  au- 
jourd'hui la  trigonométrie  sphérique  ;  et  principalement 
pour  les  différents  problèmes  relatifs  à  la  sphère  céleste. 
Telle  était  la  destination  de  leurs  analemnes^  et  des  au- 
tres figures  planes  qui  ont  suppléé  pendant  si  longtemps 
à  l'usage  du  calcul.  On  voit  par  là  que  les  anciens  con- 
naissaient réellement  les  éléments  de  ce  que  nous  nom- 
mons maintenant  \di  géométrie  descriptive^  quoiqu'ils  ne 
les  eussent  point  conçus  d'une  manière  distincte  et  gé- 
nérale. 

Je  crois  convenable  de  signaler  ici  rapidement,  à  cette 
occasion,  le  véritable  caractère  philosophique  de  cette 
géométrie  descriptive,  bien  que,  comme  étant  une 
science  essentiellement  d'application,  elle  ne  doive  pas 
être  comprise  dans  le  domaine  propre  de  cet  ouvrage, 
tel  que  je  l'ai  circonscrit  en  commençant. 

Toutes  les  questions  quelconques  de  géométrie  à  trois 
dimensions  donnent  lieu  nécessairement,  quand  on 
considère  leur  solution  graphique,  à  une  difficulté  gé- 
nérale qui  leur  est  propre,  celle  de  substituer  aux  di- 
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verses  constructions  en  relief  nécessaires  pour  les  ré- 
soudre, et  qui  sont  presque  toujours  d'une  exécution 
impossible,  de  simples  constructions  planes  équiva- 
lentes, susceptibles  de  déterminer  finalement  les  mêmes 
résultats.  Sans  cette  indispensable  conversion,  chaque 
solution  de  ce  genre  serait  évidemment  incomplète  et 
réellement  inapplicable  dans  la  pratique,  quoique,  pour 
la  théorie,  les  constructions  dans  l'espace  soient  ordi- 
nairement préférables  comme  plus  directes.  C'est  afin 
de  fournir  les  moyens  généraux  d'effectuer  constam- 
ment une  telle  transformation  que  la  géométrie  descrip- 
tive a  été  créée,  et  constituée  en  un  corps  de  doctrine 
distinct  et  homogène  par  une  vue  de  génie  de  notre  il- 
lustre Monge.  Il  a  préalablement  conçu  un  mode  uni- 
forme de  représenter  les  corps  par  des  figures  tracées 
sur  un  seul  plan,  à  l'aide  ào^s projections  sur  deux  plans 
différents,  ordinairement  perpendiculaires  entre  eux,  et 
dont  l'un  est  supposé  tourner  autour  de  leur  intersec- 
tion commune  pour  venir  se  confondre  avec  le  prolonge- 
ment de  l'autre;  il  a  suffi,  dans  ce  système,  ou  dans 
tout  autre  équivalent,  de  regarder  les  points  et  les 
lignes  comme  déterminés  par  leurs  projections,  et  les 
surfaces  par  les  projections  de  leurs  génératrices. 
Cela  posé,  Monge,  analysant  avec  une  profonde  sa- 
gacité les  divers  travaux  partiels  de  ce  genre  exécutés 
avant  lui  d'après  une  foule  de  procédés  incohérents,  et 
considérant  même,  d'une  manière  générale  et  directe, 
en  quoi  devaient  consister  constamment  les  ques- 
tions quelconques  de  celte  nature,  a  reconnu  qu'elles 
étaient  toujours  réductibles  à  un  très  petit  nombre  de 
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|)i()l)l(Mnos  abstraits  invariables,  susceptibles  d'être 
résolus  séparément  une  fois  pour  toutes  par  des  opéra- 
lions  uniformes,  et  qui  se  rapportent  essentiellement  les 
uns  au  contact  et  les  autres  aux  intersections  des  sur- 
faces. Ayant  formé  des  méthodes  simples  et  entièrement 
générales  pour  la  solution  graphique  de  ces  deux  or- 
dres de  problèmes,  toutes  les  questions  géométriques 
auxquelles  peuvent  donner  lieu  les  divers  arts  quelcon- 
ques de  construction,  la  coupe  des  pierres,  la  charpente, 
la  perspective,  la  gnomonique,  la  fortification,  etc., 
ont  pu  être  traitées  désormais  comme  de  simples  cas 
particuliers  d'une  théorie  unique,  dont  l'application 
invariable  conduira  toujours  nécessairement  à  une 
solution  exacte,  susceptible  d'être  facilitée  dans  la 
pratique  en  profitant  des  circonstances  propres  à  cha- 
que cas. 

Cette  importante  création  mérite  singulièrement  de 
fixer  l'attention  de  tous  les  philosophes  qui  considèrent 
l'ensemble  des  opérations  de  l'espèce  humaine,  comme 
étant  un  premier  pas,  et  jusqu'ici  le  seul  réellement 
complet,  vers  cette  rénovation  générale  des  travaux 
humains,  qui  doit  imprimer  à  tous  nos  arts  un  caractère 
de  précision  et  de  rationalité,  si  nécessaire  à  leurs 
progrès  futurs.  Une  telle  révolution  devait,  en  effet, 
commencer  inévitablement  par  cette  classe  de  travaux 
industriels  qui  se  rapporte  essentiellement  à  la  science 
la  plus  simple,  la  plus  parfaite,  et  la  plus  ancienne.  Elle 
ne  peut  manquer  de  s'étendre  successivement  dans  la 
suite,  quoique  avec  moins  de  facilité,  à  toutes  les  autres 
opérations  pratiques.  Nous  aurons  même  bientôt  occa- 
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sion  de  remarquer  que  Monge,  qui  a  conçu  plus  profon- 
dément que  personne  la  véritable  philosophie  des  arts, 
avait  essayé  d'ébaucher  pour  l'industrie  mécanique  une 
doctrine  correspondante  à  celle  qu'il  avait  si  heureuse- 
ment formée  pour  l'industrie  géométrique,  mais  sans 
obtenir  pour  ce  cas,  dont  la  difficulté  est  bien  supé- 
rieure, aucun  autre  succès  que  celui  d'indiquer  assez 
nettement  la  direction  que  doivent  prendre  les  recherches 
de  cette  nature. 

Quelqu'essentielle  que  soit  réellement  la  conception 
de  la  géométrie  descriptive,  il  importe  beaucoup  de  ne 
pas  se  méprendre  sur  la  véritable  destination  qui  lui  est 
si  expressément  propre,  comme  l'ont  fait,  surtout  dans 
les  premiers  temps  de  cette  découverte,  ceux  qui  y  ont 
vu  un  moyen  d'agrandir  le  domaine  général  et  abstrait 
de  la  géométrie  rationnelle.  L'événement  n'a  nullement 
répondu  depuis  à  ces  espérances  mal  conçues.  Et,  en 
effet,  n'est-il  pas  évident  que  la  géométrie  descriptive 
n'a  de  valeur  spéciale  que  comme  science  d'application, 
comme  constituant  la  véritable  théorie  propre  des  arts 
géométriques?  Considérée  sous  le  rapport  abstrait,  elle 
ne  saurait  introduire  aucun  ordre  vraiment  distinct  de 
spéculations  géométriques.  Il  ne  faut  point  perdre  de  vue 
que,  pour  qu'une  question  géométrique  tombe  dans  le 
domaine  propre  de  la  géométrie  descriptive,  elle  doit 
nécessairement  avoir  toujours  été  résolue  préalablement 
par  la  géométrie  spéculative,  dont  ensuite,  comme  nous 
l'avons  vu,  les  solutions  ont  constamment  besoin  d'être 
préparées  pour  la  pratique  de  manière  à  suppléer  aux 
constructions  en  relief  par  des  constructions  planes, 
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siihslilullon  (jui  constitue  réellement  la  seule  fonction 
(•;n ach'i  islique  de  la  géométrie  descriptive. 

Il  convient  néanmoins  de  remarquer  ici  que,  sous  le 
ra|t|MHl  de  l'éducation  intellectuelle,  l'étude  de  la 
i^éoinéh'ie  descriptive  présente  une  importante  propriété 
philosophique,  tout  à  fait  indépendante  de  sa  haute 
utilité  industrielle.  C'est  l'avantage  qu'elle  offre  si 
éminemment,  en  hahituant  à  considérer  dans  l'espace 
des  systèmes  géométriques  quelquefois  très  composés, 
et  à  suivre  exactement  leur  correspondance  continuelle 
avec  les  figures  effectivement  tracées,  d'exercer  ainsi  au 
plus  haut  degré,  de  la  manière  la  plus  sûre  et  la  plus 
précise,  cette  importante  faculté  de  l'esprit  humain  qu'on 
appelle  V iînagination  proprement  dite,  et  qui  consiste, 
dans  son  acception  élémentaire  et  positive,  à  se  repré- 
senter nettement,  avec  facilité,  un  vaste  ensemble  va- 
riable d'objets  fictifs,  comme  s'ils  étaient  sous  nos 
yeux. 

Enfin,  pour  achever  d'indiquer  la  nature  générale  de 
la  géométrie  descriptive  en  déterminant  son  caractère 
logique,  nous  devons  observer  que  si,  par  le  genre  de 
ses  solutions,  elle  appartient  à  la  géométrie  des  anciens, 
d'un  autre  côté,  elle  se  rapproche  de  la  géométrie,  des 
modernes  par  l'espèce  des  questions  qui  la  composent. 
Ces  questions  sont,  en  effet,  éminemment  remarquables 
par  cette  généralité  que  nous  avons  vue,  dans  la  der- 
nière leçon,  constituer  le  vrai  caractère  fondamental  de 
la  géométrie  moderne;  les  méthodes  y  sont  toujours 
conçues  comme  applicables  à  des  formes  quelconques, 
les  particularités  propres  à  chaque  forme  n'y  pouvant 
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avoir  qu'une  influence  purement  secondaire.  Les  solu- 
tions y  sont  donc  graphiques  comme  la  plupart  de  celles 
des  anciens,  et  générales  comme  celles  des  modernes. 

Après  cette  importante  digression,  dont  le  lecteur 
aura  sans  doute  reconnu  la  nécessité,  poursuivons 
l'examen  philosophique  de  la  géométrie  spéciale,  con- 
sidérée toujours  comme  réduite  à  son  moindre  dévelop- 
pement possible,  pour  servir  d'introduction  indispensable 
à  la  géométrie  générale.  Ayant  suffisamment  envisagé 
la  solution  graphique  du  problème  fondamental  relatif 
à  la  ligne  droite,  c'est-à-dire,  de  la  détermination  les 
uns  par  les  autres  des  divers  éléments  d'une  figure  rec- 
tiligne  quelconque,  nous  devons  maintenant  en  exa- 
miner d'une  manière  générale  la  solution  algébrique. 

Cette  seconde  solution,  dont  il  est  inutile  ici  d'appré- 
cier expressément  la  supériorité  évidente,  appartient 
nécessairement,  par  la  nature  même  de  la  question,  au 
système  de  la  géométrie  ancienne,  quoique  le  procédé 
logique  employé  l'en  fasse  ordinairement  séparer  mal  à 
propos.  Nous  avons  lieu  de  vérifier  ainsi,  sous  un  rap- 
port très  important,  ce  qui  a  été  établi  en  général  dans 
la  leçon  précédente,  que  ce  n'est  point  par  l'emploi  du 
calcul  qu'on  doit  distinguer  essentiellement  la  géométrie 
moderne  de  celle  des  anciens.  Les  anciens  sont,  en  effet, 
les  vrais  inventeurs  de  la  trigonométrie  actuelle,  tant 
sphérique  que  rectiligne,  qui  seulement  était  beaucoup 
moins  parfaite  entre  leurs  mains,  vu  l'extrême  infério- 
rité de  leurs  connaissances  algébriques.  C'est  donc  réel- 
lement dans  cette  leçon,  et  non,  comme  on  pourrait  le 
croire  d'abord,  dans  celles  que  nous  consacrerons  en- 
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suite  à  rcxamen  philosophique  de  la  géométrie  générale, 
(\\\  '\\  convient  d'apprécier  le  caractère  de  cette  impor- 
laiilc  théorie  préliminaire,  habituellement  comprise  à 
tort  dans  ce  qu'on  appelle  la  géométrie  analytique,  et 
(|ui  n'est  effectivement  qu'un  complément  de  la  géomé- 
trie élémentaire  proprement  dite. 

Toutes  les  figures  rectilignes  pouvant  être  décompo- 
sées en  triangles,  il  suffit  évidemment  de  savoir  déter- 
miner les  uns  par  les  autres  les  divers  éléments  d'un 
triangle,  ce  qui  réduit  la  polygonométrie  à  la  simple 
trigonométrie. 

Pour  qu'une  telle  question  puisse  être  résolue  algé- 
briquement, la  difficulté  consiste  essentiellement  à  for- 
mer entre  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  trois 
équations  distinctes,  qui,  une  fois  obtenues,  réduiront 
évidemment  tous  les  problèmes  trigonométriques  à  de 
pures  recherches  de  calcul.  En  considérant  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  l'établissement  de  ces  équations, 
on  voit  naître  immédiatement  une  distinction  fondamen- 
tale relativement  au  mode  d'introduction  des  angles 
dans  le  calcul,  suivant  qu'on  les  y  fera  entrer  directe- 
ment par  eux-mêmes  ou  par  les  arcs  circulaires  qui 
leur  sont  proportionnels,  ou  que,  au  contraire,  on  leur 
substituera  certaines  droites,  comme,  par  exemple,  les 
cordes  de  ces  arcs  qui  leur  sont  inhérentes,  et  que,  par 
cette  raison,  on  appelle  ordinairement  leurs  lignes  tri- 
gonométriques. De  ces  deux  systèmes  de  trigonométrie, 
le  second  a  dû  être,  à  l'origine,  le  seul  adopté,  comme 
étant  le  seul  praticable,  puisque  l'état  de  la  géométrie 
permettait  alors  de  trouver  assez  aisément  des  relations 
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exactes  entre  les  côtés  des  triangles  et  les  lignes  trigo- 
nométriques  des  angles,  tandis  qu'il  eût  été  absolument 
impossible,  à  cette  époque,  d'établir  des  équations  entre 
les  côtés  et  les  angles  eux-mêmes.  La  solution  pouvant 
aujourd'hui  être  obtenue  indifféremment  dans  l'un  et 
dans  l'autre  système,  ce  motif  de  préférence  ne  subsiste 
plus.  Mais  les  géomètres  n'en  ont  pas  moins  dû  per- 
sister à  suivre  par  choix  le  système  primitivement  admis 
par  nécessité;  car  la  même  raison  qui  a  permis  ainsi 
d'obtenir  les  équations  trigonométriques  avec  beaucoup 
plus  de  facilité  doit  également,  comme  il  est  encore 
plus  aisé  de  le  concevoir  à  priori,  rendre  ces  équations 
bien  plus  simples,  puisqu'elles  existent  alors  seulement 
entre  des  lignes  droites,  au  lieu  d'être  établies  entre  des 
lignes  droites  et  des  arcs  de  cercle.  Une  telle  considéra- 
tion a  d'autant  plus  d'importance  qu'il  s'agit  là  de  for- 
mules éminemment  élémentaires,  destinées  à  être  con- 
tinuellement employées  dans  toutes  les  parties  de  la 
science  mathématique  aussi  bien  que  dans  toutes  ses 
diverses  applications. 

On  peut  objecter,  il  est  vrai,  que,  lorsqu'un  angle  est 
donné,  c'est  toujours,  en  effet,  par  lui-même  et  non  par 
sa  ligne  Irigonométrique  ;  et  que,  lorsqu'il  est  inconnu, 
c'est  sa  valeur  angulaire  qu'il  s'agit  proprement  de  dé- 
terminer, et  non  celle  d'aucune  de  ses  lignes  trigonomé- 
triques. Il  semble,  d'après  cela,  que  de  telles  lignes  ne 
sont  entre  les  côtés  et  les  angles  qu'un  intermédiaire 
inutile,  qui  doit  être  finalement  éliminé  et  dont  l'intro- 
duction ne  parait  point  susceptible  de  simplifier  la 
recherche  qu'on  se  propose.  Il  imporle,  en  effet,  d'ex- 
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|)li(|ii(M'  avec  |)liis  do  g-énéralité  cl  de  précision  qu'on  ne 
le  lail  d'ordinaire  rimmense  utilité  réelle  de  cette  ma- 
nière de  procéder.  Elle  consiste  en  ce  que  l'introduction 
de  ces  grandeurs  auxiliaires  partage  la  question  totale 
de  la  trigonométrie  en  deux  autres  essentiellement  dis- 
liucles,  dont  Tune  a  pour  ohjet  de  passer  des  angles  à 
leurs  lignes  trigonométriques  ou  réciproquement,  et  dont 
l'autre  se  propose  de  déterminer  les  côtés  des  triangles 
par  les  lignes  trigonométriques  de  leurs  angles  ou  réci- 
proquement. Or,  la  première  de  ces  deux  questions  fon- 
damentales est  évidemment  susceptible,  par  sa  nature, 
d'être  entièrement  traitée  et  réduite  en  tables  numé- 
riques une  fois  pour  toutes,  en  considérant  tous  les 
angles  possibles ,  puisqu'elle  ne  dépend  que  de  ces 
angles,  et  nullement  des  triangles  particuliers  où  ils 
peuvent  entrer  dans  chaque  cas;  tandis  que  la  solution 
de  la  seconde  question  doit  nécessairement  être  renou- 
velée, du  moins  sous  le  rapport  arithmétique,  à  chaque 
nouveau  triangle  qu'il  faut  résoudre.  C'est  pourquoi  la  pre- 
mière portion  du  travail  total,  qui  serait  précisément  la 
plus  pénible,  n'est  plus  comptée  ordinairement,  étant 
toujours  faite  d'avance;  tandis  que  si  une  telle  décompo- 
sition n'avait  point  été  instituée,  on  se  serait  trouvé  évi- 
demment dans  l'obligation  de  recommencer  dans  chaque 
cas  particutier  le  calcul  tout  entier.  Telle  est  la  propriété 
essentielle  du  système  trigonométrique  adopté  qui,  en 
effet,  ne  présenterait  réeUement  aucun  avantage  effectif 
si,  pour  chaque  angle  à  considérer,  il  fallait  calculer  conti- 
nuellement sa  ligne  trigonométrique  ou  réciproquement  : 
l'intermédiaire  serait  alors  plus  gênant  que  commode. 
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Afin  de  comprendre  nettement  la  vraie  nature  de  cette 
conception,  il  sera  utile  de  la  comparer  à  une  conception 
encore  plus  importante,  destinée  à  produire  un  effet 
analogue,  soit  sous  le  rapport  algébrique,  soit  surtout 
sous  le  rapport  arithmétique,  l'admirable  théorie  des 
logarithmes.  En  examinant  d'une  manière  philosophique 
l'influence  de  cette  théorie,  on  voit,  en  effet,  que  son 
résultat  général  est  d'avoir  décomposé  toutes  les  opéra- 
tions arithmétiques  imaginables  en  deux  parties  dis- 
tinctes, dont  la  première,  qui  est  la  plus  compliquée,  est 
susceptible  d'être  exécutée  à  l'avance  une  fois  pour 
toutes,  comme  ne  dépendant  que  des  nombres  à  consi- 
dérer et  nullement  des  diverses  combinaisons  quel- 
conques dans  lesquelles  ils  peuvent  entrer,  et  qui  con- 
siste à  se  représenter  tous  les  nombres  comme  des  puis- 
sances assignables  d'un  nombre  constant;  la  seconde 
partie  du  calcul,  qui  doit  nécessairement  être  recom- 
mencée pour  chaque  formule  nouvelle  à  évaluer,  étant, 
dès  lors,  réduite  à  exécuter  sur  ces  exposants  des  opé- 
rations corrélatives  infiniment  plus  simples.  Je  me 
borne  à  indiquer  ce  rapprochement,  que  chacun  peut 
aisément  développer. 

Nous  devons,  de  plus,  observer  comme  une  propriété, 
secondaire  aujourd'hui,  mais  capitale  à  l'origine,  du 
système  trigonométrique  adopté,  la  circonstance  très 
remarquable  que  la  détermination  des  angles  par  leurs 
lignes  trigonométriques,  ou  réciproquement,  est  suscep- 
tible d'une  solution  arithmétique,  la  seule  qui  soit 
directement  indispensable  pour  la  destination  propre  de 
la  trigonométrie,  sans  avoir  préalablement  résolu  la 
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(juostion  algébrique  correspondante.  C'est,  sans  doute, 
à  une  telle  particularité  que  les  anciens  ont  dù  de  pou- 
voir connaître  la  trigonométrie .  La  recherche  ainsi  conçue 
a  été  d'autant  plus  facile  que,  les  anciens  ayant  pris  na- 
turellement la  corde  pour  ligne  trigonométrique,  les 
tables  se  trouvaient  avoir  été  d'avance  construites  en 
partie  pour  un  tout  autre  motif,  en  vertu  du  travail  d'Ar- 
chimède  sur  la  rectification  du  cercle,  d'oii  résultait  la 
détermination  effective  d'une  certaine  suite  de  cordes, 
en  sorte  que,  lorsque  plus  tard  Hipparque  eut  inventé  la 
trigonométrie,  il  put  se  borner  à  compléter  cette  opé- 
ration par  des  intercalations  convenables,  ce  qui  marque 
nettement  la  filiation  des  idées  à  cet  égard. 

Afin  d'esquisser  entièrement  cet  aperçu  philosophique 
de  la  trigonométrie,  il  convient  d'observer  maintenant 
que  l'extension  du  même  motif  qui  conduit  à  remplacer 
les  angles  ou  les  arcs  de  cercle  par  des  lignes  droites, 
dans  la  vue  de  simplifier  les  équations,  doit  aussi  porter 
à  employer  concurremment  plusieurs  lignes  trigonomé- 
triques,  au  lieu  de  se  borner  à  une  seule,  comme  le  fai- 
saient les  anciens,  pour  perfectionner  ce  système  en  choi- 
sissant celle  qui  sera  algébriquement  la  plus  conve- 
nable en  telle  ou  telle  occasion.  Sous  ce  rapport,  il  est 
clair  que  le  nombre  de  ces  lignes  n'est  par  lui-même  nulle- 
ment limité;  pourvu  qu'elles  soient  déterminées  d'après 
l'arc,  et  que  réciproquement  elles  le  déterminent,  sui- 
vant quelque  loi  qu'elles  en  dérivent  d'ailleurs^  elles  sont 
aptes  à  lui  être  substituées  dans  les  équations.  En  se 
bornant  aux  constructions  les  plus  simples,  les  Arabes 
et  les  modernes  ensuite  ont  successivement  porté  à 
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quatre  ou  à  cinq  lo  nombre  des  lignes  trigonométriques 
directes^  qui  pourrait  être  étendu  bien  davantage.  Mais, 
au  lieu  de  recourir  à  des  formations  géométriques  qui 
finiraient  par  devenir  très  compliquées,  on  conçoit  avec 
une  extrême  facilité  autant  de  nouvelles  lignes  trigono- 
métriques  que  peuvent  l'exiger  les  transformations  ana- 
lytiques, au  moyen  d'un  artifice  remarquable,  qui  n'est 
pas  ordinairement  saisi  d'une  manière  assez  générale.  Il 
consiste,  sans  multiplier  immédiatement  les  lignes  tri- 
gonométriques  propres  à  chaque  arc  considéré,  à  en 
introduire  de  nouvelles  en  regardant  cet  arc  comme 
déterminé  indirectement  par  toutes  les  lignes  relatives  à 
un  arc  qui  soit  une  fonction  très  simple  du  premier. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  que  souvent,  pour  calculer  un 
angle  avec  plus  facilité,  on  déterminera,  au  lieu  de  son 
sinus,  le  sinus  de  sa  moitié  ou  de  son  double,  etc.  Une 
telle  création  de  lignes  trigonométriques  indirectes  est 
évidemment  bien  plus  féconde  que  tous  les  procédés 
géométriques  immédiats  pour  en  obtenir  de  nouvelles. 
On  peut  dire,  d'après  cela,  que  le  nombre  des  lignes 
trigonométriques  effectivement  employées  aujourd'hui 
par  les  géomètres  est  réellement  indéfini,  puisque,  à 
chaque  instant  pour  ainsi  dire,  les  transformations  ana- 
lytiques peuvent  conduire  à  l'augmenter  par  le  procédé 
que  je  viens  d'indiquer.  Seulement,  on  n'a  donné  jus- 
qu'ici de  noms  spéciaux  qu'à  celles  de  ces  lignes  indi- 
rectes qui  se  rapportent  au  complément  de  l'arc  primitif, 
les  autres  ne  revenant  pas  assez  fréquemment  pour 
nécessiter  de  semblables  dénominations,  ce  qui  a  fait 
communément  méconnaître  la  véritable  étendue  du  sys- 
tème Irîgonométrîque. 
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Celle  niulliplicilTi  des  ligncïs  trigonométriques  fait 
naîlrc  évidemmonl,  dans  la  trigonométrie,  une  troisième 
(juoslion  iondamenlale ,  l'étude  des  relations  qui  exis- 
tent entre  ces  diverses  lignes;  puisque,  sans  une  telle 
connaissance,  on  ne  pourrait  point  utiliser,  pour  les  be- 
soins analytiques,  cette  variété  de  grandeurs  auxiliaires 
qui  n'a  pourtant  pas  d'autre  destination.  Il  est  clair,  en 
outre,  d'après  la  considération  indiquée  tout  à  l'heure, 
que  cette  partie  essentielle  de  la  trigonométrie,  quoique 
simplement  préparatoire,  est,  par  sa  nature,  susceptible 
d'une  extension  indéfinie  quand  on  l'envisage  dans  son 
entière  généralité,  tandis  que  les  deux  autres  sont  né- 
cessairement circonscrites  dans  un  cadre  rigoureuse- 
ment défini. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  expressément  que  ces  trois 
parties  principales  de  la  trigonométrie  doivent  être  étu- 
diées dans  un  ordre  précisément  inverse  de  celui  sui- 
vant lequel  nous  les  avons  vues  dériver  nécessairement 
de  la  nature  générale  du  sujet;  car  la  troisième  est  visi- 
blement indépendante  des  deux  autres,  et  la  seconde  de 
celle  qui  s'est  présentée  la  première,  la  résolution  des 
triangles  proprement  dite,  qui  doit,  pour  cette  raison, 
être  traitée  en  dernier  lieu,  ce  qui  rendait  d'autant  plus 
importante  la  considération  de  la  filiation  naturelle. 

11  était  inutile  d'envisager  ici  distinctement  la  trigo- 
nométrie sphérique,  qui  ne  peut  donner  lieu  à  aucune 
considération  philosophique  spéciale,  puisque,  quelque 
essentielle  qu'elle  soit  par  l'importance  et  la  multiplicité 
de  ses  usages,  on  ne  peut  plus  la  traiter  aujourd'hui, 
dans  son  ensemble,  que  comme  une  simple  application 
de  la  trigonométrie  rectiligne,  qui  fournit  immédiate- 
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ment  ses  équations  fondamentales,  en  substituant  au 
triang-le  sphérique  l'angle  trièdre  correspondant. 

J'ai  cru  devoir  indiquer  cette  exposition  sommaire  de 
la  philosophie  trigonométrique ,  qui  pourrait  d'ailleurs 
donner  lieu  à  beaucoup  d'autres  considérations  intéres- 
santes, afin  de  rendre  sensibles,  par  un  exemple  impor- 
tant, cet  enchaînement  rigoureux  et  cette  ramification 
successive  que  présentent  les  questions  les  plus  simples 
en  apparence  de  la  géométrie  élémentaire. 

Ayant  ainsi  suffisamment  considéré  pour  le  but  de  cet 
ouvrage  le  caractère  propre  de  la  géométrie  spéciale,  ré- 
duite à  sa  seule  destination  dogmatique,  de  fournir  à  la 
géométrie  générale  une  base  préliminaire  indispensable, 
nous  devons  désormais  porter  toute  notre  attention  sur 
la  véritable  science  géométrique,  envisagée  dans  son 
ensemble  de  la  manière  la  plus  rationnelle.  Il  faut 
d'abord,  à  cet  effet,  soigneusement  examiner  la  grande 
idée-mère  de  Descartes  ,  sur  laquelle  elle  est  entière- 
ment fondée,  ce  qui  fera  l'objet  de  la  leçon  suivante. 
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DOUZIÈME  LEÇON 

C  oiiception  foudauientale  de  la  {(éoniètrie  g;énérale  ou  analytique 

La  géométrie  générale  étant  entièrement  fondée  sur 
la  transformation  des  considérations  g^éométriques  en 
considérations  analytiques  équivalentes,  nous  devons 
d'abord  examiner  directement  et  d'une  manière  appro- 
fondie la  belle  conception  d'après  laquelle  Descartes  a 
établi  uniformément  la  possibilité  constante  d'une  telle 
corrélation.  Outre  son  extrême  importance  propre, 
comme  moyen  de  perfectionner  éminemment  la  science 
géométrique,  ou  plutôt  de  la  constituer  dans  son  en- 
semble sur  des  bases  rationnelles,  l'étude  philosophique 
de  cette  admirable  conception  doit  avoir  à  nos  yeux  un 
intérêt  d'autant  plus  élevé  qu'elle  caractérise  avec  une 
parfaite  évidence  la  méthode  générale  à  employer  pour 
organiser  les  relations  de  l'abstrait  au  concret  en  ma- 
thématique, par  la  représentation  analytique  des  phé- 
nomènes naturels.  Il  n'y  a  point,  dans  la  philosophie 
mathématique,  de  pensée  qui  mérite  davantage  de  fixer 
toute  notre  attention. 

Afin  de  parvenir  à  exprimer  par  de  simples  relations 
analytiques  tous  les  divers  phénomènes  géométriques 
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que  l'on  peut  imaginer,  il  faut  évidemment  établir 
d'abord  un  mode  général  pour  représenter  analytique- 
ment  les  sujets  mêmes  dans  lesquels  ces  phénomènes 
résident,  c'est-à-dire  les  lignes  ou  les  surfaces  à  consi- 
dérer, he  sujet  étant  ainsi  habituellement  envisagé  sous 
un  point  de  vue  purement  analytique,  on  comprend  que 
dès  lors  il  a  été  possible  de  concevoir  de  la  même  ma- 
nière les  accidents  quelconques  dont  il  est  susceptible. 

Pour  organiser  la  représentation  des  formes  géométri- 
ques par  des  équations  analytiqnes,  on  doit  surmonter 
préalablement  une  difficulté  fondamentale,  celle  de  ré- 
duire à  des  idées  simplement  numériques  les  éléments 
généraux  des  diverses  notions  géométriques  ;  en  un 
mot,  de  substituer,  en  géométrie,  de  pures  considéra- 
tions de  quantité  à  toutes  les  considérations  de  qualité. 

A  cet  effet,  observons  d'abord  que  toutes  les  idées 
géométriques  se  rapportent  nécessairement  à  ces  trois 
catégories  universelles  :  la  grandeur,  la  forme  et  la 
position  des  étendues  à  considérer.  Quant  à  la  pre- 
mière, il  n'y  a  évidemment  aucune  difficulté;  elle 
rentre  immédiatement  dans  les  idées  de  nombres.  Pour 
la  seconde  il  faut  remarquer  qu'elle  est  toujours 
réductible  par  sa  nature  à  la  troisième.  Car  la  forme 
d'un  corps  résulte  évidemment  de  la  position  mu- 
tuelle des  différents  points  dont  il  est  composé,  en 
sorte  que  l'idée  de  position  comprend  nécessairement 
celle  de  forme,  et  que  toute  circonstance  de  forme 
peut  être  traduite  par  une  circonstance  de  position. 
C'est  ainsi,  en  effet,  que  l'esprit  humain  a  procédé 
pour  parvenir  à  la  représentation  analytique  des  formes 


352  PHILOSOPHIE  POSITIVE 

i^iMunétriques,  la  coiicoplion  n'étant  directement  rela- 
tive (lu'aux  |)()silions.  Toute  la  difficulté  élémentaire 
se  léduit  donc  proprement  à  ramener  les  idées  quel- 
conques de  situation  à  des  idées  de  grandeur.  Telle  est 
la  destination  immédiate  de  la  conception  préliminaire 
sur  laquelle  Descartes  a  établi  le  système  général  de  la 
géométrie  analytique. 

Son  travail  philosophique  a  simplement  consisté, 
sous  ce  rapport,  dans  l'entière  généralisation  d'un  pro- 
cédé élémentaire  qu'on  peut  regarder  comme  naturel  à 
l'esprit  humain,  puisqu'il  se  forme  pour  ainsi  dire  spon- 
tanément chez  toutes  les  intelligences,  même  les  plus 
vulgaires.  En  effet,  quand  il  s'agit  d'indiquer  la  situa- 
tion d'un  objet  sans  le  montrerimmédiatement,  le  moyen 
que  nous  adoptons  toujours,  et  le  seul  évidemment  qui 
puisse  être  employé,  consiste  à  rapporter  cet  objet  à 
d'autres  qui  soient  connus,  en  assignant  la  grandeur 
des  éléments  géométriques  quëlconques,  par  lesquels  on 
le  conçoit  lié  à  ceux-ci  (1).  Ces  éléments  constituent  ce 
que  Descartes,  et  d'après  lui  tous  les  géomètres,  ont 
appelé  les  coordonnées  de  chaque  point  considéré,  qui 
sont  nécessairement  au  nombre  de  deux  si  l'on  sait 
d'avance  dans  quel  plan  le  point  est  situé,  et  au  nombre 
de  trois,  s'il  peut  se  trouver  indifféremment  dans  une 
région  quelconque  de  l'espace.  Autant  de  constructions 
différentes  on  peut  imaginer  pour  déterminer  la  posi- 
tion d'un  point,  soit  sur  un  plan,  soit  dans  l'espace,  au- 

(i)  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  nous  déterminons  habituellement  la 
position  des  lieux  sur  la  terre  par  leurs  distances  plus  ou  moins  grandes 
à  l'équateur  et  à  un  premier  méridien. 
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tant  on  conçoit  de  systèmes  de  coordonnées  distincts, 
qui  sont  susceptibles,,  par  conséquent,  d'être  multipliés 
à  l'infini.  Mais  quel  que  soit  le  système  adopté,  on  aura 
toujours  ramené  les  idées  de  situation  à  de  simples 
idées  de  grandeur,  en  sorte  que  l'on  se  représentera  le 
déplacement  d'un  point  comme  produit  par  de  pures 
variations  numériques  dans  les  valeurs  de  ses  coordon- 
nées. Pour  ne  considérer  d'abord  que  le  cas  le  moins 
compliqué,  celui  de  la  géométrie  plane,  c'est  ainsi  qu'on 
détermine  le  plus  souvent  la  position  d'un  point  sur  un 
plan,  par  ses  distances  plus  ou  moins  grandes  à  deux 
droites  fixes  supposées  connues  qu'on  nomme  axes,  et 
qu'on  suppose  ordinairement  perpendiculaires  entre 
elles.  Ce  système  est  le  plus  adopté,  à  cause  de  sa  sim- 
plicité ;  mais  les  géomètres  en  emploient  quelquefois 
encore  une  infinité  d'autres.  Ainsi,  la  position  d'un 
point  sur  un  plan  peut  être  déterminée  par  ses  distances 
à  deux  points  fixes  ;  ou  par  sa  distance  à  un  seul  point 
fixe,  et  la  direction  de  cette  distance,  estimée  par  l'angle 
plus  ou  moins  grand  qu'elle  fait  avec  une  droite  fixe,  ce 
qui  constitue  le  système  des  coordonnées  dites  polaires, 
le  plus  usité  après  celui  dont  nous  avons  parlé  d'abord  ; 
ou  par  les  angles  que  forment  les  droites  allant  du  point 
variable  à  deux  points  fixes  avec  la  droite  qui  joint  ces 
derniers  ;  ou  par  les  distances  de  ce  point  à  une  droite 
fixe  et  à  un  point  fixe,  etc.  En  un  mot,  il  n'y  a  pas  de 
figure  géométrique  quelconque  d'où  l'on  ne  puisse  dé- 
duire un  certain  système  de  coordonnées,  plus  ou  moins 
susceptible  d'être  employé. 

Une  observation  générale  qu'il  inipoi  le  de  faire  à  cet 
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égard,  c'csl  <jii(^  huit  sysLi'iiie  tle  coordonnées  revient  à 
liéltM  iniiier  un  point,  dans  la  géométrie  plane,  par  l'in- 
lersection  de  deux  ligues,  dont  chacune  est  assujettie  à 
certaines  conditions  fixes  de  détermination;  une  seule 
de  ces  conditions  restant  variable,  et  tantôt  l'une,  tantôt 
une  autre,  selon  le  système  considéré.  On  ne  saurait,  en 
effet,  concevoir  d'autre  moyen  de  construire  un  point 
que  de  le  marquer  par  la  rencontre  de  deux  lignes  quel- 
conques. Ainsi,  dans  le  système  le  plus  fréquent,  celui 
des  coordonnées  rectilignes  proprement  dites,  le  point 
est  déterminé  par  l'intersection  de  deux  droites,  dont 
chacune  reste  constamment  parallèle  à  un  axe  fixe,  en 
s'en  éloignant  plus  ou  moins;  dans  le  système  polaire, 
c'est  la  rencontre  d'un  cercle  de  rayon  variable  et  dont 
le  centre  est  fixe,  avec  une  droite  mobile  assujettie  à 
tourner  autour  de  ce  centre,  qui  marque  la  position  du 
point;  en  choisissant  d'autres  systèmes,  le  point  pourrait 
être  désigné  par  l'intersection  de  deux  cercles,  ou  de 
deux  autres  lignes  quelconques,  etc.  En  un  mot,  assi- 
gner la  valeur  d'une  des  coordonnées  d'un  point  dans 
quelque  système  que  ce  puisse  être,  c'est  toujours  né- 
cessairement déterminer  une  certaine  lig'ne  sur  laquelle 
ce  point  doit  être  situé.  Les  géomètres  de  l'antiquité 
avaient  déjà  fait  cette  remarque  essentielle,  qui  servait 
de  base  à  leur  méthode  des  lieux  géométriques,  dont  ils 
faisaient  un  si  heureux  usage  pour  diriger  leurs  recher- 
ches dans  la  résolution  des  problèmes  de  g-éométrie 
(léterininés,  en  appréciant  isolément  rinfluence  de  cha- 
cune des  deux  conditions  par  lesquelles  était  défini 
chaque  point  constituant  l'objet,  direct  ou  indirect,  de 
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la  question  proposée  :  c'est  précisément  cette  méthode 
dont  la  systématisation  générale  a  été  pour  Descartes  le 
motif  immédiat  des  travaux  qui  l'ont  conduit  à  fonder  la 
géométrie  analytique. 

Après  avoir  nettement  établi  cette  conception  prélimi- 
naire, en  vertu  de  laquelle  les  idées  de  position,  et,  par 
suite,  implicitement,  toutes  les  notions  géométriques 
élémentaires,  sont  réductibles  à  de  simples  considéra- 
tions numériques,  il  est  aisé  de  concevoir  directement, 
dans  son  entière  généralité,  la  grande  idée-mère  de  Des- 
cartes, relative  à  la  représentation  analytique  des  formes 
géométriques,  ce  qui  constitue  l'objet  propre  de  cette 
leçon.  Je  continuerai  à  ne  considérer  d'abord,  pour  plus 
de  facilité,  que  la  géométrie  à  deux  dimensions,  la  seule 
que  Descartes  ait  traitée,  devant  ensuite  examiner  sépa- 
rément sous  le  même  point  de  vue  ce  qui  est  propre  à  la 
théorie  des  surfaces  ou  des  courbes  à  double  courbure. 

D'après  la  manière  d'exprimer  analytiquemcnt  la 
position  d'un  point  sur  un  plan,  on  peut  aisément  éta- 
blir que,  par  quelque  propriété  qu'une  ligne  quelconque 
puisse  être  définie,  cette  définition  est  toujours  suscep- 
tible d'être  remplacée  par  um;  équation  correspondante 
entre  les  deux  coordonnées  variables  du  point  qui  décrit 
cette  ligne,  équation  qui  sera  dès  lors  la  représentation 
analytique  de  la  ligne  proposée,  dont  tout  phénomène 
devra  se  traduire  par  une  certaine  modification  algé- 
brique de  son  équation.  Si  l'on  suppose,  en  effet,  qu'un 
point  se  meuve  sur  un  plan  sans  que  son  cours  soit  dé- 
terminé en  aucune  manière,  on  devra  évidemment  re- 
garder ses  deux  coordonnées,  dans  quelque  système 
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(jiK'  ce  soil,  conimo  deux  variables  entièrement  indé- 
peiidanles  l'ime  de  l'autre.  Mais  si,  au  contraire,  ce 
l^oinl  est  assujetti  à  décrire  une  certaine  ligne  quel- 
conque, il  faudra  nécessairement  concevoir  que  ses  coor- 
données conservent  entre  elles,  dans  toutes  les  positions 
qu'il  peut  prendre,  une  certaine  relation  permanente  et 
précise,  susceptible,  par  conséquent,  d'être  exprimée 
par  une  équation  convenable,  qui  deviendra  la  défini- 
tion analytique  très  nette  et  très  rigoureuse  de  la  ligne 
considérée,  puisqu'elle  exprimera  une  propriété  algé- 
brique exclusivement  relative  aux  coordonnées  de  tous 
les  points  de  cette  ligne.  Il  est  clair,  en  effet,  que  lors- 
qu'un point  n'est  soumis  à  aucune  condition,  sa  situa- 
tion n'est  déterminée  qu'autant  qu'on  donne  à  la  fois  ses 
deux  coordonnées,  distinctement  l'une  de  l'autre  ;  tandis 
que,  quand  le  point  doit  se  trouver  sur  une  ligne  définie, 
une  seule  coordonnée  suffit  pour  fixer  entièrement  sa 
position.  La  seconde  coordonnée  est  donc  alors  une 
fonction  déterminée  de  la  première,  ou,  en  d'autres 
termes,  il  doit  exister  entre  elles  une  certaine  équation^ 
d'une  nature  correspondante  à  celle  de  la  ligne  sur  la- 
quelle le  point  est  assujetti  à  rester.  En  un  mot,  chacune 
des  coordonnées  d'un  point  l'obligeant  à  être  situé  sur 
une  certaine  ligne,  on  conçoit  réciproquement  que  la 
condition,  de  la  part  d'un  point,  de  devoir  appartenir  à 
une  ligne  définie  d'une  manière  quelconque,  équivaut  à 
assigner  la  valeur  de  l'une  des  deux  coordonnées  qui  se 
trouve,  dans  ce  cas,  être  entièrement  dépendante  de 
l'autre.  La  relation  analytique  qui  exprime  cette  dépen- 
dance peut  être  plus  ou  moins  difficile  à  découvrir; 
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mais  on  doit  évidemment  en  concevoir  toujours  l'exis- 
tence, même  dans  les  cas  où  nos  moyens  actuels  se- 
raient insuffisants  pour  la  faire  connaître.  C'est  par 
cette  simple  considération  que,  indépendamment  des 
vérifications  particulières  sur  lesquelles  est  ordinaire- 
ment établie  cette  conception  fondamentale  à  l'occasion 
de  telle  ou  telle  définition  de  ligne,  on  peut  démontrer, 
d'une  manière  entièrement  générale,  la  nécessité  de  la 
représentation  analytique  des  lignes  par  les  équations. 

En  reprenant  en  sens  inverse  les  mêmes  réflexions, 
on  mettrait  aussi  facilement  en  évidence  la  nécessité 
géométrique  de  la  représentation  de  toute  équation  à 
deux  variables,  dans  un  système  déterminé  de  coordon- 
nées, par  une  certaine  ligne,  dont  une  telle  relation  se- 
rait, à  défaut  d'aucune  autre  propriété  connue,  une  dé- 
finition très  caractéristique,  et  qui  aura  pour  destina- 
tion scientifique  de  fixer  immédiatement  l'attention  sur 
la  marche  générale  des  solutions  de  l'équation,  qui  se 
trouvera  ainsi  notée  de  la  manière  la  plus  sensible  et  la 
plus  simple.  Cette  peinture  des  équations  est  un  des 
avantages  fondamentaux  les  plus  importants  de  la  géo- 
métrie analytique,  qui  a  par  là  réagi  au  plus  haut  degré 
sur  k  perfectionnement  général  de  l'analyse  elle-même, 
non  seulement  en  assignant  aux  recherches  purement 
abstraites  un  but  nettement  déterminé  et  une  carrière 
inépuisable,  mais,  sous  un  rapport  encore  plus  direct,  en 
fournissait  un  nouveau  moyen  philosophique  de  médi- 
tation analytique,  qui  ne  pourrait  être  remplacé  par 
aucun  autre.  En  effet,  la  discussion  purement  algébrique 
d'une  équation  en  fait  sans  doute  connaître  les  solutions 
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(le  la  niain(MM'  I;i  plus  préciso,  mais  en  les  considérant 
sciilcineiil  une  à  une,  de  telle  sorte  que,  par  cette  voie, 
l(Mir  marche  générale  ne  saurait  être  conçue  qu'en  ré- 
sullal  définitif  d'une  long-ue  et  pénible  suite  de  compa- 
laisons  numériques,  après  laquelle  l'activité  intellec- 
tuelle doit  ordinairement  se  trouver  émoussée.  Au  con- 
liaire,  le  lieu  géométrique  de  l'équation  étant  unique- 
ment destiné  à  représenter  distinctement  et  avec  une 
netteté  parfaite  le  résumé  de  cet  ensemble  de  comparai- 
sons, permet  de  le  considérer  directement  en  faisant 
complètement  abstraction  des  détails  qui  l'ont  fourni,  et 
j)ar  là  peut  indiquer  à  notre  esprit  des  vues  analytiques 
générales,  auxquelles  nous  serions  difficilement  par- 
venus de  toute  autre  manière,  faute  d'un  moyen  de  ca- 
ractériser clairement  leur  objet.  Il  est  évident,  par 
exemple,  que  la  simple  inspection  de  la  courbe  loga- 
rithmique ou  de  la  courbe  //  =  sin  x  fait  connaître  d'une 
manière  bien  plus  distincte  le  mode  général  de  varia- 
tions des  logarithmes  par  rapport  aux  nombres  ou  des 
sinus  par  rapport  aux  arcs,  que  ne  pourrait  le  permettre 
l'étude  la  plus  attentive  d'une  table  de  logarithmes 
ou  d'une  table  trigonométrique.  On  sait  que  ce  procédé 
est  devenu  aujourd'hui  entièrement  élémentaire,  et 
qu'on  l'emploie  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  saisfr  net- 
tement le  caractère  général  de  la  loi  qui  règne  dans  une 
suite  d'observations  précises  d'un  genre  quelconque. 

Revenant  à  la  représentation  des  lignes  par  les  équa- 
tions, qui  est  notre  objet  principal,  nous  voyons  que 
cette  représentation  est,  par  sa  nature,  tellement  fidèle, 
que  la  ligne  ne  saurait  éprouver  aucune  modification, 
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quelque  légère  qu'elle  soit,  sans  déterminer  clans  l'équa- 
tion un  chang-ement  correspondant.  Cette  complète 
exactitude  donne  même  lieu  souvent  à  des  difficultés 
spéciales,  en  ce  que,  dans  notre  système  de  géométrie 
analytique,  les  simples  déplacements  des  lignes  se  fai- 
sant aussi  bien  ressentir  dans  les  équations  que  les  va- 
riations réelles  de  grandeur  ou  de  forme,  on  pourrait 
être  exposé  à  confondre  analytiquement  les  uns  avec  les 
autres,  si  les  géomètres  n'avaient  pas  découvert  une  mé- 
thode ingénieuse  expressément  destinée  à  les  distinguer 
constamment.  Cette  méthode  est  fondée  sur  ce  que, 
bien  qu'il  soit  impossible  de  changer  analytiquement  à 
volonté  la  position  d'une  ligne  par  rapport  aux  axes  des 
coordonnées,  on  peut  changer  d'une  manière  quel- 
conque la  situation  des  axes  eux-mêmes,  ce  qui  est  évi- 
demment équivalent;  dès  lors,  à  l'aide  des  formules  gé- 
nérales très  simples  par  lesquelles  on  opère  cette  trans- 
formation d'axes,  il  devient  aisé  de  reconnaître  si  deux 
équations  différentes  ne  sont  que  l'expression  analytique 
d'une  même  ligne  diversement  située,  ou  se  rapportent  à 
des  lieux  géométriques  vraiment  distincts,  puisque,  dans 
le  premier  cas,  l'une  d'elles  doit  rentrer  dans  l'autre  en 
changeant  convenablement  les  axes  ou  les  autres  cons- 
tantes du  système  de  coordonnées  considéré.  Du  reste, 
il  faut  remarquer  à  ce  sujet  que  les  inconvénients  géné- 
raux de  cette  nature  paraissent,  en  géométrie  analy- 
tique, devoir  être  strictement  inévitables;  puisque  les 
idées  de  position  étant,  comme  nous  l'avons  vu,  les 
seules  idées  géométriques  immédiatement  réductibles  à 
des  considérations  numériques,  et  les  notions  de  formes 
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ne  pniivanl  y  oiro  ramenées  qu'en  voyant  en  elles  des 
rapiioils  (lo  sil  liât  ion,  il  esl  impossible  que  l'analyse  ne 
eonfonde  point  d'abord  les  pliéiiomènes  de  forme  avec 
de  simples  phénomènes  de  position,  les  seuls  que  les 
(Mlualions  expriment  directement. 

Pour  compléter  l'explication  philosophique  de  la  con- 
ception fondamentale  qui  sert  de  base  à  la  géométrie 
analytique,  je  crois  devoir  indiquer  ici  une  nouvelle 
considération  générale,  qui  me  semble  particulièrement 
propre  à  mettre  dans  tout  son  jour  cette  représentation 
nécessaire  des  lignes  par  des  équations  à  deux  variables. 
Elle  consiste  en  ce  que  non  seulement,  ainsi  que  nous 
l'avons  établi,  toute  ligne  définie  doit  nécessairement 
donner  lieu  à  une  certaine  équation  entre  les  deux 
coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points;  mais, 
de  plus,  toute  définition  de  ligne  peut  être  envisagée 
comme  étant  déjà  elle-même  une  équation  de  cette  ligne 
dans  un  système  de  coordonnées  convenable. 

Il  est  aisé  d'établir  ce  principe,  en  faisant  d'abord  une 
distinction  logique  préliminaire  relativement  aux  di- 
verses sortes  de  définition.  La  condition  rigoureusement 
indispensable  de  toute  définition,  c'est  de  distinguer 
l'objet  défini  d'avec  tout  autre^  en  assignant  une  pro- 
priété qui  lui  appartienne  exclusivement.  Mais  ce  but 
peut  être  atteint,  en  général,  de  deux  manières  très  dif- 
férentes :  ou  par  une  définition  simplement  caractéris- 
tique, c'est-à-dire,  indiquant  une  propriété  qui,  quoique 
vraiment  exclusive,  ne  fait  pas  connaître  la  génération 
de  l'objet;  ou  par  une  définition  réellement  explicative, 
c'est-à-dire,  caractérisant  l'objet  par  une  propriété  qui 
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exprime  un  de  ses  modes  de  génération.  Par  exemple, 
en  considérant  le  cercle  comme  la  ligne  qui,  sous  le 
même  contour,  renferme  la  plus  grande  aire,  on  a  évi- 
demment une  définition  du  premier  genre  ;  tandis  qu'en 
choisissant  la  propriété  d'avoir  tous  ses  points  à  égale 
distance  d'un  point  fixe,  ou  toute  autre  semblable,  on  a 
une  définition  du  second  genre.  Il  est,  du  reste,  évi- 
dent, en  thèse  générale,  que  quand  même  un  objet  quel- 
conque ne  serait  d'abord  connu  que  par  une  définition 
caractéristique^  on  ne  devrait  pas  moins  l'envisager 
comme  susceptible  de  définitions  explicatives^  que  fe- 
rait nécessairement  découvrir  l'étude  ultérieure  de  cet 
objet. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  ce  n'estpointaux  définitions 
ûm^Xe^meni  caractéristiques ({UQ  peut  s'appliquer  l'obser- 
vation générale  annoncée  ci-dessus,  qui  représente 
toute  définition  de  ligne  comme  étant  nécessairement 
une  équation  de  cette  ligne  dans  un  certain  système  de 
coordonnées.  On  ne  peut  l'entendre  que  des  définitions 
vraiment  explicatives.  Mais,  en  ne  considérant  que 
celles-ci,  le  principe  est  aisé  à  constater.  En  effet,  il  est 
évidemment  impossible  de  définir  la  génération  d'une 
ligne,  sans  spécifier  une  certaine  relation  entre  les  deux 
mouvements  simples,  de  translation  ou  de  rotation, 
dans  lesquels  se  décomposera  à  chaque  instant  le  mou- 
vement du  point  qui  la  décrit.  Or,  en  se  formant  la  no- 
tion la  plus  générale  de  ce  que  c'est  qu'un  système  de 
coordonnées^  et  admettant  tous  les  systèmes  possibles, 
il  est  clair  qu'une  telle  relation  ne  sera  autre  chose  que 
Y  équation  de  la  ligne  proposée,  dans  un  système  de 
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cooidoiuircs  (V[\\\o  iialiiro  corrospondante  à  celle  du 
inodi»  de  iirnéralion  considéré.  Ainsi,  par  exemple,  la 
dcdiinlioii  vulgaire  du  cercle  peut  évidemment  être  envi- 
sai:«M'  comme  étant  immédiatement  Voquation  polaire 
de  celle  courbe,  en  prenant  pour  pôle  le  centre  du  cer- 
cle ;  de  même,  la  définition  élémentaire  de  l'ellipse  ou 
de  l'hyperbole,  comme  étant  In  courbe  engendrée  par  un 
j)oinl  qui  se  meut  de  telle  manière  que  la  somme  ou  la 
différence  de  ses  distances  à  deux  points  fixes  demeure 
constante,  donne  sur-le-champ,  pour  l'une  ou  l'autre 
courbe,  l'équation  y±:x=c^  en  prenant  pour  système  de 
coordonnées  celui  dans  lequel  on  déterminerait  la  posi- 
tion d'un  point  par  ses  distances  à  deux  points  fixes,  et 
choisissant  pour  ces  pôles  les  deux  foyers  donnés  ;  pa- 
reillement encore,  la  définition  ordinaire  de  la  cycloïde 
quelconque  fournirait  directement,  pour  cette  courbe, 
l'équation  y=mx^  en  adoptant  comme  coordonnées  de 
chaque  point  l'arc  plus  ou  moins  grand  qu'il  marque  sur 
un  cercle  de  rayon  invariable  à  partir  du  point  de  con- 
tact de  ce  cercle  avec  une  droite  fixe,  et  la  distance  rec- 
tiligne  de  ce  point  de  contact  à  une  certaine  origine 
prise  sur  cette  droite.  On  peut  faire  des  vérifications 
analogues  et  aussi  faciles  relativement  aux  définitions 
habituelles  des  spirales,  des  épicycloïdes,  etc.  On  trou- 
vera constamment  qu'il  existe  un  certain  système  de 
coordonnées,  dans  lequel  on  obtient  immédiatement  une 
équation  très  simple  de  la  ligne  proposée,  en  se  bornant 
à  écrire  algébriquement  la  condition  imposée  par  le 
mode  de  génération  que  l'on  considère. 

Outre  son  importance  directe,  comme  moyen  de  rendre 
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parfaitement  sensible  la  représentation  nécessaire  de 
toute  ligne  par  une  équation,  la  considération  précé- 
dente me  paraît  pouvoir  offrir  une  véritable  utilité  scien- 
tifique, en  caractérisant  avec  exactitude  la  principale 
difficulté  générale  qu'on  rencontre  dans  l'établissement 
effectif  de  ces  équations,  et,  par  conséquent,  en  fournis- 
sant une  indication  intéressante  relativement  àla  marche 
à  suivre  dans  les  recherches  de  ce  genre,  qui,  par  leur 
nature,  ne  sauraient  comporter  des  règles  complètes  et 
invariables.  En  effet,  si  une  définition  quelconque  de 
lignf",  du  moins  parmi  celles  qui  indiquent  un  mode  de 
génération,  fournit  directement  l'équation  de  cette  ligne 
dans  un  certain  système  de  coordonnées,  ou  pour  mieux 
dire  constitue  par  elle-même  cette  équation,  il  s'ensuit 
que  la  difficulté  qu'on  éprouve  souvent  à  découvrir 
l'équation  d'une  courbe,  d'après  telle  ou  telle  de  ses  pro- 
priétés caractéristiques,  difficulté  qui  quelquefois  est 
très  grande,  ne  doit  provenir  essentiellement  que  de  la 
condition  qu'on  s'impose  ordinairement  d'exprimer  ana- 
lytiquement  cette  courbe  à  l'aide  d'un  système  de  coor- 
données désigné,  au  lieu  d'admettre  indifféremment 
tous  les  systèmes  possibles.  Ces  divers  systèmes  ne 
peuvent  pas  être  regardés,  en  géométrie  analytique, 
comme  étant  tous  également  convenables  ;  pour  diffé- 
rents motifs^  dont  les  [)lus  importants  vont  être  discutés 
ci-dessous,  les  géomètres  croient  devoir  presque  tou- 
jours rapporter,  autant  que  possible,  les  courbes  à  des 
coordonnées  rectilignes  proprement  dites.  Or,  on  con- 
çoit, d'après  ce  qui  précède,  que  souvent  ces  coordon- 
nées uniques  ne  seront  pas  celles  relativement  aux- 
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(jiit'IIcs  l'équation  de  la  courbe  se  trouverait  immédiate- 
UKMil  ('lahlie  par  la  définition  proposée.  La  principale 
difficulté  que  présente  la  formation  de  l'équation  d'une 
ligne  consiste  donc  réellement,  en  général,  dans  une 
corlaiiie  transformation  de  coordonnées.  Sans  doute, 
celle  considération  n'assujettit  point  l'établissement  de 
ces  équations  à  une  véritable  méthode  générale  com- 
plète, dont  le  succès  soit  toujours  assuré  nécessaire- 
ment, ce  qui,  par  la  nature  même  du  sujet,  est  évidem- 
ment chimérique  ;  mais  une  telle  vue  peut  nous  éclairer 
utilement  à  cet  égard  sur  la  marche  qu'il  convient 
d'adopter  pour  parvenir  au  but  proposé.  Ainsi,  après 
avoir  d'abord  formé  l'équation  préparatoire  qui  dérive 
spontanément  de  la  définition  que  l'on  considère,  il 
faudra,  pour  obtenir  l'équation  relative  au  système  de 
coordonnées  qui  doit  être  admis  définitivement,  cher- 
cher à  exprimer  en  fonction  de  ces  dernières  coordon- 
nées celles  qui  correspondent  naturellement  au  mode  de 
génération  dont  il  s'agit.  C'est  sur  ce  dernier  travail 
qu'il  est  évidemment  impossible  de  donner  des  pré- 
ceptes invariables  et  précis.  On  peut  dire  seulement 
qu'on  aura  d'autant  plus  de  ressources  à  cet  égard 
qu'on  saura  davantage  de  véritable  g-çométrie  analy- 
tique, c'est-à-dire  qu'on  connaîtra  l'expression  algé- 
brique d'un  plus  grand  nombre  de  phénomènes  géo- 
métriques différents. 

Pour  compléter  l'exposition  philosophique  de  la  con- 
ception qui  sert  de  base  à  la  géométrie  analytique,  il  me 
reste  à  indiquer  les  considérations  relatives  au  choix  du 
système  de  coordonnées  qui  est,  en  général,  le  plus 
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convenable,  ce  qui  fournira  l'explication  rationnelle  de 
la  préférence  unanimement  accordée  au  système  recti- 
ligne  ordinaire,  préférence  qui  a  été  plutôt  jusqu'ici 
l'effet  d'un  sentiment  empirique  de  la  supériorité  de  ce 
système  que  le  résultat  exact  d'une  analyse  directe  et 
approfondie. 

Afin  de  décider  nettement  entre  tous  les  divers  sys- 
tèmes de  coordonnées,  il  est  indispensable  de  distinguer 
avec  soin  les  deux  points  de  vue  généraux,  inverses  l'un 
de  l'autre,  propres  à  la  géométrie  analytique,  savoir  :  la 
relation  de  l'algèbre  à  la  géométrie,  fondée  sur  la  re- 
présentation des  lignes  parles  équations  ;  et  réciproque- 
ment la  relation  de  la  géométrie  à  l'algèbre  fondée  sur 
la  peinture  des  équations  par  les  lignes. 

Il  est  évident  que,  dans  toute  recherche  quelconque 
de  géométrie  générale,  ces  deux  points  de  vue  fonda- 
mentaux se  trouvent  nécessairement  combinés  sans 
cesse,  puisqu'il  s'agit  toujours  de  passer  alternative- 
ment, et  à  des  intervalles  pour  ainsi  dire  insensibles,  des 
considérations  géométriques  aux  considérations  analy- 
tiques, et  des  considérations  analytiques  aux  considéra- 
tions géométriques.  Mais  la  nécessité  de  les  séparer  ici 
momentanément  n'en  est  pas  moins  réelle;  car  la  ré- 
ponse à  la  question  de  méthode  que  nous  examinons 
est,  en  effet,  comme  nous  allons  le  voir,  fort  loin  de 
pouvoir  être  la  même  sous  l'un  et  sous  l'autre  de  ces 
deux  rapports,  en  sorte  que  sans  cette  distinction  on  ne 
saurait  s'en  former  aucune  idée  nette. 

Sous  le  premier  point  de  vue,  rigoureusement  isolé, 
le  seul  motif  qui  puisse  faire  préférer  un  système  de 
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cuordomuM's  à  un  autre,  iio  poul  être  que  la  plus  grande 
siniplicilé  de  ré(jualioii  de  cluujue  ligue,  et  la  facilité 
plus  giaude  d'y  parvenir.  Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'il 
n'existe  et  ne  doit  exister  aucun  système  de  coor- 
(Iniuiées  méritant  à  cet  égard  une  préférence  constante 
sur  tous  les  autres.  En  effet,  nous  avons  remarqué  ci- 
dessus  que,  pour  chaque  définition  géométrique  pro- 
posée, on  peut  concevoir  un  système  de  coordonnées 
dans  lequel  l'équation  de  la  ligne  s'obtient  immédiate- 
ment et  se  trouve  nécessairement  être  en  même  temps 
fort  simple  :  de  plus,  ce  système  varie  inévitablement 
avec  la  nature  de  la  propriété  caractéristique  que  l'on 
considère.  Ainsi,  le  système  rectiligne  ne  saurait  être, 
en  ce  sens,  constamment  le  plus  avantageux,  quoiqu'il 
soit  souvent  très  favorable  ;  il  n'en  est  probablement  pas 
un  seul  qui,  dans  certains  cas  particuliers,  •  ne  doive  à 
cet  égard  lui  être  préféré,  aussi  bien  qu'à  tout  autre  sys- 
tème. 

Il  n'en  est,  au  contraire,  nullement  de  même  sous  le 
second  point  de  vue.  On  peut,  en  effet,  facilement  éta- 
blir, en  thèse  générale,  que  le  système  rectiligne  ordi- 
naire doit  s'adapter  nécessairement  mieux  que  tout 
autre  à  la  peinture  des  équations  par  les  lieux  géomé- 
triques correspondants,  c'est-à-dire  que  cette  peinture  y 
est  constamment  plus  simple  et  plus  fidèle. 

Considérons,  pour  cela,  que,  tout  système  de  coor- 
données consistant  à  déterminer  un  point  par  l'intersec- 
tion de  deux  lignes,  le  système  propre  à  fournir  les 
lieux  géométriques  les  plus  convenables  doit  être  celui 
dans  lequel  ces  deux  lignes  sont  les  plus  simples  pos- 
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sible,  ce  qui  restreint  d'abord  le  choix  à  ne  pouvoir 
porter  que  sur  des  systèmes  rectilignes.  A  la  vérité,  il 
y  a  évidemment  une  infinité  de  systèmes  qui  méritent 
ce  nom,  c'est-à-dire  qui  n'emploient  que  des  lignes 
droites  pour  déterminer  les  points,  outre  le  système  or- 
dinaire qui  assigne  pour  coordonnées  les  distances  à 
deux  droites  fixes;  tel  serait,  par  exemple,  celui  dans 
lequel  les  coordonnées  de  chaque  point  se  trouveraient 
être  les  deux  angles  que  font  les  droites  qui  aboutissent 
de  ce  point  à  deux  points  fixes  avec  la  droite  de  jonction 
de  ces  derniers  ;  en  sorte  que  cette  première  considéra- 
tion n'est  pas  rigoureusement  suffisante  pour  expliquer 
la  préférence  accordée  unanimement  au  système  ordi- 
naire. Mais,  enexaminant  d'une  manière  plus  approfondie 
la  nature  de  tout  système  de  coordonnées,  nous  avons 
reconnu,  en  outre,  que  chacune  des  deux  lignes  dont  la 
rencontre  détermine  le  point  considéré,  doit  nécessaire- 
ment offrir  à  chaque  instant^  parmi  ses  diverses  condi- 
tions quelconques  de  détermination,  une  seule  condi- 
tion variable,  qui  donne  lieu  à  l'ordonnée  correspon- 
dante, et  toutes  les  autres  fixes,  qui  constituent  les  axes 
du  système,  en  prenant  ce  terme  dans  son  acception 
mathématique  la  plus  étendue  :  la  variation  est  indis- 
pensable pour  que  toutes  les  positions  puissent  être  con- 
sidérées, et  la  fixité  ne  l'est  pas  moins  pour  qu'il  existe 
des  moyens  de  com[jaraison.  Ainsi,  dans  tous  les  sys- 
tèmes rectilignes,  chacune  des  deux  droites  sera  assu- 
jettie à  une  condition  fixe,  et  l'ordonnée  résultera  de  la 
condition  variable.  Sous  ce  rapport,  il  est  évident,  en 
thèse  générale,  que  Je  système  le  plus  favorable  à  la 


3()8  PlilLOSOPHIK  POSITIVE 

coiisliuclioii  (l('s  lieux  géométriques,  sera  nécessaire- 
ineiil  celui  (ra[)rès  lequel  la coiiditiou  variable  de  chaque 
droite  sera  la  plus  simple  possible,  sauf  à  compliquer 
])our  cela,  s'il  le  faut,  la  condition  fixe.  Or,  de  toutes 
les  manières  possibles  de  déterminer  deux  droites  mo- 
biles, la  plus  aisée  à  suivre  géométriquement  est  cer- 
tainement celle  dans  laquelle,  la  direction  de  chaque 
droite  restant  invariable,  elle  ne  fait  que  se  rapprocher 
ou  s'éloig-ner  plus  ou  moins  d'un  axe  constant.  Il  serait, 
par  exemple,  évidemment  plus  difficile  de  se  figurer 
nettement  le  déplacement  d'un  point  produit  par  l'inter- 
section de  deux  droites,  qui  tourneraient  chacune  au- 
tour d'un  point  fixe  en  faisant  avec  un  certain  axe  un 
angle  plus  ou  moins  grand,  comme  dans  le  système  des 
coordonnées  précédemment  indiqué.  Telle  est  la  véri- 
table explication  générale  de  la  propriété  fondamentale 
que  présente,  par  sa  nature,  le  système  rectiligne  ordi- 
naire, d'être  plus  apte  qu'aucun  autre  à  la  représenta- 
tion géométrique  des  équations,  comme  étant  celui  dans 
lequel  il  est  le  plus  aisé  de  concevoir  le  déplacement 
d'un  point  en  résultat  du  changement  de  valeur  de  ses 
coordonnées.  Pour  sentir  nettement  toute  la  force  de 
cette  considération,  il  suffirait,  par  exemple,  de  com- 
parer soigneusement  ce  système  avec  le  système  polaire, 
dans  lequel  cette  image  géométrique  si  simple  et  si  aisée 
à  suivre,  de  deux  droites  se  mouvant  chacune  parallèle- 
ment à  l'axe  correspondant,  se  trouve  remplacéee  parle 
tableau  compliqué  d'une  série  infinie  de  cercles  concen- 
triques coupés  par  une  droite  assujettie  à  tourner  autour 
d'un  point  fixe.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  concevoir  à 
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priori  quelle  doit  être,  pour  la  géométrie  analytique, 
l'extrême  importance  d'une  propriété  aussi  profondé- 
ment élémentaire,  qui,  par  cette  raison,  doit  se  repro- 
duire à  chaque  instant  et  prendre  une  valeur  progressi- 
vement croissante  dans  tous  les  travaux  quelconques  de 
cette  nature  (1). 

En  précisant  davantage  la  considération  qui  démontre 
la  supériorité  du  système  de  coordonnées  ordinaire  sur 
tout  autre  quant  à  la  peinture  des  équations,  on  peut 
même  se  rendre  compte  de  l'utilité  que  présente  sous  ce 
rapport  l'usage  habituel  de  prendre  autant  que  possible 
les  deux  axes  perpendiculaires  entre  eux  plutôt  qu'avec 
aucune  autre  inclinaison.  Sous  le  rapport  de  la  repré- 
sentation des  lignes  par  les  équations,  cette  circons- 
tance secondaire  n'est  pas  plus  universellement  conve- 
nable que  nous  avons  vu  l'être  la  nature  même  du 
système  ;  puisque,  suivant  les  occasions,  toute  autre 
inclinaison  des  axes  peut  mériter  à  cet  égard  la  préfé- 
rence. Mais,  sous  le  point  de  vue  inverse,  il  est  aisé  de 
voir  que  des  axes  rectangulaires  permettent  constam- 
ment de  peindre  les  équations  d'une  manière  plus  simple 
et  môme  plus  fidèle.  Car,  avec  des  axes  obliques,  l'es- 

(1)  Devant  me  borner  ici  à  la  comparaison  la  plus  générale,  je  n'ai 
point  considéré  plusieurs  autres  inconvénients  élémentaires  de  moindre 
importance,  mais  cependant  fort  graves,  que  présente  le  système  de 
coordonnées  polaires,  comme  de  ne  point  admettre  d'interprétation 
géométrique  pour  le  signe  du  rayon  recteur,  et  même  d'assigner  quel- 
^jucfois  un  point  unique  pour  diverses  solutions  distinctes,  d'où  il  ré- 
sulte que  h\  peinture  des  équations  y  est  nécessairement  imparfaite. 
Quels  que  soient  ces  inconvénients,  comme  plusieurs  systèmes  autres 
que  le  système  rectiligne  ordinaire  pourrai<;nt  aussi  en  être  exempts, 
il  ne  fallait  point  en  tenir  compte  pour  établir  la  supériorité  générale 
de  ce  dernier. 
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\)iicc  se  Ironvaiil  parlagé  par  eux  en  régions  dont  Tidcn- 
lilr  ii'csl  plus  ()arfailo,  il  en  résulle  que,  si  le  lieu  géo- 
niélriciue  de  ré(jnalion  s'étend  à  la  fois  dans  toutes  ces 
réliions,  il  y  [)résentera,  à  raison  de  la  seule  inégalité 
des  ani;les,  des  différences  de  figure  qui,  ne  correspon- 
dant à  aucune  diversité  analytique,  altéreront  nécessai- 
iTinent  l'exactitude  rigoureuse  du  tableau,  en  se  mêlant 
aux  résultats  propres  des  comparaisons  algébriques. 
Par  exemple,  une  équation  comme  x"^  ^  y  =  qui, 
par  sa  symétrie  parfaite,  devrait  donner  évidemment 
une  courbe  composée  de  quatre  quarts  identiques,  sera 
représentée,  au  contraire,  en  prenant  des  axes  non  rec- 
tangulaires, par  un  lieu  géométrique  dont  les  quatre 
parties  seront  inégales.  On  voit  que  le  seul  moyen  d'é- 
viter toute  disconvenance  de  ce  genre  est  de  supposer 
droit  l'angle  des  deux  axes. 

La  discussion  précédente  établit  clairement  que,  si, 
sous  l'un  des  deux  points  de  vue  fondamentaux  conti- 
nuellement combinés  en  géométrie  analytique ,  le  sys- 
tème des  coordonnées  rectilignes  proprement  dit  n'a  au- 
cune supériorité  constante  sur  tout  autre;  comme  il 
n'est  pas  non  plus  à  cet  égard  constamment  inférieur,  sa 
plus  grande  aptitude  nécessaire  et  absolue  à  la  peinture 
des  équations  doit  lui  faire  généralement  accorder  la 
préférence,  quoiqu'il  puisse  évidemment  arriver,  dans 
quelques  cas  particuliers,  que  le  besoin  de  simplifier  les 
équations  et  de  les  obtenir  plus  aisément  détermine  les 
géomètres  à  adopter  un  système  moins  parfait.  C'est,  en 
effet,  d'après  le  système  rectiligne,  que  sont  ordinaire- 
ment construites  les  théories  les  plus  essentielles  de 
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géométrie  générale,  destinées  à  exprimer  analytique- 
ment  les  phénomènes  géométriques  les  plus  importants. 
Quand  on  juge  nécessaire  d'en  choisir  un  autre,  c'est 
presque  toujours  le  système  polaire  auquel  on  s'arrête, 
ce  système  étant  d'une  nature  assez  opposée  à  celle  du 
système  rectiligne  pour  que  les  équations  trop  compli- 
quées relativement  à  celui-ci  deviennent,  en  général, 
suffisamment  simples  par  rapport  à  l'autre.  Les  coor- 
données polaires  ont  d'ailleurs  souvent  l'avantage  de 
comporter  une  signification  concrète  plus  directe  et  plus 
naturelle,  comme  il  arrive  en  mécanique  pour  les  ques- 
tions géométriques  auxquelles  donne  lieu  la  théorie 
des  mouvements  de  rotation,  et  dans  presque  tous  les 
cas  de  géométrie  céleste. 

Afin  de  simplifier  l'exposition,  nous  n'avons  jusqu'ici 
considéré  la  conception  fondamentale  de  la  géométrie  ana- 
lytique que  relativement  aux  seules  courbes  planes,  dont 
l'étude  générale  avait  été  l'objet  unique  delà  grande  ré- 
novation philosophique  opérée  par  Descartes.  Il  s'agit 
maintenant,  pour  compléter  cette  importante  explica- 
tion, de  montrer  sommairement  de  quelle  manière  cette 
pensée  élémentaire  a  été  étendue,  environ  un  siècle 
après,  par  notre  illustre  Clairaut,  à  l'étude  générale  des 
surfaces  et  des  courbes  à  double  courbure.  Les  considé- 
rations indiquées  ci-dessus  me  permettront  de  me  borner 
à  ce  sujet  à  rexamcn  rapide  de  ce  qui  est  strictement 
jjropre  à  ce  nouveau  cas. 

L'entière  détermination  analytique  d'un  point  dans 
l'espace  exige  évidemment  qu'on  assigne  les  valeurs  de 
trois  coordonnées;  par  exemple,  d'après  le  système  le 
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plus  ri('()U(MHnitMil  ;i(l(>|)l(>  v[  qui  correspond  au  système 
i  rt  iili(j,tr  (le  la  gooiiiélrie  plane ,  des  distances  de  ce 
pdiiil  à  trois  plans  fixes,  ordinairement  perpendiculaires 
en  Ire  eux,  ce  (jui  piésente  le  point  comme  l'intersection 
(le  liols  plans  dont  la  direction  est  invariable.  On  pour- 
l  ail  également  employer  les  distances  du  point  mobile  à 
trois  points  fixes,  ce  qui  le  déterminerait  par  la  ren- 
contre de  trois  sphères  à  centre  constant.  De  même,  la 
j)osition  d'un  point  serait  définie  en  donnant  sa  distance 
plus  ou  moins  grande  à  un  point  fixe,  et  la  direction  de 
cette  distance,  au  moyen  des  deux  angles  que  fait  cette 
droite  avec  deux  axes  invariables  ;  c'est  le  système  po- 
laire propre  à  la  géométrie  à  trois  dimensions;  le  point 
est  alors  construit  par  l'intersection  d'une  sphère  à 
centre  constant  avec  deux  cônes  droits  à  base  circu- 
laire dont  les  axes  et  le  sommet  commun  ne  changent 
pas.  En  un  mot,  il  y  a  évidemment,  dans  ce  cas,  au 
moins  la  même  variété  infinie  entre  les  divers  systèmes 
possibles  de  coordonnées  que  nous  avons  déjà  observée 
pour  la  géométrie  à  deux  dimensions.  En  général ,  il 
faut  concevoir  un  point  comme  toujours  déterminé  par 
l'intersection  de  trois  surfaces  quelconques,  ainsi  qu'il 
l'était  auparavant  par  celle  de  deux  lignes  ;  chacune 
de  ces  trois  surfaces  a  pareillement  toutes  ses  condi- 
tions de  détermination  constantes  ,  excepté  une ,  qui 
donne  lieu  à  la  coordonnée  correspondante,  dont  l'in- 
fluence géométrique  propre  est  ainsi  d'astreindre  le  point 
à  être  situé  sur  cotte  surface. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  si  les  trois  coordonnées 
d'un  point  sont  entièrement  indépendantes  entre  elles. 
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ce  point  pourra  prendre  successivement  clans  l'espace 
toutes  les  positions  possibles.  Mais,  si  le  point  est  assu- 
jetti à  rester  sur  une  certaine  surface,  définie  d'une 
manière  quelconque,  alors  deux  coordonnées  suffisent 
évidemment  pour  déterminer  à  chaque  instant  sa  situa- 
tion, puisque  la  surface  proposée  tiendra  lieu  de  la  con- 
dition imposée  par  la  troisième  coordonnée.  On  doit 
donc  concevoir  nécessairement  dans  ce  cas,  sous  le 
point  de  vue  analytique,  cette  dernière  coordonnée  comme 
une  fonction  déterminée  des  deux  autres,  celles-ci  demeu- 
rant entre  elles  complètement  indépendantes.  Ainsi,  il  y 
aura  entre  les  trois  coordonnées  variables  une  certaine 
équation  permanente,  et  qui  sera  unique  afin  de  corres- 
pondre au  degré  précis  d'indétermination  de  la  position 
du  point.  Cette  équation,  plus  ou  moins  facile  à  décou- 
vrir, mais  toujours  possible,  sera  la  définition  analyti- 
que de  la  surface  proposée,  puisqu'elle  devra  se  vérifier 
pour  tous  les  points  de  cette  surface,  et  seulement  pour 
eux.  Si  la  surface  vient  à  éprouver  un  changement  quel- 
conque, même  un  simple  déplacement,  l'équation  devra 
subir  une  modification  correspondante  plus  ou  moins 
profonde.  En  un  mot,  tous  les  phénomènes  géométri- 
ques quelconques  relatifs  aux  surfaces  seront  suscepti- 
bles d'être  traduits  par  certaines  conditions  analytiques 
équivalentes  propres  aux  équations  à  trois  variables,  ei 
c'est  dans  l'établissement  et  l'interprétation  de  cette 
harmonie  générale  et  nécessaire  que  consistera  essen- 
tiellement la  science  de  la  géométrie  analytique  à  trois 
dimensions. 

Considérant  ensuite  cette  conception  fondamentale 
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sons  11'  point  \\w  inverse,  on  voit  de  la  même  ma- 
nii're  (|ue  loule  e(]ualion  à  Irois  variables  peut  ôtre,  en 
i;éneral,  leprésentée  gV^omélriquemeMl  par  une  surface 
déterminée,  primilivemeni  définie  d'après  la  propriété 
très  caractéristique,  que  les  coordonnées  de  tous  ses 
poiiils  conservent  toujours  entre  elles  la  relation  énon- 
cée dans  cette  équation,  ('e  lieu  géométrique  changera 
évidemment,  pour  la  même  équation,  suivant  le  système 
de  coordonnées  qui  servira  à  la  construction  de  ce  ta- 
bleau. En  adoptant,  par  exemple,  le  système  rectiligne, 
il  est  clair  que  dans  l'équation  entre  les  trois  variables 

]jy  z,  chaque  valeur  particulière  attribuée  à  z  don- 
nera une  équation  entre  x  et  y,  dont  le  lieu  géométrique 
sera  une  certaine  ligne  située  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xy^  et  à  une  distance  de  ce  dernier  égale  à  la 
valeur  de  de  telle  sorte  que  le  lieu  géométrique  total 
se  présentera  comme  composé  d'une  suite  infinie  de 
lignes  superposées  dans  une  série  de  plans  parallèles, 
sauf  les  interruptions  qui  pourront  exister^  et  formera, 
par  conséquent,  une  véritable  surface.  Il  en  serait  de 
même  en  considérant  tout  autre  système  de  coordon- 
nées, quoique  la  construction  géométrique  de  l'équa- 
tion devint  plus  difficile  à  suivre. 

Telle  est  la  conception  élémentaire,  complément  de 
l'idée-mère  de  Descartes,  sur  laquelle  est  fondée  hi  géo- 
métrie générale  relativement  aux  surfaces.  Il  serait  inu- 
tile de  reprendre  directement  ici  les  autres  considéra- 
tions indiquées  ci-dessus  par  rapport  aux  lignes,  et  que 
chacun  peut  aisément  étendre  aux  surfaces,  soit  pour 
montrer  que  toute  définition  d'une  surface  par  un  mode 
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quelconque  de  génération  est  réellement  une  équation 
directe  de  cette  surface  dans  un  certain  système  de  coor- 
données, soit  pour  déterminer  entre  tous  les  divers  sys- 
tèmes de  coordonnées  possibles  quel  est  généralement 
le  plus  convenable.  J'ajout-erai  seulement,  sous  ce  der- 
nier rapport,  que  la  supériorité  nécessaire  du  système 
rectiligne  ordinaire,  quant  à  la  peinture  dos  équations, 
est  évidemment  encore  plus  prononcée  dans  la  géomé- 
trie analytique  à  trois  dimensions  que  dans  celle  à  deux, 
à  cause  de  la  complication  géométrique  incomparable- 
ment plus  grande  qui  résulterait  alors  du  choix  de  tout 
autre  système,  ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  de  la  manière 
la  plus  sensible  en  considérant,  par  opposition,  le  sys- 
tème polaire  en  particulier,  qui  est,  pour  les  surfaces 
comme  pour  les  courbes,  et  en  vertu  des  mômes  motifs, 
le  plus  usité  après  le  système  rectiligne  proprement  dit. 

Afin  de  compléter  l'exposition  générale  de  la  concep- 
tion fondamentale  relative  à  l'étude  analytique  des  sur- 
faces ,  nous  aurons  encore  à  examiner  philosophiquement , 
dans  la  quatorzième  leçon,  un  dernier  perfectionnement 
de  la  plus  haute  importance,  que  Monge  a  récemment 
introduit  dans  les  éléments  mêmes  de  cette  théorie,  pour 
la  classification  des  surfaces  en  familles  naturelles,  éta- 
blies d'après  le  mode  de  génération,  et  exprimées  algé- 
briquement par  des  équations  différentielles  communes 
ou  par  des  équations  finies  contenant  des  fonctions  arbi- 
traires. 

Considérons  maintenant  le  dernier  point  de  vue  élé- 
mentaire de  la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions, 
celui  qui  se  rapporte  à  la  représentation  algébrique  des 
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coiii'hcs,  (Mivisaiiocs  dans  l'c^spaco  do  In  mniiièro  la  plus 
i: (Ml (Ma le.  Kii  ronlinuanl  à  suivr(;  l(^  principe  conslara- 
iniMil  (Mnj>loyé  ci-dessus,  celui  du  degré  d'indétermi- 
fialion  du  li(Mi  gé(3mélrique ,  correspondant  au  degré 
d'indépendauce  des  variables,  il  est  évident,  en  thèse 
générale,  (pie,  lorsqu'un  [loint  doit  être  situé  sur  une 
certaine  courbe  quelconque,  une  seule  coordonnée  suffit 
pour  achever  de  déterminer  entièrement  sa  position  par 
l'intersection  de  cette  courbe  avec  la  surface  qui  résulte 
de  cette  coordonnée.  Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  autres 
coordonnées  du  point  doivent  être  conclues  comme  des 
fonctions  nécessairement  déterminées  et  distinctes  de  la 
première.  Par  conséquent,  toute  ligne,  considérée  dans 
l'espace,  est  donc  représentée  analytiquement,  non  plus 
par  une  seule  équation,  mais  par  le  système  de  deux 
équations  entre  les  trois  coordonnées  de  l'un  quelconque 
de  ses  points.  Il  est  clair,  en  effet,  d'un  autre  côté,  que 
chacune  de  ces  équations,  envisagée  séparément,  expri- 
mant une  certaine  surface,  leur  ensemble  présente  la 
ligne  proposée  comme  l'intersection  de  deux  surfaces 
déterminées.  Telle  est  la  manière  la  plus  générale  de 
concevoir  la  représentation  algébrique  d'une  ligne  dans 
la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions.  Cette  con- 
ception est  ordinairement  envisagée  d'iine  manière  trop 
étroite,  lorsqu'on  se  borne  à  considérer  une  ligne  comme 
déterminée  par  le  système  de  ses  deux  projectioris  sur 
deux  des  plans  coordonnés,  système  caractérisé  analy- 
tiquement par  cette  particularité  que  chacune  des  doux 
équations  de  la  ligne  ne  contient  alors  que  deux  des 
trois  coordonnées,  au  lieu  de  renfermer  simultanément 
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les  trois  variables.  Cotte  considération,  qui  consiste  à 
reg-arder  la  ligne  comme  l'intersection  de  deux  surfaces 
cviindriques  parallèles  à  deux  des  trois  axes  des  coor- 
données, outre  l'inconvénient  d'être  bornée  au  système 
rectiligne  ordinaire,  a  le  défaut,  lorsqu'on  croit  devoir 
s'y  réduire  strictement,  d'introduire  des  difficultés  inu- 
tiles dans  la  représentation  analytique  des  lignes,  puis- 
que la  combinaison  de  ces  deux  cylindres  ne  saurait  être 
évidemment  toujours  la  plus  convenable  pour  former  les 
équations  d'une  ligne.  Ainsi,  envisageant  cette  notion 
fondamentale  dans  son  entière  généralité,  il  faudra,  dans 
chaque  cas,  parmi  l'infinité  de  couples  de  surfaces  dont 
l'intersection  pourrait  produire  la  courbe  proposée,  choisir 
celui  qui  se  prêtera  le  mieux  à  l'établissement  des  équa- 
tions, comme  se  composant  des  surfaces  les  plus  connues. 
Par  exemple,  s'agit-il  d'exprimer  analytiquement  un 
cercle  dans  l'espace,  il  sera  évidemment  préférable  de  le 
considérer  comme  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un 
plan,  plutôt  que  suivant  toute  autre  combinaison  de  sur- 
faces qui  pourrait  également  le  produire. 

A  la  vérité,  cette  manière  de  concevoir  la  représenta- 
tion des  lignes  par  des  équations  dans  la  géométrie  ana- 
lytique à  trois  dimensions  engendre,  par  sa  nature,  un 
inconvénient  nécessaire,  celui  d'une  certaine  confusion 
analytique,  consistant  en  ce  que  la  même  ligne  peut  se 
trouver  ainsi  exprimée,  avec  un  même  système  de  coor- 
données, par  une  infinité  de  couples  d'équations  diffé- 
rents, vu  l'infinité  de  couples  de  surfaces  qui  peuvent  la 
former,  ce  qui  peut  présenter  quelques  difficultés  pour 
reconnaitre  cette  ligne  à  travers  tous  les  déguisements 
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al^(''hi  i(|ii('s  iloni  oWo  osl  snscc])! Mais  il  existe  un 
pidcrih'  ^MMU'ral  foil  sini|)l('  pour  faire  disparaître  cet 
iiu'oiivéuienl,  sans  (I)  se  priver  des  facilités  qui  résultent 
de  celle  variété  de  constructions  géométriques.  II  suffit,  en 
elïel,  quel  ([U(^  soil  le  système  analytique  établi  primiti- 
Ncnieiil  poui'  une  cei'Iaine  lig"ne,  de  pouvoir  en  déduire 
le  système  correspondant  à  un  couple  unique  de  surfaces 
uniformément  engendrées,  par  exemple,  à  celui  des  deux 
surfaces  cylindi  iques  qui  projettent  la  ligne  proposée 
sur  deux  des  plans  coordonnés,  surfaces  qui,  évidem- 
ment, seront  toujours  identiques  de  quelque  manière  que 
la  ligne  ait  été  obtenue,  et  ne  varieront  que  lorsque  cette 
ligne  elle-même  cliangera.  Or,  en  cboisissant  ce  système 
fixe,  qui  est  effectivement  le  plus  simple,  onpourra  géné- 
ralement déduire  des  équations  primitives  celles  qui  leur 
correspondent  dans  cette  construction  spéciale,  en  les 
transformant,  par  deux  éliminations  successives,  en  deux 
équations  ne  contenant  cbacune  que  deux  des  coor- 
données variables,  et  qui  conviendront  par  cela  seul 
aux  deux  surfaces  de  projection.  Telle  est  réellement  la 
principale  destination  de  cette  sorte  de  combinaison  géo- 
métrique, qui  nous  offre  ainsi  un  moyen  invariable  et 
certain  de  reconnaître  l'identité  des  lignes  malgré  la  di- 
versité quelquefois  très  grande  de  leurs  équations. 

Après  avoir  considéré,  dans  son  ensemble^  la  concep- 
tion fondamentale  de  la  géométrie  analytique  sous  les 
principaux  aspects  élémentaires  qu'elle  peut  présenter,  il 
convient,  pour  compléter,  sous  le  rapport  philosophique, 


(1)  Le  mot  sans  n'existe  pas  dans  la      éditiou  [NoLe  des  éditeurs). 
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une  telle  esquisse,  de  signaler  ici  les  imperfections 
générales  que  présente  encore  cette  conception,  soit  re- 
lativement à  la  géométrie,  soit  relativement  à  l'analyse. 

Relativement  à  la  géométrie,  il  faut  remarquer  que 
les  équations  ne  sont  propres  jusqu'ici  qu'à  représenter 
des  lieux  géométriques  entiers  et  nullement  des  portions 
déterminées  de  ces  lieux  géométriques.  Il  serait  cepen- 
dant nécessaire,  dans  plusieurs  circonstances,  de  pou- 
voir exprimer  analytiquement  une  partie  de  ligne  ou  de 
surface,  et  même  une  ligne  ou  une  surface  discontinue 
composée  d'une  suite  de  sections  appartenant  à  des  fi- 
gures géométriques  dislinctes,  par  exemple  le  contour 
d'un  polygone  ou  la  surface  d'un  polyèdre.  La  thermo- 
logie  surtout  donne  lieu  fréquemment  à  de  semblables 
considérations,  auxquelles  notre  géométrie  analytique 
actuelle  se  trouve  nécessairement  inapplicable.  Néan- 
moins, il  importe  d'observer  que,  dans  ces  derniers 
temps,  les  travaux  de  M.  Fourier  sur  les  fonctions  dis- 
conlinues  ont  commencé  à  remplir  cette  grande  lacune 
«'I  ont,  })ar  là,  directement  introduit  un  nouveau  perfec- 
tionnement essentiel  dans  la  conception  fondamentale 
de  Descartes.  Mais  cette  manière  de  représenter  des 
formes  liétérogènes  ou  partielles,  étant  fondée  sur  l'em- 
ploi de  séries  trigonométriques  procédant  selon  les  sinus 
d'une  suite  infinie  d'arcs  multiples,  ou  sur  l'usage  de 
certaines  intégrales  définies  équivalentes  à  ces  séries  et 
dont  l'intégrale  générale  est  ignorée,  présente  encore  trop 
de  complication  pour  pouvoir  être  immédiatement  intro- 
duite dans  le  système  propre  de  la  géométrie  analytique. 

Relativement  à  l'analyse,  il  faut  commencer  par  recon- 
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iiaîlic  (|U('  rinij)nssil)ililo  on  nous  sommes  do  concevoir 
i;coni('l  ri(|uemeiil  pour  des  équations  contenant  quatre, 
cinq  varial)les  ou  un  plus  grand  nombre,  une  représen- 
tation analogue  à  celles  que  comportent  toutes  les  équa- 
tions à  deux  ou  à  trois  variables,  ne  doit  pas  être  envi- 
sagée comme  une  imperfection  de  notre  système  de 
géométi'ie  analytique,  car  elle  tient  évidemment  à  la 
nature  même  du  sujet.  L'analyse  étant  nécessairement 
plus  générale  que  la  géométrie,  puisqu'elle  est  relative 
à  tous  les  phénomènes  possibles,  il  serait  peu  philoso- 
phique de  vouloir  constamment  trouver  parmi  les  seuls 
phénomènes  géométriques  une  représentation  concrète 
de  toutes  les  lois  que  l'analyse  peut  exprimer.  Mais  il 
existe  une  autre  imperfection  de  moindre  importance 
qu'on  doit  réellement  envisager  comme  provenant  de  la 
manière  même  dont  nous  concevons  la  géométrie  ana- 
lytique. Elle  consiste  en  ce  que  notre  représentation  ac- 
tuelle des  équations  à  deux  ou  à  trois  variables  par  des 
lignes  ou  des  surfaces  est  évidemment  toujours  plus  ou 
moins  incomplète,  puisque,  dans  la  construction  du  lieu 
géométrique,  nous  n'avons  égard  qu'aux  solutions 
des  équations,  sans  tenir  aucun  compte  des  solutions 
imaginaires.  La  marche  générale  de  ces  dernières  serait 
cependant,  par  sa  nature,  tout  aussi  susceptible  que  celle 
des  autres  d'une  peinture  géométrique.  Il  résulte  de  cette 
omission  que  le  tableau  graphique  de  l'équation  est 
constamment  imparfait,  et  quelquefois  même  au  point 
qu'il  n'y  a  plus  de  représentation  géométrique,  lorsque 
l'équation  n'admet  que  des  solutions  imaginaires.  Ce- 
pendant, même  dans  ce  dernier  cas,  il  y  aurait  évidem- 
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ment  lieu  de  distinguer  sous  le  rapport  géométrique  des 
équations  aussi  différentes  en  elles-mêmes  que  celle-ci, 
par  exemple  : 

On  sait  de  plus  que  cette  imperfection  principale  en- 
traîne souvent,  dans  la  géométrie  analytique  à  deux  ou  à 
trois  dimensions,  une  foule  d'inconvénients  secondaires, 
tenant  à  ce  que  plusieurs  modifications  analytiques  se 
trouvent  ne  correspondre  à  aucun  phénomène  géomé- 
trique. 

Un  de  nos  plus  grands  géomètres  actuels^M.  Poinsot, 
a  présenté  une  considération  très  ingénieuse  et  fort 
simple,  à  laquelle  on  n'a  pas  fait  communément  assez 
d'attention,  et  qui  permet,  lorsque  les  équations  sont 
peu  compliquées,  de  concevoir  la  représentation  gra- 
phique des  solutions  imaginaires,  en  se  bornant  à 
peindre  leurs  rapports  quand  ils  sont  réels  (1).  Mais 
cette  considération,  qu'il  serait  aisé  de  généraliser  abs- 
traitement, est  jusqu'ici  trop  peu  susceptible  d'être  ef- 
fectivement employée,  à  cause  de  l'état  extrême  d'im- 
perfection où  se  trouve  encore  la  résolution  algébrique 
des  équations,  et  d'où  il  résulte,  ou  que  la  forme  des 
racines  imaginaires  est  le  plus  souvent  ignorée,  ou 
qu'elle  présente  une  trop  grande  complication;  en  sorte 

(1)  M.  Poinsot  a  montré,  par  exemple,  dans  son  excellent  Mémoire  sur 
l'analyse  des  sections  angulaires,  que  l'équation  j;2  -|-  ^2  -|_  ^2—  ordi- 
nairement écartée  comme  n'ayant  pas  de  lieu  géométrique,  peut  être 
représentée  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  nette,  par  une 
hyperbole  équilatère,  qui  remplit  à  son  égard  le  même  otïîce  que  le 
cercle  pour  ré((uaLion      +     ~  a^  =  o. 
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(jiic  (le  H()iiv(vuix  Il'ilvaiix  soiil  iii(lis|)oiisables  à  cet 
l'yard,  avani  (jii'oii  puisse  regarder  comme  comblée 
celte  lacune  essenlielle  de  noire  géométrie  analytique. 

L'exposition  philosophique  essayée  dans  cette  leçon 
de  la  eoiiceplion  londanuMitaie  de  la  géométrie  analy^ 
ti(ine  nous  montre  claircMuent  (jue  cette  science  consiste 
essentiellement  à  déterminer  quelle  est,  en  général, 
rexj)ression  analytique  de  tel  ou  tel  phénomène  géomé- 
trique propre  aux  lig-nes  ou  aux  surfaces,  et  récipro- 
quement à  découvrir  l'interprétation  géométrique  de 
telle  ou  telle  considération  analytique.  Nous  avons  main- 
tenant à  examiner,  en  nous  bornant  aux  questions  géné 
raies  les  plus  importantes,  comment  les  géomètres  sont 
parvenus  à  établir  effectivement  cette  belle  harmonie, 
et  à  imprimer  ainsi  à  la  science  géométrique,  envisagée 
dans  son  ensemble  total,  le  caractère  parfait  de  rationa- 
lité et  de  simplicité  qu'elle  présente  aujourd'hui  si  émi- 
nemment. Tel  sera  l'objet  essentiel  des  deux  leçons 
suivantes,  l'une  consacrée  à  l'étude  générale  des  lignes, 
et  l'autre  à  l'étude  générale  des  surfaces. 
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l>c  lu  ;;éoiiiétrie  générale  à  deuv  (liinenj>»loiii«. 

D'après  la  maiclie  habituellement  adoptée  jusqu'à  ce 
jour  pour  l'exposition  do  la  science  géométrique,  la  des- 
tination vraiment  essentielle  de  la  géométrie  analytique 
n'est  encore  sentie  que  d'une  manière  fort  imparfaite, 
qui  ne  correspond  nullement  à  l'opinion  que  s'en  for- 
ment les  véritables  géomètres,  depuis  que  l'extension 
des  conceptions  analytiques  à  la  mécanique  rationnelle 
a  permis  de  s'élever  à  quelques  idées  générales  sur  la 
philosophie  mathématique.  La  révoUition  fondamentale 
opérée  par  la  grande  pensée  de  Descartes  n'est  point 
encore  dignement  appréciée  dans  notre  éducation  ma- 
thématique, même  la  plus  haute.  A  la  manière  dont  elle 
est  ordinairement  présentée  et  surtout  employée,  cette 
admirable  méthode  ne  semblerait  d'abord  n'avoir  d'autre 
but  réel  que  de  simplifier  l'étude  des  sections  coniques, 
ou  (h'  (juelques  autres  courbes,  considérées  toujours 
une  à  une  suivant  l'esprit  de  la  géométrie  ancienne,  ce 
qui  serait  sans  doute  (h'  fort  peu  d'importance.  On  n'a 
point  encore  convenat)lement  seîiti  (|ue  le  véritable  ca- 
ractère (listiiiclif  (le  notre  géométrie  moderne,  ce  qui 
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('(tnsliliic  son  iii('(ml('s(al)I('  supérioi  ilr,  coiisislo  à  éiu- 
(li(M\  (1*11111'  in.iiiit'rc  eiilièroinciiL  générale,  les  diverses 
(|ii('sl ions  relalives  à  des  ligues  ou  à  des  surfaces  quel- 
(•t»n(|iies,  (Ml  liansl'ormant  les  considérations  et  les  re- 
cliciclies  géoinéli'icjues  en  considérations  et  en  recher- 
ches analytiques.  Il  est  remarquahle  que  dans  les  éta- 
hlissenienls,  même  les  plus  justement  célèbres,  consa- 
crés à  la  haute  instruction  mathématique,  on  n'ait  point 
institué  de  cours  vraiment  dogmatique  de  géométrie 
générale,  conçu  d'une  manière  à  la  fois  distincte  et  com- 
plète (1).  Cependant  une  telle  étude  est  la  plus  propre  à 
manifester  clairement  le  vrai  caractère  philosophique 
de  la  science  mathématique,  en  démontrant  avec  une 
netteté  parfaite  l'organisation  générale  de  la  relation  de 
l'abstrait  au  concret  dans  la  théorie  mathématique  d'un 
ordre  quelconque  de  phénomènes  naturels. 

Ces  considérations  indiquent  assez  quelle  peut  être, 
outre  son  extrême  importance  philosophique,  l'utilité 
spéciale  et  directe  de  l'exposition  à  laquelle  nous  con- 
duit maintenant  le  plan  de  cet  ouvrage.  Il  s'agit  donc, 
en  partant  de  la  conception  fondamentale  expliquée  dans 
la  leçon  précédente,  relativement  à  la  représentation 

(1)  La  profonde  médiocrité  qu'on  observe  généralement  à  cet  égard, 
surtout  dans  l'enseignement  de  la  partie  élémentaire  des  mathématiques, 
quoique  deux  siècles  se  soient  écoulés  déjà  depuis  la  publication  de  la 
Géométrie  de  Descartes,  montre  combien  notre  éducation  mathématique 
ordinaire  est  encore  loin  de  correspondre  au  véritable  état  de  la  science  ; 
ce  qui  tient  sans  doute,  en  grande  partie,  on  ne  doit  pas  se  le  dissimuler, 
à  l'extrême  infériorité  de  la  plupart  des  personnes  auxquelles  on  confie 
un  enseignement  aussi  important,  sur  la  haute  direction  duquel  les  véri- 
tables chefs  de  la  science  ne  sont  d  ailleurs  admis  à  exercer  aucune 
influence  régulière  et  permanente. 
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analytique  des  formes  géométriques,  d'examiner  com- 
ment les  géomètres  sont  parvenus  à  réduire  toutes  les 
questions  de  géométrie  générale  à  de  pures  questions 
d'analyse,  en  déterminant  les  lois  analytiques  de  toas 
les  phénomènes  géométriques,  c'est-à-dire  les  modifica- 
tions algébriques  qui  leur  correspondent  dans  les  équa- 
tions des  lignes  et  des  surfaces.  Je  ne  m'occuperai  d'a- 
bord que  des  courbes,  et  même  des  courbes  planes, 
réservant  pour  la  leçon  suivante  l'étude  générale  des 
surfaces  et  des  courbes  à  double  courbure.  L'esprit  de 
cet  ouvrage  prescrit  d'ailleurs  de  se  borner  à  l'examen 
philosophique  des  questions  générales  les  plus  impor- 
tantes, et  surtout  d'écarter  toute  application  à  des  formes 
particulières.  Le  but  essentiel  que  nous  devons  avoir  en 
vue  ici,  est  seulement  de  constater  avec  précision  com- 
ment la  conception  fondamentale  de  Descartes  a  établi 
le  système  général  de  la  science  géométrique  sur  des 
bases  rationnelles  et  définitives.  Toute  autre  étude  ren- 
trerait dans  un  traité  spécial  de  géométrie  ;  mais,  quant 
à  celle-ci,  elle  est  iadispensable  pour  l'objet  que  nous 
nous  proposons.  On  peut  sans  doute  concevoir  à  priori, 
comme  je  l'ai  indiqué  dans  la  leçon  précédente,  que, 
une  fois  le  sujet  des  recherches  géométriques  repré- 
senté analytiquement,  tous  les  accidents  ou  phénomènes 
quelconques  dont  il  est  susceptible  doivent  comporter 
nécessairement  une  interprétation  semblable.  Mais  il  est 
clair  qu'une  telle  considération  ne  dispense  nullement, 
même  sous  le  simple  rapport  philosophique,  d'étudier 
l'organisation  effective  de  cette  harmonie  générale  entre 
la  géométrie  et  l'analyse,  dont  on  ne  se  formerait  sans 
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cela  (iii'imo  vai^iic  oi  confuse,  enlièrement  insuffi- 
saiilc . 

La  iu  LMiiière  el  la  plus  simple  question  qu'on  puisse 
proposer  relativement  à  une  courbe  quelconque,  c'est 
(le  connaître,  d'après  son  équation  (1),  le  nombre  de 
points  nécessaire  à  sa  détermination.  Outre  l'importance 
j)r<)pi  e  d'uîie  notion,  qui  n'est  pas  établie  jusqu'ici  d'une 
manière  assez  rationnelle,  je  crois  devoir  exposer  avec 
quelque  développement  la  solution  générale  de  ce  pro- 
blème élémentaire,  parce  qu'elle  me  semble  éminem- 
ment apte,  sous  le  rapport  de  la  méthode,  vu  l'extrême 
simplicité  des  considérations  analytiques  correspon- 
dantes, à  faire  saisir  le  véritable  esprit  de  la  géométrie 
analytique,  c'est-à-dire  la  corrélation  nécessaire  et  con- 
tinue entre  le  point  de  vue  concret  et  le  point  de  vue 
abstrait. 

Pour  résoudre  complètement  cette  question,  il  faut 
distinguer  deux  cas,  suivant  que  la  courbe  proposée  est 
définie  analytiquement  par  son  équation  la  plus  géné- 
rale, c'est-à-dire  convenant  à  toutes  les  positions  de  la 
courbe  relativement  aux  axes,  ou  par  une  équation  par- 
ticulière et  plus  simple,  qui  n'a  lieu  que  dans  une  cer- 
taine situation  de  la  courbe  à  l'égard  des  axes. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  la  condition, 
de  la  part  de  la  courbe,  de  devoir  passer  par  un  point 
donné,  équivaut  analytiquement  à  ce  que  les  constantes 

(I)  Je  considérerai  toujours,  pour  fixer  les  idées,  moins  d'avertis- 
sement formel,  le  système  de  coordonnées  rectilignes  ordinaire,  soit 
dans  cette  leçon,  soit  dans  la  suivante. 
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arbitraires  que  renferme  son  équation  générale  con- 
servent entre  elles  la  relation  marquée  par  la  substitu- 
tion des  coordonnées  particulières  de  ce  point  dans 
cette  équation.  Chaque  point  donné  imposant  ainsi  à  ces 
constantes  une  certaine  condition  algébrique,  pour  que 
la  courbe  soit  entièrement  déterminée  il  faudra  donc  as- 
signer un  nombre  de  points  égal  au  nombre  des  cons- 
tantes arbitraires  contenues  dans  son  équation.  Telle  est 
la  règle  générale.  Il  convient  cependaat  d'observer 
qu'elle  pourrait  induire  en  erreur,  et  indiquer  un  nom- 
bre de  points  trop  considérable,  si,  dans  l'équation  pro- 
posée, le  nombre  des  termes  distincts  renfermant  les 
constantes  arbitraires  était  moindre  que  celui  de  ces 
constantes,  auquel  cas  il  faudrait  évidemment  juger  du 
nombre  de  points  nécessaire  à  l'entière  détermination 
de  la  courbe,  seulement  par  celui  de  ces  termes,  ce  qui 
signifierait  géométriquement  que  les  constantes  consi- 
dérées pourraient  alors  éprouver  certains  changements 
sans  qu'il  eu  résultât  aucun  pour  la  courbe.  Tel  serait, 
par  exemple,  le  cas  du  cercle,  si  on  le  définissait  comme 
la  courbe  décrite  par  le  sommet  d'un  angle  de  grandeur 
invariable  qui  se  meut  de  manière  à  ce  que  chacun  de 
ses  côtés  passe  toujours  par  un  certain  point  fixe.  Il  faut 
donc,  pour  plus  de  généralité,  compter  séparément  le 
nombre  des  constantes  entrant  dans  l'équation  de  la 
courbe  proposée  et  le  nombre  des  termes  qui  les  contien- 
nent, et  dct(irminer  combien  de  points  exige  l'entière 
spécification  de  la  courbe  par  le  plus  petit  de  ces  deux 
nombres,  à  moins  qu'ils  ne  soient  égaux. 

Quand  une  courbe  n'est  primitivement  définie  que 
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|);ir  line  (M|ii;ili()ii  du  qcurc^  de  colles  que  nous  avons 
nommées  |)lus  h[iul particulières^  on  peut,,  à  l'aide  d'une 
(raiisloi  inalion  invariable  et  fort  simple,  faire  rentrer  ce 
cas  dans  le  précédent,  en  généralisant  convenablement 
l'équation  proposée.  11  suffit,  pour  cela,  de  rapporter  la 
courbe,  d'après  les  formules  coniuies,  à  un  nouveau  sys- 
tème d'axes,  dont  la  situation  par  rapport  aux  premiers 
soit  regardée  comme  indéterminée.  Si  cette  transforma- 
tion ne  change  pas  essentiellement  la  composition  ana- 
lytique de  l'équation  primitive ,  ce  sera  la  preuve  que 
celle-ci  était  déjà  suffisamment  générale';  dans  le  cas 
contraire^  elle  le  sera  devenue,  et  dès  lors  la  question 
se  résoudra  facilement  par  l'application  de  la  règle  pré- 
cédemment établie.  On  peut  même  observer,  pour  sim- 
plifier encore  davantage  cette  solution,  que  cette  géné- 
ralisation de  l'équation  introduira  toujours,  quelle  que 
soit  l'équation  primitive,  trois  nouvelles  constantes  ar- 
bitraireS;,  savoir  les  deux  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine  et  l'inclinaison  des  nouveaux  axes  sur  les  an- 
ciens ;  en  sorte  que,  sans  effectuer  le  calcul,  on  pourra 
connaître  le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui  en- 
treraient dans  l'équation  la  plus  générale,  et  par  suite 
en  déduire  directement  le  nombre  de  points  nécessaire  à 
la  détermination  de  la  courbe  proposée,  toutes  les  fois 
du  moins  qu'on  pourra  être  certain  d'avance,  ce  qui  a 
lieu  très  fréquemment,  que  le  nombre  des  termes  qui 
contiendraient  ces  constantes  ne  serait  pas  moindre  que 
celui  des  constantes  elles-mêmes. 

Afin  de  montrer  à  quel  degré  de  facilité  peut  parvenir 
la  solution  générale  de  cette  question,  il  importe  de  re- 
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marquer  que,  l'opération  analytique  prescrite  pour  la 
résoudre  se  réduisant  à  une  simple  énumération,  cette 
énumération  peut  être  faite  avant  même  que  l'équation 
de  la  courbe  soit  obtenue,  et  d'après  sa  seule  définition 
géométrique.  Il  suffit,  en  effet,  d'analyser  cette  défini- 
tion sous  ce  point  de  vue,  en  estimant  combien  de  points 
donnés  ou  de  droites  données  soit  en  longueur,  soit  en 
direction,  ou  de  cercles  donnés,  etc.,  elle  exige  pour 
l'entière  détermination  de  la  courbe  proposée.  Cela 
posé,  on  saura  aussi  d'avance  combien  il  devra  entrer 
de  constantes  arbitraires  dans  l'équation  la  plus  géné- 
rale de  cette  courbe,  en  considérant  que  chaque  point 
fixe  donné  par  la  définition  en  introduira  deux,  chaque 
droite  donnée  également  deux,  chaque  longueur  donnée 
une,  chaque  cercle  entièrement  donné  trois,  etc.  On 
pourra  donc  juger  immédiatement  par  là  du  nombre  de 
points  qu'exige  la  détermination  de  la  courbe,  avec  au- 
tant d'exactitude  que  si  l'on  avait  sous  les  yeux  son 
équation  générale;  à  cela  près  néanmoins  de  la  restric- 
tion indiquée  ci-dessus  pour  le  cas  où  le  nombre  des 
termes  renfermant  les  constantes  arbitraires  serait  in- 
férieur à  celui  des  constantes;  restriction  qu'on  pourra 
souvent  reconnaître  comme  inapplicable ,  si  l'analyse 
de  la  définition  proposée  a  montré  clairement  que  les 
données  qu'elle  prescrit  uf*  pourraient  nullement  va- 
rier, soit  isolément,  soit  ensemble,  sans  qu'il  en  résul- 
tât pour  la  courbe  un  changement  quelconque.  Mais, 
lorsque  cette  restriction  devra  être  réellement  appliquée, 
cette  considération  ne  fournira  d'abord  qu'une  limite 
supérieure  du  nombre  cherché,  qui  ne  pourra  être  alors 
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♦'iilii'icMiKMil  coiiiiu  (iii'iMi  consultant  effectivement  Fé- 
(jualion  générale. 

J'ai  supposé  jusqu'ici  que  les  points  par  lesquels  on 
veut  (lélerminer  le  cours  d'une  ligne  fussent  absolument 
quelconques  ;  mais,  pour  compléter  la  méthode,  il  faut 
examiner  le  cas  où  l'on  introdiiirait  parmi  eux  des  points 
snff/ii/irrs,  c'est-à-dire  distincts  de  tous  les  autres  par 
une  propriété  caractéristique  quelconque,  comme  ce  que 
l'on  nomme  les  foyers  dans  les  sections  coniques,  les 
sommets,  les  centres,  les  points  ^inflexion  ou  rebrous- 
sement,  etc.  Ces  points  ayant  tous  pour  caractère  d'être 
uniques,  ou  du  moins  déterminés,  dans  une  même 
courbe,  leurs  deux  coordonnées  sont  donc  chacune  une 
fonction  déterminée,  connue  ou  inconnue,  des  cons- 
tantes qui  spécifient  exactement  la  courbe  proposée. 
Ainsi,  donner  un  seul  de  ces  points,  c'est  imposer  à 
ces  constantes  arbitraires  deux  conditions  algébriques, 
ce  qui,  par  conséquent,  équivaut  analytiquement  à  don- 
ner deux  points  ordinaires.  La  règle  générale  et  fort 
simple  se  réduit  donc,  à  cet  égard,  à  compter  toujours 
pour  deux  chaque  point  singulier,  par  quelque  propriété 
qu'il  puisse  être  défini  :  à  cela  près,  on  rentrera  dans 
la  loi  établie  ci-dessus. 

Toute  application  spéciale  de  la  théorie  générale  que 
je  viens  d'indiquer  serait  ici  déplacée.  Je  crois  cependant 
utile  de  remarquer,  au  sujet  de  cette  application,  que  le 
nombre  de  points  nécessaires  à  l'entière  détermination 
de  chaque  courbe,  quoique  constituant  une  circonstance 
fort  importante,  n'est  point  aussi  intimement  lié  qu'on  le 
croirait  d'abord,  soit  à  la  nature  analytique  de  l'équation. 
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soit  à  la  forme  géométrique  de  la  ligne.  Ainsi,  par  exem- 
ple, on  trouve,  d'après  la  méthode  précédente,  que  la  pa- 
rabole ordinaire,  et  même  les  paraboles  de  tous  les  de- 
grés, la  logarithmique,  la  cycloïde,  la  spirale  d'Archi- 
mède,  etc.,  exigent  également  quatre  points  pour  leur 
détermination,  quoiqu'on  n'ait  pu  découvrir  jusqu'ici 
aucune  autre  propriété  commune  entre  des  courbes 
aussi  différentes  sous  le  rapport  analytique  que  sous 
le  rapport  géométrique.  Il  est  néanmoins  vraisemblable 
que  cette  analogie  ne  doit  pas  être  entièrement  isolée. 

Je  choisirai,  comme  second  exemple  intéressant, 
parmi  les  questions  élémentaires  relatives  à  l'étude  gé- 
nérale des  lignes,  la  détermination  des  centres  dans  une 
courbe  plane  quelconque.  Le  caractère  géométrique  du 
centre  d'une  figure  étant,  en  général,  d'être  le  milieu 
de  toutes  les  cordes  qui  y  passent,  il  en  résulte  évidem- 
ment que,  si  l'on  y  place  l'origine  du  système  des  coor- 
données rectilignes,  les  points  de  la  figure  auront,  deux 
à  deux,  par  rapport  à  une  telle  origine,  des  coordonnées 
égales  et  de  signe  contraire.  On  peut  donc  reconnaître 
immédiatement,  d'après  l'équation  d'une  courbe  quel- 
conque, si  elle  a  pour  centre  l'origine  actuelle  des  coor- 
données, puisqu'il  suffit  d'examiner  si  cette  équation 
n'est  point  altérée,  en  y  changeant  à  la  fois  les  signes 
des  deux  coordonnées  variables,  ce  qui  exige,  dans  le 
cas  où  il  n'y  entre  que  des  fonctions  algébriques,  ration- 
nelles et  entières,  que  les  termes  soient  tous  de  degré 
pair  ou  tous  de  degré  impair,  suivant  le  degré  de  l'équa- 
tion. Cela  posé,  quand  un  tel  changement  trouble  l'é- 
quation, il  faut  déplacer  l'origine  d'une  manière  indé- 
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It'rmiiK'i',  cl  cliorclier  à  disposer  des  deux  constantes 
arbitraires  (jiie  cette  transformation  introduit  dans  l'é- 
(j nation  pour  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  de 
fat'on  à  ce  que  l'équation  puisse  jouir,  relativement  aux 
nouveaux  axes,  de  la  propriété  précédente.  Si,  par  des 
valeurs  réelles  convenables  des  coordonnées  de  la  nou- 
velle origine,  on  peut  faire  disparaître  tous  les  termes 
qui  empêchaient  l'équation  de  présenter  ce  caractère 
analytique,  la  courbe  aura  un  centre  dont  ces  valeurs 
feront  connaître  la  position  :  dans  le  cas  contraire,  il 
sera  constaté  que  la  courbe  n'a  point  de  centre. 

Parmi  les  questions  de  géométrie  générale  à  deux  di- 
mensions dont  la  solution  complète  ne  dépend  que  de 
l'analyse  ordinaire,  je  crois  devoir  encore  indiquer  ici 
celle  qui  se  rapporte  à  la  détermination  des  conditions 
de  la  similitude  entre  des  courbes  quelconques  d'un 
même  genre,  c'est-à-dire  susceptibles  d'une  même  défi- 
nition ou  équation^  qui  ne  les  distingue  les  unes  des 
autres  que  par  les  diverses  valeurs  de  certaines  cons- 
tantes arbitraires  relatives  à  la  grandeur  de  chacune 
d'elles.  Cette  question,  imj)ortante  en  elle-même,  a  d'au- 
tant plus  d'intérêt  sous  le  rapport  de  la  méthode,  que  le 
phénomène  géométrique  qu'il  s'agit  alors  de  caractéri- 
ser analytiquement,  est  évidemment  purement  relatif  à 
la  forme,  et  nullement  un  phénomène  de  situation,  ce 
qui,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  la  leçon  pré- 
cédente, donne  toujours  lieu  à  des  difficultés  spéciales 
par  rapport  à  notre  système  de  géométrie  analytique, 
où  les  idées  de  position  sont  seules  directement  consi- 
dérées. 
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L'emploi  de  l'analyse  différentielle  fournirait  immé- 
diatement la  solution  de  ce  problème  général,  en  éten- 
dant aux  courbes,  comme  il  convient,  la  définition  élé- 
mentaire de  la  similitude  pour  les  figures  rectilignes.  Il 
suffirait,  en  effet,  1"  de  calculer,  d'après  l'équation  de 
chacune  des  deux  courbes,  l'angle  de  contingence  en  un 
point  quelconque ,  et  d'exprimer  que  cet  angle  a  la 
même  valeur  dans  les  deux  courbes  pour  des  points 
correspondants  ;  2"  d'après  l'expression  différentielle 
générale  de  la  longueur  d'un  élément  infiniment  petit 
de  chaque  courbe,  d'exprimer  que  les  éléments  homo- 
logues des  deux  courbes  sont  entre  eux  dans  un  rapport 
constant.  Les  conditions  analytiques  de  la  similitude  se 
trouveraient  ainsi  dépendre  des  deux  premières  fonc- 
tions dérivées  de  l'ordonnée  rapportée  à  l'abscisse.  Mais 
le  problème  peut  être  résolu  d'une  manière  beaucoup 
plus  simple,  et  néanmoins  tout  aussi  générale,  quoique 
moins  directe,  par  le  simple  usage  de  l'analyse  ordi- 
naire. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  remarquer  une  propriété 
élémentaire  que  peuvent  toujours  présenter  deux  fi- 
gures semblables  de  forme  quelconque  ,  quand  elles 
sont  placées  dans  une  situation  parallèle^  c'est-à-dire, 
de  telle  façon  que  tous  les  éléments  de  chacune  soient 
respectivement  parallèles  aux  éléments  homologues  de 
l'autre,  ce  que  la  similitude  permet  évidemment  de  faire 
constamment.  Dans  cette  situation,  il  est  aisé  de  voir 
que,  si  on  joint  deux  à  deux  par  des  droites  les  points 
homologues  des  deux  figures,  toutes  ces  lignes  de  jonc- 
tion concourront  nécessairement  en  un  point  unique,  à 
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paiiii-  (liKjiicl  leurs  longueurs,  comptées  jusqu'à  l'une  et 
à  l'inilre  des  deux  figures  semblables,  auront  entre  elles 
Il  II  ra|)port  constant,  égal  à  celui  des  deux  figures.  Il 
résulte  immédiatement  de  cette  propriété,  considérée 
sous  le  point  de  vue  analytique,  que,  si  l'origine  des 
coordonnées  rectilignes  est  supposée  placée  au  point 
parliculier  dont  nous  venons  déparier,  les  points  homo- 
logues des  deux  courbes  semblables  auront  des  coor- 
données constamment  proportionnelles,  en  sorte  que 
l'équation  de  la  première  courbe  devra  rentrer  dans 
celle  de  la  seconde,  en  y  changeant  x  en  m     et  y  en 
m  y,  m  étant  une  constante  arbitraire  égale  au  rapport 
linéaire  des  deux  figures.  Avec  des  coordonnées  polai- 
res z  et      dont  le  pôle  serait  placé  au  même  point,  les 
deux  équations  deviendraient  identiques  en  changeant 
seulement  z  o^n  m  z  dans  l'une  d'elles,  sans  changer  ^. 
La  vérification  d'un  tel  caractère  algébrique  suffira  donc 
évidemment  pour  constater"  la  similitude.  Mais,  de  sa 
non-vérification,  il  est  clair  qu'on  ne  devra  point  con- 
clure immédiatement  la  dissimilitude  des  deux  courbes 
comparées,  puisque  l'origine  ou  le  pôle  pourraient 
n'être  pas  placés  au  point  unique  pour  lequel  cette  rela- 
tion a  lieu,  ou  môme  que  les  deux  courbes  pourraient 
n'être  pas  posées  actuellement  dans  la  situation  paral- 
lèle. Il  est  néanmoins  facile  de  généraliser  et  de  complé- 
ter la  méthode  sous  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  rapports, 
quoiqu'il  semble  d'abord  impossible  analytiquement  de 
modifier  la  situation  relative  de  deux  courbes.  Il  suffira 
pour  cela  de  changer,  à  l'aide  des  formules  connues,  à 
la  fois  l'origine  et  la  direction  des  axes  si  les  coordon- 
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nées  sont  rectilignes,  ou  le  pôle  et  la  direction  de  l'axe 
si  elles  sont  polaires,  mais  en  effectuant  cette  transfor- 
mation seulement  dans  l'une  des  deux  équations.  On 
cherchera  alors  à  disposer  des  trois  constantes  arbitraires 
introduites  par  là,  pour  que  cette  équation  ainsi  modi- 
fiée présente,  relativement  à  l'autre,  la  propriété  ana- 
lytique indiquée.  Si  cette  relation  peut  avoir  lieu  d'après 
certaines  valeurs  réelles  des  constantes  arbitraires,  les 
deux  courbes  seront  semblables;  sinon,  leur  dissimili- 
tude sera  constatée. 

Quoiqu'il  ne  convienne  point  de  considérer  ici  au- 
cune application  spéciale  de  la  théorie  précédente,  je 
crois  cependant  utile  d'indiquer  à  ce  sujet  une  remarque 
générale.  Elle  consiste  en  ce  que,  toutes  les  fois  que 
l'équation  d'une  courbe,  simplifiée  le  plus  possible  par 
la  disposition  des  axes,  ne  renfermera  qu'une  seule 
constante  arbitraire,  toutes  les  courbes  de  ce  genre  se- 
ront nécessairement  semblables  entre  elles.  On  peut 
augmenter  l'utilité  de  cette  observation,  en  ce  que,  sans 
considérer  même  l'équation  de  la  courbe ,  il  suffira 
d'examiner,  dans  ce  cas,  si  sa  définition  géométrique 
primitive  ne  fait  dépendre  que  d'une  seule  donnée  l'en- 
tière détermination  de  sa  grandeur  (1).  Quand,  au  con- 
traire, l'équation  la  plus  simple  de  la  courbe  proposée 
contiendra  deux  constantes  arbitraires  ou  davantage, 

(1)  Cette  propriété,  qui  est  une  conséquence  évidente  de  la  théorie 
indiquée  ci-dessus,  pourrait  d'ailleurs  être  établie  directement  par  une 
considération  fort  simple.  Il  suffirait  de  remarquer  que,  dans  ce  cas, 
les  diverses  courbes  de  ce  genre  pourraient  coïncider  en  les  construi- 
sant sur  une  échelle  dilfércnte,  d'où  résulte  clairement  leur  similitude 
nécessaire. 
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on,  co  (\u\  est  exactement  équivalent,  lorsque  la  défini- 
lion  teia  dépendre  sa  grandeur  de  plusieurs  données 
distinctes,  les  courbes  de  ce  genre  ne  pourront  être 
semblables  qu'à  l'aide  de  certaines  relations  entre  ces 
constantes  ou  ces  données,  qui  consisteront  ordinaire- 
ment dans  leur  proportionnalité.  C'est  ainsique  toutes  les 
paraboles  d'un  même  degré,  d'ailleurs  quelconque,  sont 
semblables  entre  elles,  aussi  bien  que  toutes  les  loga- 
lilbmiques,  toutes  les  cycloïdes  ordinaires,  tous  les 
cercles,  etc.;  tandis  que  deux  ellipses  ou  deux  hyper- 
boles, par  exemple,  ne  sont  semblables  qu'autant  que 
leurs  axes  sont  proportionnels. 

Je  me  borne  à  ce  petit  nombre  de  questions  générales 
relatives  aux  lignes,  parmi  celles  dont  la  solution  com- 
plète dépend  seulement  de  l'analyse  ordinaire.  On  n'y 
doit  pas  comprendre  la  détermination  de  ce  qu'on  ap- 
pelle les  fof/eri;,  la  recherche  des  diamètres^  etc.,  et 
plusieurs  autres  problèmes  de  ce  genre,  qui,  bien  que 
susceptibles  d'être  proposés  et  résolus  pour  des  courbes 
quelconques,  n'ont  de  véritable  intérêt  qu'à  l'égard  des 
sections  coniques.  Relativement  aux  diamètres ,  par 
exemple,  c'est-à-dire,  aux  lieux  géométriques  des  mi- 
lieux d'un  système  quelconque  de  cordes  parallèles,  il 
est  aisé  de  former  une  méthode  générale  pour  déduire 
de  l'équation  d'une  courbe  l'équation  commune  de  tous 
ses  diamètres.  Mais  une  telle  considération  ne  peut  faci- 
liter l'étude  d'une  courbe  qu'autant  que  les  diamètres 
se  trouvent  être  des  lignes  plus  simples  et  plus  connues 
que  la  courbe  primitive  ;  et  même  cette  recherche  n'a 
vraiment  une  grande  utilité  que  lorsque  tous  les  dia- 
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mètres  sont  des  lignes  droites.  Or^  c'est  ce  qui  n'a  lieu 
que  dans  les  courbes  du  second  degré.  Pour  toutes  les 
autres,  les  diamètres  sont,  en  général,  des  courbes 
aussi  peu  connues  et  souvent  même  d'une  étude  plus 
difficile  que  la  courbe  proposée.  C'est  pourquoi  je  ne 
dois  point  ici  considérer  une  telle  question,  ni  aucune 
autre  semblable,  quoique,  dans  les  traités  spéciaux  de 
géométrie  analytique,  il  convînt  d'ailleurs  de  les  pré- 
senter d'abord,  autant  que  possible,  sous  un  point  de 
vue  entièrement  général. 

Je  passe  donc  immédiatement  à  l'examen  des  théories 
de  géométrie  générale  à  deux  dimensions  qui  ne  peu- 
vent être  complètement  établies  qu'à  l'aide  de  Tanalyse 
transcendante. 

La  première  et  la  plus  simple  d'entre  elles  consiste 
dans  la  détermination  des  tangentes  aux  courbes  planes. 
Ayant  eu  occasion,  dans  la  sixième  leçon,  d'indiquer  la 
solution  générale  de  cet  important  problème,  d'après 
chacun  des  divers  points  de  vue  fondamentaux  propres 
à  l'analyse  transcendante,  il  est  inutile  d'y  revenir  ici. 
Je  ferai  seulement  observer  à  ce  sujet  que  la  question 
fondamentale  ainsi  considérée  suppose  connu  le  point 
de  contact  de  la  droite  avec  la  courbe,  tandis  que  la  tan- 
gente peut  être  déterminée  par  plusieurs  autres  condi- 
tions, qu'il  faut  alors  faire  rentrer  dans  la  précédente, 
en  déterminant  préalablement  les  coordonnées  du  point 
de  contact,  ce  qui  est  ordinairement  très  facile.  Ainsi, 
par  exemple,  si  la  tangente  est  assujettie  à  passer  par 
un  point  donné  extérieur  à  la  courbe,  les  coordonnées 
de  ce  point  devant  satisfaire  à  la  formule  générale  de 
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rrijiKilion  la  langoiile  à  cette  courbe,  formule  qui 
coiilieiit  les  coordonnées  inconnues  du  point  de  contact, 
ce  dernier  point  sera  déterminé  par  une  telle  relation 
combinée  avec  l'équation  de  la  courbe  proposée.  De 
même,  si  la  tangente  cbercbée  doit  être  parallèle  à  une 
droite  donnée,  il  faudra  égaler  le  coefficient  général  qui 
marque  sa  direction  en  fonction  des  coordonnées  du 
point  de  contact  à  celui  qui  détermine  celle  de  la  droite 
donnée,  et  la  combinaison  de  cette  condition  avec  Féqua- 
tion  de  la  courbe  fera  encore  connaître  ces  coordon- 
nées. 

Afin  de  considérer  sous  un  point  de  vue  plus  étendu 
les  problèmes  relatifs  aux  tangentes,  il  peut  être  utile 
d'exprimer  distinctement  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  deux  constantes  arbitraires  contenues  dans 
l'équation  générale  d'une  ligne  droite  et  les  diverses 
constantes  propres  à  une  courbe  quelconque  donnée, 
pour  que  la  droite  soit  tangente  à  la  courbe.  A  cet  effet, 
il  suffit  d'observer  que  les  deux  constantes  par  lesquelles 
se  trouve  fixée  à  cbaque  instant  la  position  de  la  tan- 
gente étant  des  fonctions  connues  des  coordonnées  du 
point  de  contact,  l'élimination  de  ces  deux  coordonnées 
entre  ces  deux  formules  et  l'équation  de  la  courbe  pro- 
posée fournira  une  relation  indépendante  du  point  de 
contact  et  contenant  seulement  les  constantes  des  deux 
lignes,  qui  sera  le  caractère  analytique  cherclié  du  phé- 
nomène d'un  contact  indéterminé.  On  se  servirait,  par 
exemple,  de  telles  expressions  pour  déterminer  une  tan- 
gente commune  à  deux  courbes  données,  en  calculant 
les  deux  constantes  propres  à  cette  droite  d'après  les 
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deux  relations  qu'entraînerait  ainsi  son  contact  avec 
l'une  et  l'autre  courbe. 

La  question  fondamentale  des  tangentes  est  le  point 
de  départ  de  plusieurs  autres  recherches  générales  plus 
ou  moins  importantes  relativement  aux  courbes,  qu'il 
est  aisé  d'en  faire  dépendre.  La  plus  directe  et  la  plus 
simple  de  ces  questions  secondaires  consiste  dans  la 
détermination  des  asymptotes^  ou  du  moins  des  asymp- 
totes rectilignes,  les  seules,  en  général,  qu'il  soit  inté- 
ressant de  connaître,  parce  qu'elles  seules  contribuent 
réellement  à  faciliter  l'étiide  d'une  courbe.  On  sait  que 
V asymptote  est  une  droite  qui  s'approche  indéfiniment 
et  d'aussi  près  qu'on  veut  d'une  courbe,  sans  cependant 
pouvoir  jamais  l'atteindre  rigoureusement.  Elle  peut 
donc  être  envisagée  comme  une  tangente  dont  le  point 
de  contact  s'éloigne  à  l'infini.  Ainsi,  pour  la  déterminer, 
il  suffit  de  supposer  infinies  les  coordonnées  du  point  de 
contact  dans  les  deux  formules  générales  qui  expriment, 
d'après  l'équation  de  la  courbe,  en  fonction  de  ces  coor- 
données, les  deux  constantes  par  lesquelles  est  fixée  la 
position  de  la  tangente.  Si  ces  deux  constantes  prennent 
alors  des  valeurs  réelles  et  compatibles  entre  elles,  la 
courbe  donnée  aura  des  asymptotes  dont  un  tel  calcul 
fera  connaître  le  nombre  et  la  situation;  si  ces  valeurs 
sont  imaginaires  ou  incompatibles,  ce  sera  la  preuve  que 
la  courbe  proposée  n'a  point  d'asymptotes,  du  moins 
rectilignes.  On  voit  que  cette  détermination  est  exacte- 
ment analogue  à  celle  d'une  tangente  menée  par  un 
point  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  seraient  finies. 
Il  arrivera  seulement,  dans  un  assez  grand  nombre  de 
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cas,  ([uc  los  (](Hix  valeurs  clicrcliées  se  présonteronl  sous 
uni'  fornu'  hidcHorminée,  ce  qui  est  un  inconvénient  gé- 
Mt'i  al  (les  formules  algébriques,  quoi  qu'il  doive  sans 
doute  avoir  lieu  plus  fréquemment  en  attribuant  aux 
variables  des  valeurs  infinies.  Mais  on  sait  qu'il  existe 
une  méthode  analytique  générale  pour  estimer  la  vraie 
valeur  de  toute  expression  semblable  ;  il  suffira  donc 
alors  d'y  recourir. 

On  peut  rattacher  aussi,  quoique  d'une  manière  beau- 
coup moins  directe,  à  la  théorie  des  tangentes,  la  théorie 
tout  entière  des  divers  points  singuliers,  dont  la  déter- 
mination contribue  éminemment  à  la  connaissance  de 
toute  courbe  qui  en  présente,  comme  les  points  in- 
flexion, les  points  multiples,  les  points  de  rebrousse- 
ment,  etc.  Relativement  aux  points  inflexion,  par 
exemple,  c'est-à-dire  à  ceux  où  une  courbe  de  concave 
devient  convexe,  ou  de  convexe  concave,  il  faut  d'abord 
examiner  le  caractère  analytique  immédiatement  propre 
à  la  concavité  ou  à  la  convexité,  ce  qui  dépend  de  la  ma- 
nière dont  varie  la  direction  de  la  tangente.  Quand  la 
courbe  est  concave  vers  l'axe  des  abscisses,  elle  fait  avec 
lui  un  angle  de  plus  en  plus  petit  à  mesure  qu'elle  s'en 
éloigne;  au  contraire,  lorsqu'elle  est  convexe,  l'angle 
qu'elle  fait  avec  l'axe  devient  de  plus  en  plus  grand  en 
s'en  écartant  davantage .  On  peut  donc  directement 
reconnaître,  d'après  l'équation  d'une  courbe,  le  sens  de 
sa  courbure  à  chaque  instant  :  il  suffit  d'examiner  si  le 
coefficient  qui  marque  l'inclinaison  de  la  tangente,  c'est- 
à-dire  la  fonction  dérivée  de  l'ordonnée,  prend  des  va- 
leurs croissantes  ou  des  valeurs  décroissantes  à  mesure 
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que  l'ordonnée  aug^mente  ;  dans  le  premier  cas,  la  courbe 
tourne  sa  convexité  vers  l'axe  des  abscisses  :  dans  le  se- 
cond, sa  concavité.  Cela  posé,  s'il  y  a  inflexion  en  quel- 
que point,  c'est-à-dire  si  la  courbure  change  de  sens,  il 
est  clair  qu'en  ce  point  l'inclinaison  de  la  tangente  sera 
devenue  un  maximum  ou  un  minimum^  suivant  qu'il 
s'agira  du  passage  de  la  convexité  à  la  concavité,  ou  du 
passage  inverse.  On  trouvera  donc  en  quels  points  ce 
phénomène  peut  avoir  lieu,  à  l'aide  de  la  théorie  ordi- 
naire des  maxima  et  minima^  dont  l'application  à  cette 
recherche  apprendra  évidemment  que,  pour  l'abscisse  du 
point  d'inflexion,  la  seconde  fonction  dérivée  de  l'or- 
donnée proposée  doit  être  nulle,  ce  qui  suffira  pour  dé- 
terminer l'existence  et  la  position  de  ce  point.  Cette 
recherche  peut  ainsi  être  rattachée  à  la  théorie  des  tan- 
gentes, quoiqu'elle  soit  ordinairement  présentée  d'après 
la  théorie  du  cercle  osculateur.  Il  en  serait  de  même^ 
avec  plus  ou  moins  de  difficulté,  relativement  à  tous  les 
autres  points  singuliers. 

Un  second  problème  fondamental  que  présente  l'étude 
générale  des  courbes,  et  dont  la  solution  complète  exige 
un  emploi  plus  étendu  de  l'analyse  transcendante,  est 
l'importante  question  de  la  mesure  de  la  courbure  des 
courbes  au  moyen  du  cercle  osculateur  en  chaque  point, 
dont  la  découverte  suffirait  seule  pour  immortaliser  le 
nom  du  grand  Huyghens. 

Le  cercle  étant  la  seule  courbe  qui  présente  en  tous 
ses  points  une  courbure  uniforme,  d'autant  plus  grande 
d'ailleurs  que  le  rayon  est  plus  petit,  quand  les  géomè- 
tres se  sont  proposé  de  soumettre  à  une  eslimation  pré- 
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cisc  la  (•()iirl)iii'o  de  loulc  jiuli'c  courbe  quelconque,  ils 
ont  (lu  nalui'ellemeul  la  comparer  en  chaque  point  au 
cercle  qui  pourrait  avoir  avec  elle  le  plus  intime  contact 
possible,  et  qu'ils  ont  nommé,  pour  cette  raison,  cercle 
asruldh'ur,  afin  de  le  distinguer  des  cercles  simplement 
IdiKjcNls^  (]ui  sont  en  nombre  infini  au  même  point  de 
courbe,  tandis  que  le  cercle  osculateur  est  évidemment 
unique.  En  considérant  celte  question  sous  un  autre  as- 
pect, on  conçoit  que  la  courbure  d'une  courbe  en  chaque 
point  pourrait  aussi  être  estimée  par  l'angle  plus  ou 
moins  grand  de  deux  éléments  consécutifs,  qu'on  ap- 
pelle angle  de  contingence.  Mais  il  est  aisé  de  re- 
connaître que  ces  deux  mesures  sont  nécessairement 
équivalentes,  puisque  le  centre  du  cercle  osculateur  sera 
d'autant  plus  éloigné  que  cet  angle  de  contingence  sera 
plus  obtus  :  on  voit  même,  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, que  l'expression  du  rayon  de  ce  cercle  fournit 
immédiatement  la  valeur  de  cet  angle.  D'après  cette 
conformité  évidente  des  deux  points  de  vue,  les  géomè- 
tres ont  dû  préférer  habituellement  la  considération  du 
cercle  osculateur,  comme  plus  étendue  et  se  prêtant 
mieux  à  la  déduction  des  autres  théories  géométriques 
qui  se  rattachent  à  cette  conception  fondamentale. 

Cela  posé,  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  di- 
recte de  déterminer  le  cercle  osculateur  consiste  à  l'en- 
visager, d'après  la  méthode  infinitésimale  proprement 
dite,  comme  passant  par  trois  points  infiniment  voi- 
sins de  la  courbe  proposée,  ou,  en  d'autres  termes, 
comme  ayant  avec  elle  deux  éléments  consécutifs  com- 
muns, ce  qui  le  distingue  nettement  de  tous  les  cercles 
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simplement  tangents,  avec  lesquels  la  courbe  n'a  qu'un 
seul  élément  commun.  Il  résulte  de  cette  notion,  en 
ayant  égard  à  la  construction  nécessaire  pour  décrire  un 
cercle  passant  par  trois  points  donnés,  que  le  centre  du 
cercle  osculateur,  ou  ce  qu'on  appelle  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe  en  chaque  point,  peut  être  regardé 
comme  le  point  d'intersection  de  deux  normales  infini- 
ment voisines,  en  sorte  que  la  question  se  réduit  à 
trouver  ce  dernier  point.  Or,  cette  recherche  est  facile, 
en  formant^  d'après  l'équation  générale  de  la  tangente 
à  une  courbe  quelconque,  celle  de  la  normale  qui  lui 
est  perpendiculaire,  et  faisant  ensuite  varier  d'une  quan- 
tité infiniment  petite,  dans  cette  dernière  équation,  les 
coordonnées  du  point  de  contact,  afin  de  passer  à  la 
normale  infiniment  voisine  :  la  détermination  de  la  so- 
lution commune  à  ces  deux  équations,  qui  sont  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  deux  coordonnées  du  point 
d'intersection,  suffit  pour  faire  trouver  les  deux  for- 
mules générales  qui  expriment  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure  d'une  courbe  en  un  point  quelconque. 
Ces  formules  une  fois  obtenues,  la  recherche  du  rayon 
de  courbure  n'offre  plus  aucune  difficulté,  puisqu'elle 
se  réduit  à  calculer  la  distance  de  ce  centre  de  cour- 
bure au  point  correspondant  de  la  courbe.  En  appelant 
a,  ç,  les  coordonnées  rectilignes  du  centre  de  courbure 
d'une  courbe  quelconque  en  un  [)oint  dont  les  coordon- 
nées sont  et  nommant  r  le  rayon  de  courbure,  on 
trouve  par  cette  méthode  les  formules  conrnies  : 
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1  + 


dx^ 


On  conçoit  de  quelle  importance  est  la  détermination 
du  rayon  de  courbure,  et  combien  la  discussion  de  la  ma- 
nière générale  dont  il  varie  aux  différents  points  d'une 
courbe  doit  contribuer  à  la  connaissance  "approfondie  de 
cette  courbe.  Cet  élément  a  surtout  ceci  de  très  remar- 
quable, entre  tous  les  autres  sujets  ordinaires  de  recher- 
ches dans  la  géométrie  analytique,  qu'il  se  rapporte  di- 
rectement, par  sa  nature,  à  la  forme  même  de  la  courbe, 
sans  dépendre  aucunement  de  sa  position.  On  voit  que, 
sous  le  rapport  analytique,  il  exige  la  considération  si- 
multanée des  deux  premières  fonctions  dérivées  de  l'or- 
donnée. 

La  théorie  des  centres  de  courbure  conduit  naturelle- 
ment à  l'importante  notion  des  développées^  qui  sont 
maintenant  définies  comme  étant  les  lieux  géométri- 
ques de  tous  les  centres  de  courbure  de  chaque  courbe 
en  ses  différents  points,  quoique,  au  contraire,  dans  la 
conception  primitive  de  cette  branche  de  la  géométrie, 
Huyghens  eût  déduit  l'idée  du  cercle  osculateur  de  celle 
de  la  développée,  directement  envisagée  comme  engen- 
drant par  son  développement  la  courbe  primitive,  ou  la 
développante.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  deux 
manières  de  voir  rentrent  l'une  dans  l'autre.  Cette  déve- 
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loppée  présente  évidemment,  par  quelque  mode  qu'on 
l'obtienne,  deux  propriétés  générales  et  nécessaires  re- 
lativement à  la  courbe  quelconque  dont  elle  dérive  :  la 
première,  d'avoir  pour  tangentes  les  normales  à  celle-ci; 
et  la  seconde,  que  la  longueur  de  ses  arcs  soit  égale  à 
celle  des  rayons  de  courbure  correspondants  delà  déve- 
loppante. Quant  au  moyen  d'obtenir  l'équation  de  la 
développée  d'une  courbe  donnée,  il  est  clair  qu'entre  les 
deux  formules  citées  ci-dessus  pour  exprimer  les  coor- 
données du  centre  de  courbure,  il  suffit  d'éliminer,  dans 
chaque  cas,  les  coordonnées  .r,  y,  du  point  correspon- 
dant de  la  courbe  proposée,  à  l'aide  de  l'équation  de 
cette  courbe  :  l'équation  en  «,  §  qui  résultera  de  l'élimi- 
nation sera  celle  de  la  développée  demandée.  On  pour- 
rait également  entreprendre  de  résoudre  la  question  in- 
verse, c'est-à-dire  de  trouver  la  développante  d'après  la 
développée.  Mais  il  faut  remarquer  qu'une  élimination 
analogue  à  la  précédente  ne  fournirait  alors,  pour  la 
courbe  cherchée,  qu'une  équation  contenant,  outre  x  et 

y,  les  deux  fonctions  dérivées  ;  en  sorte  qu'a- 

près cette  analyse  préparatoire,  la  solution  complète  du 
problème  exigerait  encore  l'intégration  de  cette  équa- 
tion différentielle  du  second  ordre,  ce  qui,  vu  l'extrême 
imperfection  du  calcul  intégral,  serait  le  plus  souvent 
impossible,  si,  par  la  nature  propre  d'une  telle  re- 
cherche, la  courbe  demandée  ne  devait  point,  comme 
j'ai  eu  occasion  de  l'indiquer  dans  la  septième  leçon, 
être  représentée  par  la  solution  singulière ^  que  la  simple 
différentiation  peut  toujours  faire  obtenir,  l'intégrale 
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m'iiri  ale  no  dosi^nînit  ici  quo  le  système  des  cercles  os- 
ciil.ilcui  s,  dont  la  connaissance  n'est  point  l'objet  de  la 
(jncslion  proposée.  Il  en  sei'ait  de  même  toutes  les  fois 
(jn'oii  aurait  à  déterminer  une  courbe  d'après  une  pro- 
|u  i(''h''  (|n«'l('()n(|ue  de  son  rayon  de  courbure.  Cet  ordre 
de  ([ucslions  est  exactement  analogue  aux  problèmes 
pins  simples  qui  constituent  ce  que,  dans  l'origine  de 
l'analyse  transcendante,  on  appelait  la  Méthode  inverse 
(les  tangentes^  où  l'on  se  proposait  de  déterminer  une 
courbe  par  une  propriété  donnée  de  sa  tangente  en  un 
point  quelconque. 

Par  des  considérations  géométriques  plus  ou  moins 
compliquées,  analogues  à  celle  qui  fournit  les  dévelop- 
pées, les  géomètres  ont  déduit  d'une  même  courbe  pri- 
mitive quelconque  diverses  autres  courbes  secondaires, 
dont  les  équations  peuvent  être  obtenues  d'après  des 
procédés  semblables.  Les  plus  remarquables  d'entre 
elles  sont  les  caustiques  par  réflexion  ou  par  réfraction, 
dont  la  première  idée  est  due  à  Tschirnaiis^  quoique  Jac- 
ques Bernouilli  en  ait  seul  établi  la  véritable  tbéorie  gé- 
nérale. Ce  sont,  comme  on  sait,  des  courbes  formées  par 
l'intersection  continuelle  des  rayons  de  lumière  infini- 
ment voisins  qu'on  supposerait  réfléchis  ou  réfractés  par 
la  courbe  primitive.  En  partant  de  la  loi  géométrique  de 
la  réflexion  ou  de  la  réfraction  de  la  lumière,  consistant 
en  ce  que  l'angle  de  réflexion  est  égal  à  l'angle  d'inci- 
dence, ou  en  ce  que  le  sinus  de  l'angle  de  réfraction  est 
un  multiple  constant  et  connu  du  sinus  de  l'angle  d'in- 
cidence, il  est  évident  que  la  recherche  de  ces  caustiques 
se  réduit  à  une  pure  question  de  géométrie,  parfaite- 
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ment  semblable  à  celle  des  développées,  conçues  comme 
formées  par  l'intersection  continuelle  des  normales  infi- 
niment voisines.  Le  problème  se  résoudra  donc  analy- 
tiquement  en  suivant  une  marche  analogue,  au  sujet  de 
laquelle  toute  autre  indication  serait  ici  superflue.  Le 
calcul  sera  seulement  plus  laborieux,  surtout  si  les 
rayons  incidents  ne  sont  pas  supposés  parallèles  entre 
eux  ou  émanés  d'un  même  point. 

Les  développées,  les  caustiques,  et  toutes  les  autres 
lignes  déduites  d'une  même  courbe  principale  à  l'aide 
de  constructions  analogues,  sont  formées  par  les  inter- 
sections continuelles  de  droites  infiniment  voisines  sou- 
mises à  une  certaine  loi.  Mais  on  peut  aussi,  en  généra- 
lisant le  plus  possible  cette  considération  géométrique, 
concevoir  des  courbes  produites  par  l'intersection  conti- 
nuelle de  certaines  courbes  infiniment  voisines,  assu- 
jetties à  une  môme  loi  quelconque.  Cette  loi  consiste 
ordinairement  en  ce  que  toutes  ces  courbes  sont  repré- 
sentées par  une  équation  commune,  d'ailleurs  quelcon- 
que, d'oii  elles  dérivent  successivement  en  donnant  di- 
verses valeurs  à  une  certaine  constante  arbitraire.  On 
peut  alors  se  proposer  de  trouver  le  lieu  géométrique 
des  points  d  intersection  de  ces  courbes  consécutives, 
qui  correspondent  à  des  valeurs  infiniment  rapprochées 
de  cette  constante  arbitraire  conçue  comme  variant 
d'une  manière  continue.  Leibnitz  a  imaginé  le  premier 
les  recherches  de  cette  nature,  qui  ont  ensuite  été  fort 
étendues  par  Clairaut  et  surtout  par  Lagrange.  Pour 
traiter  le  cas  le  plus  simple,  celui  que  je  viens  de  carac- 
tériser exactement,  il  suffit  évidemment  de  différentier 
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r(M|ii;Hi(>n  générale  proposée  par  rapport  à  la  constante 
arhiliaii'e  (pie  l'on  considère,  et  d'éliminer  ensnite 
celle  conslanle  (Mitre  cette  équation  différentielle  et  l'é- 
quation priniilive;  on  obtiendra  ainsi,  entre  les  deux 
coordonnées  varial)les,  une  équation  indépendante  de 
cette  constante,  qui  sera  celle  de  la  courbe  cherchée, 
dont  la  forme  différera  souvent  beaucoup  de  celle  des 
courbes  génératrices.  Lagrange  a  établi,  au  sujet  de 
celle  relation  géométrique,  un  important  théorème  gé- 
néral, en  montrant  que,  sous  le  point  de  vue  analytique, 
la  courbe  ainsi  obtenue  et  les  courbes  génératrices  ont 
nécessairement  une  même  équation  différentielle,  dont 
l'intégrale  complète  représente  le  système  des  courbes 
génératrices,  tandis  que  sa  solution  singulière  corres- 
pond à  la  courbe  des  intersections. 

J'ai  considéré  jusqu'ici  la  théorie  de  la  courbure  des 
courbes  suivant  l'esprit  de  la  méthode  infinitésimale 
proprement  dite,  qui  s'adapte  en  effet  bien  plus  simple- 
ment qu'aucune  autre  à  toute  recherche  de  ce  genre.  La 
conception  de  Lagrange,  relativement  à  l'analyse  trans- 
cendante, présentait  surtout,  par  sa  nature,  de  grandes 
difficultés  spéciales  pour  la  solution  directe  d'une  telle 
question,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  dans  la  sixième 
leçon.  Mais  ces  difficultés  ont  si  heureusement  excité  le 
génie  de  Lagrange  qu'elles  l'ont  conduit  à  la  formation 
de  la  théorie  générale  des  contacts,  dont  l'ancienne 
théorie  du  cercle  osculateur  se  trouve  n'être  plus  qu'un 
cas  particulier  fort  simple.  Il  importe  au  but  de  cet  ou- 
vrage de  considérer  maintenant  cette  belle  conception, 
qui  est  peut-être,  sous  le  rapport  philosophique,  l'objet 
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le  plus  profondément  intéressant  que  puisse  offrir  jus- 
qu'ici la  géométrie  analytique. 

Comparons  une  courbe  quelconque  donnée  y~f  (x)  à 
une  autre  courbe  variable  5=f  (x)^  et  cherchons  à  nous 
former  une  idée  précise  des  divers  degrés  d'intimité  qui 
pourront  exister  entre  ces  deux  courbes,  en  un  point 
commun,  suivant  les  relations  qu'on  supposera  entre  la 
fonction  f  et  la  fonction  /.  Il  suffira  pour  cela  de  consi- 
dérer la  distance  verticale  des  deux  courbes  en  un  autre 
point  de  plus  en  plus  rapproché  du  premier,  afin  de  la 
rendre  successivement  la  moindre  possible,  eu  égard  à 
la  corrélation  des  deux  fonctions.  Si  h  désigne  l'accrois- 
sement qu'éprouve  Fabscisse  en  passant  à  ce  nouveau 
point,  cette  distance,  qui  est  égale  à  la  différence  des 
deux  ordonnées  correspondantes,  pourra  être  déve- 
loppée, d'après  la  formule  de  Taylor,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  h,  et  aura  pour  expression  la 
série, 

+(/■"' etc. 

En  concevant,  ce  qui  est  évidemment  toujours  possible, 
h  tellement  petit,  que  le  premier  terme  de  cette  série 
soit  supérieur  k  la  somme  de  tous  les  autres,  il  est  clair 
que  la  courbe  z  aura  avec  la  courbe  //  un  rapprochement 
d'autant  plus  intime,  que  la  nature  de  la  fonction  va- 
riable <f  permettra  de  supprimer  un  plus  grand  nombre 
de  termes  dans  ce  développement,  à  partir  du  premier. 
Le  degré  d'intimité  des  deux  courbes  sera  donc  exacte- 
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iiiciil  a|t|)i"('ci(',  sous  le  point  dv  vue  analytique,  par  le 
nombre  plus  ou  moins  grand  de  fonctions  dérivées  suc- 
ressivos  de  leurs  ordonnées  qui  auront  la  même  valeur 
au  |)oint  que  l'on  considère.  De  là,  l'importante  concep- 
tion générale  des  divers  ordres  de  contacts  plus  ou 
inoins  parfaits,  dont  la  notion  du  cercle  osculateur  com- 
paré aux  cercles  simplement  tangents  n'avait  présenté 
jusqu'alors  qu'un  seul  exemple  particulier.  Ainsi,  après 
la  simple  intersection,  le  premier  degré  de  rapprochement 
entre  deux  courbes  a  lieu  quand  les  premières  dérivées  de 
leurs  ordonnées  sont  égales;  c'est  le  contact  du  premier 
ordre,  ou  ce  qu'on  appelle  ordinairement  le  simple  con- 
tact, parce  qu'il  a  été  longtemps  le  seul  connu.  Le  con- 
tact du  second  ordre  exige  de  plus  que  les  secondes  dé- 
rivées des  fonctions  /  et  ^  soient  égales  :  en  y  joignant 
encore  l'égalité  de  leurs  troisièmes  dérivées,  on  consti- 
tue un  contact  du  troisième  ordre ^  et  ainsi  de  suite  à 
l'infini.  Au-delà  du  premier  ordre,  les  contacts  portent 
souvent  le  nom  à'osculations  du  premier  ordre,  du  se- 
cond ordre,  etc. 

Les  contacts  du  premier  et  du  second  ordre  peuvent 
être  caractérisés  géométriquement  par  une  observation 
fort  simple,  en  ce  qu'il  résulte  évidemment  que  les  deux 
courbes  comparées  ont  au  point  commun,  dans  un  cas, 
la  même  tangente,  et,  dans  l'autre,  le  même  cercle  de 
courbure,  puisque  la  tangente  à  chaque  courbe  dépend 
de  la  première  dérivée  de  son  ordonnée,  et  le  cercle  de 
courbure,  des  deux  premières  dérivées  successives. 
Mais  cette  considération  ne  conviendrait  plus  au-delà 
du  second  ordre  pour  déterminer  l'idée  géométrique  du 
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contact.  Lagrang-e  s'est  borné,  sous  ce  rapport,  à  assi- 
gner le  caractère  général  qui  résulte  immédiatement  de 
l'analyse  ci-dessus  indiquée,  et  qui  consiste  en  ce  que, 
lorsque  la  courbe  z  est  déterminée  de  manière  à  avoir 
avec  la  courbe  y  un  contact  de  l'ordre  produit  analy- 
tiquement  par  l'égalité  de  toutes  les  fonctions  dérivées 
jusqu'à  celle  de  l'ordre  ?iy  aucune  autre  courbe  de 
même  nature  que  la  précédente,  mais  qui  ne  satisferait 
qu'à  un  moindre  nombre  de  conditions  analytiques,  et 
qui,  par  conséquent,  n'aurait  avec  la  courbe  y  qu'un 
contact  moins  intime,  ne  pourrait  passer  entre  les  deux 
courbes,  puisque  l'intervalle  de  celles-ci  a  reçu  la  plus 
petite  valeur  dont  il  était  susceptible  d'après  une  telle 
relation  des  deux  équations. 

Lorsqu'on  a  particularisé  la  nature  de  la  courbe  z 
ainsi  comparée  à  une  courbe  quelconque  donnée  t/, 
l'ordre  du  contact  le  plus  intime  qu'elle  peut  avoir  avec 
celle-ci  dépend  évidemment  du  nombre  plus  ou  moins 
grand  de  constantes  arbitraires  que  renferme  son  équa- 
tion la  plus  générale,  un  contact  de  l'ordre  exigeant 
n-\-  \  conditions  analytiques,  qui  ne  sauraient  éire  rem- 
plies qu'avec  un  pareil  nombre  de  constantes  dispo- 
nibles. Par  conséquent,  une  ligne  droite,  dont  l'équation 
la  plus  générale  contient  seulement  deux  constantes  ar- 
bitraires, ne  peut  avoir  avec  une  courbe  quelconque 
(ju'un  contact  du  premier  ordre  :  d'où  découle  la  tliéorie 
ordinaire  des  tangenles.  L'équation  du  cercle  renfer- 
mant, en  général,  trois  constantes  arbitraires,  le  cercle 
peut  avoir  avec  une  courbe  quelconque  un  contact  du 
second  ordre,  et  de  là  résulte,  comme  cas  particulier. 
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ranri»Mino  tliéorio  du  cercle  osculatenr.  En  considérant 
une  parabole,  comme  il  y  a  quatre  constantes  arbi- 
trai les  dans  son  équation  la  plus  complète  et  la  plus 
sini|)le,  elle  est  susceptible,  comparée  à  toute  autre 
courl)(\  d'une  intimité  plus  profonde,  qui  peut  aller  jus- 
([u'au  contact  du  troisième  ordre  :  de  même,  une  ellipse 
comporterait  un  contact  du  quatrième  ordre,  etc. 

La  considération  précédente  est  propre  à  suggérer  une 
interprétation  géométrique  de  cette  théorie  générale  des 
contacts,  qui  me  semble  destinée  à  compléter  le  travail 
de  Lagrange,  en  assignant,  pour  définir  directement  les 
divers  ordres  de  contacts,  un  caractère  concret  plus 
simple  et  plus  clair  que  celui  indiqué  par  Lagrange.  En 
effet,  ce  nombre  plus  ou  moins  grand  de  constantes  arbi- 
traires contenues  dans  une  équation  a  pour  signification 
géométrique,  comme  nous  l'avons  établi  en  commen- 
çant cette  leçon,  le  nombre  des  points  nécessaires  à  Ten- 
tière  détermination  de  la  courbe  correspondante,  lequel 
se  trouve  ainsi  marquer  le  degré  d'intimité  dont  cette 
courbe  est  susceptible  relativement  à  toute  autre.  Or, 
d'un  autre  côté,  la  loi  analytique  qui  exprime  ce  conctact 
par  l'égalité  d'un  pareil  nombre  de  dérivées  successives 
des  deux  ordonnées  indique  évidemment  que  les  deux 
courbes  ont  alors  autant  de  points  infiniment  voisins 
communs;  puisque,  d'après  la  nature  des  différentielles, 
il  est  clair  que  la  différence  de  l'ordre  n  dépend  de  la 
comparaison  de  n  +  1  ordonnées  consécutives.  On  peut 
donc  se  faire  directement  une  idée  nette  des  divers 
ordres  de  contacts,  en  disant  qu'ils  consistent  dans  la 
communauté  d'un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  points 
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infiniment  voisins  entre  les  deux  courbes.  En  termes 
plus  rigoureux,  on  définirait,  par  exemple,  l'ellipse 
osculatrice  au  troisième  ordre,  en  la  regardant  comme 
la  limite  vers  laquelle  tendraient  les  ellipses  passant  par 
cinq  points  de  la  courbe  proposée,  à  mesure  que  quatre 
de  ces  points  supposés  mobiles  se  rapprocheraient  indé- 
finiment du  cinquième  supposé  fixe. 

Cette  théorie  générale  des  contacts  est  évidemment 
propre,  par  sa  nature,  à  fournir  une  connaissance  de 
plus  en  plus  profonde  de  la  courbure  d'une  courbe  quel- 
conque, en  lui  comparant  successivement  diverses 
courbes  connues,  susceptibles  d'un  contact  de  plus  en 
plus  intime  ;  ce  qui  permettrait  de  rendre  aussi  exacte 
qu'on  voudrait  ]a  mesure  de  la  courbure,  en  changeant 
convenablement  le  terme  de  comparaison.  Ainsi,  il  est 
clair,  d'après  les  considérations  précédentes,  que  l'assi- 
milation de  tout  arc  de  courbe  infiniment  petit  à  un  arc 
de  parabole  en  ferait  connaître  la  courbure  avec  plus 
de  précision  que  par  l'emploi  du  cercle  osculateur;  et  la 
comparaison  avec  l'ellipse  procurerait  encore  plus 
d'exactitude,  etc.;  en  sorte  qu'en  destinant  chaque  type 
primitif  à  approfondir  l'étude  du  type  suivant,  on  pour- 
rait perfectionner  à  l'infini  la  théorie  des  courbes.  Mais 
la  nécessité  d'avoir  une  connaissance  nette  et  familière 
de  la  courbe  ainsi  adoptée  comme  unité  de  courbure  dé- 
termine les  géomètres  à  renoncer  à  cette  haute  perfec- 
tion spéculative,  pour  se  contenter,  en  réalité,  de  com- 
parer toutes  les  courbes  au  cercle  seulement,  en  vertu 
de  l'uniformité  de  courbure,  propriété  caractéristique 
du  cercle.  Aucune  autre  courbe,  en  effet,  ne  peut  être 
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i  ('i^ai'tl('(»,  sons  vo  i-apporl  ,  coiiimo  assez  simple  et  assez 
coimuc  poui'  pouvoii'  rire  iililemenL  employée,  quoique 
l'on  n'ii;nor(»  [)lus  (jiie  le  eercle  n'est  pas  l'unité  de  cour- 
hure  la  plus  eonvenal)le  abstraitement.  Lagrange  s'est 
(loue  hoiiu'  (léfiiiil ivcMueiil  à  déduire  de  sa  conception 
générale  la  (liéorie  du  cercle  osculateur,  ainsi  présentée 
sous  un  point  de  vue  purement  analytique.  Il  est  même 
l'cmarquable  que  de  cette  seule  considération  il  ait  pu 
conclure  avec  facilité  les  deux  propriétés  fondamentales 
ci-dessus  indiquées  pour  les  développées,  que  la  simple 
analyse  paraissait  d'abord  si  peu  propre  à  établir. 

J'ai  cru  devoir  considérer  la  théorie  des  contacts  des 
courbes  dans  sa  plus  grande  extension  spéculative,  afin 
d'en  faire  saisir  convenablement  le  véritable  caractère. 
Quoiqu'on  doive  la  réduire  finalement  à  la  seule  déter- 
minacion  effective  du  cercle  osculateur,  il  y  a,  sans 
doute,  sous  le  rapport  philosophique,  une  profonde  diffé- 
rence entre  concevoir  cette  dernière  considération,  pour 
ainsi  dire,  comme  le  dernier  terme  des  efforts  de  l'esprit 
humain  dans  Fétude  des  courbes,  ainsi  qu'on  le  faisait 
avant  Lagrange,  et  n'y  voir,  au  contraire,  qu'un  simple 
cas  particulier  d'une  théorie  générale  très  étendue,  à 
l'examen  duquel  on  doit  habituellement  se  borner,  en 
sachant  néanmoins  que  d'autres  comparaisons  pour- 
raient perfectionner  davantage  la  doctrine  géométri- 
que. 

Après  avoir  envisagé  les  principales  questions  de 
géométrie  générale  relatives  aux  propriétés  des  courbes, 
il  me  reste  à  signaler  celles  qui  se  rapportent  aux  recti- 
fications et  aux  quadratures,  dans  lesquelles  consiste 
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proprement,  suivant  l'explication  donnée  dans  la  dixième 
leçon,  le  but  définitif  de  la  science  géométrique.  Mais 
ayant  eu  occasion  précédemment  [voyez  la  6"""  leçon) 
d'établir  les  formules  générales  qui  expriment,  à  l'aide 
de  certaines  intégrales ,  la  longueur  et  l'aire  d'une 
courbe  plane  quelconque  dont  l'équation  rectiligne  est 
donnée,  et  devant,  d'ailleurs,  m'interdire  ici  toute  appli- 
cation à  aucune  courbe  particulière,  cette  partie  impor- 
tante du  sujet  se  trouve  suffisamment  traitée.  Je  me 
bornerai  seulement  à  indiquer  les  formules  propres  à 
déterminer  l'aire  et  le  volume  des  corps  produits  par  la 
révolution  des  courbes  planes  autour  de  leurs  axes. 

Supposons,  comme  on  peut  évidemment  toujours  le 
faire,  que  l'axe  de  rotation  soit  pris  pour  axe  des 
abscisses  ;  et,  suivant  l'esprit  de  la  métliode  infinitésimale 
proprement  dite,  la  seule  bien  convenable  jusqu'ici  aux 
rechercbes  de  cette  nature,  concevons  que  l'abscisse 
augmente  d'une  quantité  infiniment  petite  ;  cet  accrois- 
sement déterminera  dans  l'arc  et  dans  l'aire  do  la  courbe 
des  augmentations  différentielles  analogues  qui,  par  la 
révolution  autour  de  l'axe,  engendreront  les  éléments 
de  la  surface  et  du  volume  cberchés.  Il  est  aisé  de  voir 
que,  en  négligeant  seulement  un  infiniment  petit  du  se- 
cond ordre  tout  au  plus ,  on  pourra  regarder  ces  élé- 
ments comme  égaux  à  la  surface  et  au  volume  du  tronc 
de  cône  ou  du  cylindre  correspondant,  ayant  pour  bauteur 
la  différentielle  de  l'abscisse,  et  pour  rayon  de  sa  base 
l'ordonnée  du  point  considéré.  D'après  cela,  (^n  appelant 
»S'  et  V  \\\  surface  etbï  volume  demandés,  les  plus  simples 
proposilions  de  la  géométrie  élémentaire  fourniront 
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iimiicdlalriiKMil  les  équalioiis  différentielles  générales 

d  S —  '±7:  j/ d  X  ^  dV=ny'^dx. 

Ainsi,  lorsque  la  relation  entre  y  et  x  sera  donnée  dans 
clKKjue  cas  particulier,  les  valeurs  de  S  et  de  F  seront 


prises  entre  les  limites  convenables.  Telles  sont  les  for- 
mules invariables  d'après  lesquelles,  depuis  Leibnitz, 
les  géomètres  ont  résolu  un  grand  nombre  de  questions 
de  ce  genre,  quand  les  progrès  du  calcul  intégral  l'ont 
permis. 

On  pourrait  aussi  comprendre  au  nombre  des  recber- 
clies  de  géométrie  générale  à  deux  dimensions,  l'im- 
portante détermination  des  centres  de  gravité  des  arcs 
ou  des  aires  appartenant  à  des  courbes  quelconques, 
quoique  cette  considération  ait  son  origine  dans  la  mé- 
canique rationnelle.  Car,  en  définissant  le  centre  de  gra- 
vité comme  étant  le  centre  des  moyennes  distances,  c'est- 
à-dire  un  point  dont  la  distance  à  un  plan  ou  à  un  axe 
quelconque  est  la  moyenne  arithmétique  entre  les  dis- 
tances de  tous  les  points  du  corps  à  ce  plan  ou  à  cet 
axe,  il  est  clair  que  cette  question  devient  purement  géo- 
métrique et  peut  être  traitée  sans  aucun  recours  à  la 
mécanique.  Mais,  malgré  une  telle  considération,  dont 
nous  reconnaîtrons  plus  tard  l'importance  pour  généra- 
liser suffisamment  et  avec  facilité  la  notion  du  centre  de 
gravité,  il  est  certain,  d'un  autre  côté,  que  la  destination 
essentielle  de  cette  recherche  doit  continuer  à  la  faire 
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classer  plus  convenablement  parmi  les  questions  de  mé- 
canique; quoique,  par  sa  nature  propre,  et  aussi  par  le 
caractère  analytique  de  la  méthode  correspondante,  elle 
appartienne  réellement  à  la  géométrie,  ce  qui  m'a  en- 
gag^é  à  l'indiquer  ici  par  anticipation. 

Telles  sont  les  principales  questions  fondamentales 
dont  se  compose  le  système  actuel  de  notre  géométrie 
générale  à  deux  dimensions.  On  voit  que,  sous  le  rap- 
port analytique,  elles  peuvent  être  nettement  distinguées 
en  trois  classes  :  la  première,  comprenant  les  recherches 
géométriques  qui  dépendent  seulement  de  l'analyse  or- 
dinaire ;  la  seconde,  celles  dont  la  solution  exige  l'em- 
ploi du  calcul  différentiel;  la  troisième,  enfin,  celles 
qui  ne  peuvent  être  résolues  qu'à  l'aide  du  calcul  inté- 
gral. 

Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  sous  le  même 
aspect,  dans  la  leçon  suivante,  l'ensemble  de  la  géo- 
métrie générale  à  trois  dimensions. 
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l>e  lu  géométrie  générale  it  trois  dimensions. 

L'étude  des  surfaces  se  compose  d'une  suite  de  ques- 
tions générales  exactement  analogues  à  celles  indiquées 
dans  la  leçon  précédente  par  rapport  aux  lignes.  Il  est 
inutile  de  considérer  ici  distinctement  celles  qui  ne  dé- 
pendent que  de  l'analyse  ordinaire,  car  elles  se  résol- 
vent par  des  méthodes  essentiellement  semblables  ;  soit 
qu'il  s'agisse  de  connaître  le  nombre  des  points  néces- 
saires à  l'entière  détermination  d'une  surface,  soit  qu'on 
s'occupe  de  la  recherche  des  centres,  soit  qu'on  de- 
mande les  conditions  précises  de  la  similitude  entre  deux 
surfaces  du  même  genre,  etc.  Il  n'y  a  d'autre  différence 
analytique  que  d'envisager  des  équations  à  trois  varia- 
bles au  lieu  d'équations  à  deux  variables.  Je  passe  donc 
immédiatement  aux  questions  qui  exigent  l'emploi  de 
l'analyse  transcendante,  en  insistant  seulement  sur  les 
considérations  nouvelles  qu'elles  présentent  relative- 
ment aux  surfaces. 

La  première  théorie  générale  est  celle  des  plans  tan- 
gents. En  se  servant  de  la  méthode  infinitésimale  pro- 
prement dite,  on  peut  aisément  trouver  l'équation  du 
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plan  qui  touche  une  surface  quelconque  en  un  point 
donné,  et  qui  est  alors  défini  comme  coïncidant  avec  la 
surface  dans  une  étendue  infiniment  petite  tout  autour  du 
point  de  contact.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  que, 
afin  de  remplir  une  telle  condition,  l'accroissement  infi- 
niment petit  reçu  par  l'ordonnée  verticale  en  résultat 
des  accroissements  infiniment  petits  des  deux  coordon- 
nées horizontales  doit  être  le  même  pour  le  plan  que 
pour  la  surface,  et  cela  indépendamment  d'aucune  rela- 
tion déterminée  entre  ces  deux  derniers  accroissements, 
sans  quoi  la  coïncidence  n'aurait  pas  lieu  en  tout  sens. 
D'après  cette  idée,  l'analyse  donne  immédiatement 
l'équation  générale  : 

Hr'  flz' 

z—z'=-^{x—x')^  —  {y— y') 

pour  celle  du  plan  tangent,  x\  ?/,  désignant  les  coor- 
données du  point  de  contact.  La  détermination  de  ce 
plan,  dans  chaqiie  cas  particulier,  se  trouve  ainsi  ré- 
duite à  une  simple  différentiation  de  l'équation  de  la 
surface  proposée. 

On  peut  aussi  obtenir  cette  équation  générale  du  plan 
tangent,  en  faisant  dépendre  sa  recherche  de  la  seule 
théorie  des  tangentes  aux  courbes  planes.  11  faut,  pour 
cela,  considérer  ce  plan,  ainsi  qu'on  le  fait  habituelle- 
ment en  géométrie  descriptive,  comme  déterminé  par 
les  tangentes  à  deux  sections  planes  quelconques  de  la 
surface  passant  au  point  donné.  En  choisissant  les  plans 
de  ces  sections  parallèles  à  deux  des  plans  coordonnés, 
on  parvient  sur-le-champ  à  l'équation  précédente.  Cette 
manière  de  concevoir  le  plan  tangent  donne  lieu  d'éta- 
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1)1  ir  facilemoiil  un  important  théorème  de  géométrie 
i^éiH'i  ale,  que  Monge  a  démontré  le  premier,  et  qui  con- 
sislt»  en  ce  que  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  qu'on 
peut  tracer  en  un  môme  point  sur  une  surface  quel- 
conque sont  toujours  comprises  dans  un  même  plan. 

Enfin,  il  (\st  encore  possible  de  parvenir  à  l'équation 
générale  du  plan  tangent  en  le  considérant  comme  per- 
pendiculaire à  la  normale  correspondante,  et  définissant 
celle-ci  par  sa  propriété  géométrique  directe  d'être  le 
chemin  maximu7n  ou  minimum  pour  aller  d'un  point 
extérieur  à  la  surface.  La  méthode  ordinaire  AQS>maxima 
et  minima  suffit  pour  former,  d'après  cette  notion,  les 
deux  équations  de  la  normale,  en  appliquant  cette  mé- 
thode à  l'expression  de  la  distance  entre  les  deux  points, 
l'un  situé  sur  la  surface,  l'autre  extérieur,  dont  le  pre- 
mier, conçu  comme  variable,  est  ensuite  supposé  fixe 
quand  les  conditions  analytiques  ont  été  exprimées, 
tandis  que  le  second,  primitivement  constant,  est  alors 
envisagé  comme  mobile,  et  décrit  la  droite  cherchée. 
Les  équations  de  la  normale  une  fois  obtenues,  on  en 
déduit  aisément  celle  du  plan  tangent.  Cette  ingénieuse 
manière  de  l'établir  est  également  due  à  Monge. 

La  question  fondamentale  que  nous  venons  d'exa- 
miner devient,  comme  dans  le  cas  des  courbes,  la  base 
d'un  grand  nombre  de  recherches  relatives  à  la  déter- 
mination du  plan  tangent,  lorsqu'on  remplace  le  point 
de  contact  donné  par  d'autres  conditions  équivalentes. 
Le  plan  tangent  ne  peut  point  évidemment  être  déter- 
miné par  un  seul  point  donné  extérieur,  comme  l'est  la 
tangente  :  il  faut  l'assujettir  à  contenir  une  droite  don- 
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née;  à  cela  près,  Tanalogie  est  parfaite,  et  les  deux 
questions  se  résolvent  de  la  même  manière.  Il  en  est  de 
même  si  le  plan  tangent  doit  être  parallèle  à  un  plan 
donné,  ce  qui  fixe  la  valeur  des  deux  constaates  qui  as- 
signent sa  direction,  et  par  suite  détermine  les  coor- 
données du  point  de  contact,  dont  ces  constantes  sont, 
pour  chaque  surface  désignée,  des  fonctions  connues. 
Enfin  on  peut  aussi  trouver  comme  dans  les  courbes,  la 
relation  analytique  qui  exprime  généralement  le  simple 
phénomène  du  contact  entre  un  plan  et  une  surface, 
sans  spécifier  le  lieu  de  ce  contact;  d'où  résulte  pareille- 
ment la  solution  de  plusieurs  questions  relatives  aux 
plans  tangents,  entre  autres  celle  qui  consiste  à  déter- 
miner un  plan  qui  touche  à  la  fois  trois  surfaces  quel- 
conques données,  recherche  analogue  à  celle  de  la  tan- 
gente commune  à  deux  courbes. 

La  théorie  générale  des  contacts  plus  ou  moins  intimes 
qui  peuvent  exister  entre  deux  surfaces  quelconques  par 
suite  des  relations  plus  ou  moins  nombreuses  de  leurs 
équations  se  forme  d'après  une  méthode  exactement 
semblable  à  celle  indiquée  dans  la  leçon  précédente  re- 
lativement aux  courbes,  en  exprimant,  à  l'aide  de  la 
série  de  Taylor  pour  les  fonctions  de  deux  variables,  la 
distance  verticale  des  deux  surfaces  en  un  second  point 
voisin  de  leur  point  d'intersection,  et  dont  les  coordon- 
nées horizontales  auraient  reçu  deux  accroissements  h 
et  k  entièrement  indépendants  l'un  de  l'autre.  La  consi- 
dération de  cette  distance,  développée  selon  les  puis- 
sances croissantes  de  h  et  /<:,  et  dans  l'expression  de  la- 
quelle on  supprimera  successivement  les  termes  du  pre- 
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iiiicr  (lt'i;ro  en  h  ol,  /',  ensuite  ceux  du  second,  etc., 
délerHiiiiera  les  conditions  analytiques  des  contacts  de 
dirierenls  ordres  que  peuvent  avoir  les  deux  surfaces 
suivant  le  plus  ou  moins  grand  nombre  de  constantes 
arbitraires  contenues  dans  l'équation  générale  de  celle 
«ju'on  regarde  comme  variable.  Mais,  malgré  la  confor- 
mité de  méthode,  cette  théorie  présentera  avec  celle  des 
courbes  une  différence  fondamentale  relativement  au 
nombre  de  ces  conditions,  par  suite  de  la  nécessité  où 
l'on  se  trouve  dans  ce  cas  de  considérer  deux  accroisse- 
ments indépendants  au  lieu  d'un  seul.  Il  en  résulte,  en 
effet,  que,  afin  que  chaque  contact  ait  lieu  dans  tous  les 
sens  possibles  autour  du  point  commun,  on  doit  annuler 
séparément  tous  les  différents  termes  du  même  degré 
correspondant,  et  dont  le  nombre  augmentera  d'autant 
plus  que  ce  degré  ou  l'ordre  du  contact  sera  plus  élevé. 
Ainsi,  après  la  condition  de  l'égalité  des  deux  or- 
données verticales  z  nécessaire  pour  la  simple  inter- 
section, on  trouvera  que  le  contact  du  premier  ordre 
exige,  en  outre,  deux  relations  distinctes,  consistant 
dans  l'égalité  respective  des  deux  fonctions  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  propres  à  chaque  ordonnée 
verticale.  En  passant  au  contact  du  second  ordre,  il 
faudra  ajouter  encore  trois  nouvelles  conditions,  à 
cause  des  trois  termes  distincts  du  second  degré  en 
//  et  k  dans  l'expression  de  la  distance,  et  dont  la  sup- 
pression complète  exigera  l'égalité  respective  des  trois 
fonctions  dérivées  partielles  du  second  ordre  relatives 
au  z  de  chaque  surface.  On  trouvera  de  la  même  ma- 
nière que  le  contact  du  troisième  ordre  donne  lieu  en 
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outre  à  quatre  autres  relations,  et  ainsi  de  suite,  le 
nombre  des  dérivées  partielles  de  chaque  ordre  res- 
tant constamment  égal  au  nombre  de  termes  en  A  et  ^ 
du  degré  correspondant.  Il  est  aisé  d'en  conclure,  en 
général,  que  le  nombre  total  des  conditions  distinctes 
nécessaires  au  contact  de  l'ordre  n,  a  pour  valeur 

(n  -j-  l)^(n-|-2)^  tandis  que  dans   les  courbes  il  était 

simplement  égal  à  ?i  -|-  1 . 

Par  suite  de  cette  seule  différence  essentielle,  la 
théorie  des  surfaces  est  loin  d'offrir  à  cet  égard  la  même 
facilité  et  de  comporter  la  même  perfection  que  celle  des 
courbes.  Quand  on  se  borne  au  contact  du  premier  or- 
dre, il  y  a  parité  complète,  puisque  ce  contact  n'exige 
que  trois  conditions,  auxquelles  on  peut  toujours  satis- 
faire à  l'aide  des  trois  constantes  arbitraires  que  ren- 
ferme l'équation  générale  d'un  plan  ;  de  là  résulte^ 
comme  cas  particulier,  la  théorie  des  plans  tangents, 
exactement  analogue  à  celle  des  tangentes  aux  courbes, 
et  présentant  la  même  utilité  pour  étudier  la  forme 
d'une  surface  quelconque.  Mais  il  n'en  est  plus  ainsi 
lorsqu'on  considère  le  contact  du  second  ordre,  afin  de 
mesurer  la  courbure  des  surfaces.  Il  serait  naturel  alors 
de  comparer  toutes  les  surfaces  à  la  sphère,  la  seule  qui 
présente  une  courbure  uniforme,  comme  on  compare 
toutes  les  courbes  au  cercle.  Or,  le  contact  du  second 
ordre  entre  deux  surfaces  exigeant  six  conditions, 
tandis  que  l'équation  la  plus  générale  d'une  sphère 
contient  seulement  quatre  constantes  arbitraires,  il  n'est 
pas  possible  de  trouver,  eu  chaque  point  d'une  surface 
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(jiit'lcoïKHK',  imo  sphère  qui  soit  complètement  oscula- 
Irice  (Ml  (ous  sens,  au  lieu  que  nous  avons  vu  un  arc  de 
com  be  infiniment  petit  pouvoir  toujours  être  assimilé  à 
nii  certain  arc  de  cercle.  D'après  cette  impossibilité  de 
nicsui'ei'  la  ('ourbure  d'une  surface  en  chaque  point  à 
r.ii(l(»  d'une  seule  splière,  les  géomètres  ont  déterminé 
h;s  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  qui, 
au  lieu  d'être  osculatrice  en  tous  sens  indistinctement, 
le  serait  seulement  dans  une  certaine  direction  particu- 
lière, correspondante  à  un  rapport  donné  entre  les  deux 
accroissements  h  et  h.  11  suffit  alors,  en  effet,  pour  éta- 
blir ce  contact  du  second  ordre  relatif,  d'ajouter,  aux 
trois  conditions  ordinaires  du  contact  du  premier  ordre, 
la  condition  unique  qui  résulte  de  la  suppression  totale 
des  termes  du  second  degré  en  h  et  k  envisagés  collecti- 
vement, sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  annuler  chacun 
séparément;  le  nombre  des  relations  se  trouve  par  là 
seulement  égal  à  celui  des  constantes  disponibles  ren- 
fermées dans  l'équation  générale  de  la  sphère,  qui  est 
ainsi  déterminée.  Ce  procédé  se  réduit  proprement  à  étu- 
dier la  courbure  d'une  surface  en  chaque  point  par  celle 
des  différentes  courbes  que  tracerait  sur  cette  surface 
une  suite  de  plans  menés  par  la  normale  correspon- 
dante. 

D'après  la  formule  générale  qui  exprime  le  rayon 
de  courbure  de  chacune  de  ces  sections  normales  en 
fonction  de  sa  direction,  Euler,  auquel  est  essentielle- 
ment due  toute  cette  théorie,  a  découvert  plusieurs  théo- 
rèmes importants  relatifs  à  une  surface  quelconque.  Il  a 
d'abord  aisément  établi  que,  parmi  toutes  les  sections 
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normales  d'une  surface  en  un  même  point,  on  en  pou- 
vait distinguer  deux  principales,  dont  la  courbure,  com- 
parée à  celle  de  toutes  les  autres,  était  un  minimum 
pour  la  première,  et  un  maximum,  pour  la  seconde,  et 
dont  les  plans  présentent  cette  circonstance  remarquable 
d'être  coustamment  perpendiculaires  entre  eux.  11  a  fait 
voir  ensuite  que,  quelle  que  pût  être  la  surface  pro- 
posée, et  sans  qu'il  fut  même  nécessaire  de  la  définir, 
la  courbure  de  ces  deux  sections  principales  suffisait 
seule  pour  déterminer  complètement  celle  d'une  autre 
section  normale  quelconque,  à  l'aide  d'une  formule  in- 
variable et  très  simple,  d'après  l'inclinaison  du  plan 
de  cette  section  sur  celui  de  la  section  de  plus  grande 
ou  de  plus  petite  courbure.  En  considérant  cette  for- 
mule comme  l'équation  polaire  d'une  certaine  courbe 
plane,  il  en  a  déduit  une  ingénieuse  construction,  émi- 
nemment remarquable  par  sa  généralité  et  par  sa  simpli- 
cité. Elle  consiste  en  ce  que,  si  l'on  construit  une  ellipse 
telle  que  les  distances  d'un  de  ses  foyers  aux  deux  ex- 
trémités du  grand  axe  soient  égales  aux  deux  rayons  de 
courbure  maximum  et  minimum,  le  rayon  de  courbure 
de  toute  autre  section  normale  sera  égal  à  celui  des 
rayons  vecteurs  de  l'ellipse  qui  fera  avec  l'axe  un  angle 
double  de  l'inclinaison  du  plan  de  cette  section  sur  celui 
d'une  des  sections  principales.  Cette  ellipse  se  cbangeen 
une  hyperbole  construite  de  la  même  manière,  (juand 
les  deux  sections  principales  ne  tournent  pas  leur  con- 
cavité dans  le  même  sens  :  enfin  elle  devient  une  para- 
bole, lorsque  la  surface  est  du  genre  de  celles  qui  peu- 
vent être  engendrées  par  une  ligne  droite,  ou  qu'elle 
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présenh'  une  inflcrion  an  point  que  l'on  considère.  De 
(••'lté  belle  propriété  fondamentale,  on  a  conclu  plus  tard 
un  i^iand  nombre  de  théorèmes  secondaires  plus  ou 
moins  intéressants,  que  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'indi- 
quer. Je  dois  seulement  signaler  le  théorème  essentiel 
pai"  lequel  Meunier  a  complété  le  travail  d'Euler,  en  rat- 
tachant la  courbure  de  toutes  les  courbes  quelconques 
qui  peuvent  être  tracées  sur  une  surface  en  un  même 
point,  à  celle  des  sections  normales,  les  seules  qu'Euler 
eût  considérées.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  le 
centre  de  courbure  de  toute  section  oblique  peut  être 
envisagé  comme  la  projection  sur  le  plan  de  cette  sec- 
tion, du  centre  de  courbure  correspondant  à  la  section 
normale  qui  passerait  par  la  même  tangente  :  d'où  Meu- 
nier a  déduit  une  construction  fort  simple,  d'après  la- 
quelle, par  l'emploi  d'un  cercle  analogue  à  l'ellipse 
d'Euler,  on  détermine  la  courbure  des  sections  obliques, 
connaissant  celle  des  sections  normales;  en  sorte  que, 
parla  combinaison  des  deux  théorèmes,  la  seule  cour- 
bure des  deux  sections  normales  principales  suffit  pour 
obtenir  celle  de  toutes  les  autres  courbes  qu'on  peut 
tracer  sur  une  surface  d'une  manière  quelconque  en 
chaque  point  considéré. 

La  théorie  précédente  permet  d'étudier  complètement, 
point  par  point,  la  courbure  d'une  surface  quelconque. 
Afin  de  lier  plus  aisément  entre  elles  les  considérations 
relatives  aux  divers  points  d'une  môme  surface,  les  géo- 
mètres ont  cherché  à  déterminer  ce  qu'ils  appellent  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface,  c'est-à-dire,  celles  qui 
jouissent  de  la  propriété  que  les  normales  consécutives 
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à  la  surface  peuvent  y  être  regardées  comme  comprises 
dans  un  même  plan.  En  chaque  point  d'une  surface 
quelconque,  il  existe  deux  de  ces  lignes,  qui  se  trou- 
vent être  constamment  perpendiculaires  entre  elles,  et 
dont  les  directions  coïncident  à  leur  origine  avec  celle 
des  deux  sections  normales  principales  considérées  ci- 
dessus,  ce  qui  peut  dispenser  d'envisager  distinctement 
ces  dernières.  La  détermination  de  ces  lignes  de  cour- 
bure s'effectue  très  simplement  sur  les  surfaces  les  plus 
usuelles,  telles  que  les  surfaces  cylindriques,  coniques, 
et  de  révolution.  Cette  nouvelle  considération  fonda- 
mentale est  d'ailleurs  devenue  le  point  de  départ  de  plu- 
sieurs autres  recherches  générales  moins  importantes, 
comme  celles  des  sur/aces  de  courbure,  qui  sont  les 
lieux  géométriques  des  centres  de  courbure  des  diverses 
sections  principales  ;  celle  des  surfaces  développables 
formées  par  les  normales  à  la  surface  menées  aux  diffé- 
rents points  de  chaque  ligne  de  courbure,  etc. 

Pour  terminer  l'examen  de  la  théoi  ie  de  la  courbure, 
il  me  reste  à  indiquer  sommairement  ce  qui  se  rapporte 
aux  courbes  à  double  courbure,  c'est-à-dire,  à  celles  qui 
ne  peuvent  être  contenues  dans  un  plan. 

Quant  à  la  détermination  de  leurs  tangentes,  elle 
n'offre  évidemment  aucune  difficulté.  Si  la  courbe  est 
donnée  analytiquement  par  les  équations  de  ses  projec- 
tions sur  deux  des  plans  coordonnés,  les  équations  de  sa 
tangente  seront  simplement  celles  des  tangentes  à  ces 
deux  projections,  ce  qui  fait  rentrer  la  question  dans  le 
cas  des  courbes  planes.  Si,  sous  un  point  de  vue  plus 
général,  la  définition  analytique  de  la  courbe  consiste, 
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ainsi  (jut»  riiidirjiie  la  douzième  leçon,  dans  le  système 
dos  équations  des  deux  surfaces  quelconques  dont  elle 
serait  Tintersection,  on  regardera  la  tangente  comme 
étant  rintcrsection  des  plans  tangents  à  ces  deux  sur- 
faces, et  le  problème  sera  ramené  à  celui  du  plan  tan- 
gent, résolu  ci-dessus. 

La  courbure  des  courbes  de  cette  nature  donne  lieu  à 
l'établissement  d'une  notion  nouvelle  fort  importante. 
En  effet,  dans  une  courbe  plane,  la  courbure  se  trouve 
être  suffisamment  appréciée  en  mesurant  l'inflexion  plus 
ou  moins  grande  des  éléments  consécutifs  les  uns  sur 
les  autres,  qui  est  estimée  indirectement  parle  rayon  du 
cercle  osculateur.  Mais  il  n'en  est  nullement  ainsi  dans 
une  courbe  qui  n'est  point  plane.  Les  éléments  consécu- 
tifs n'étant  plus  alors  contenus  dans  un  même  plan,  on 
ne  peut  avoir  une  idée  exacte  de  la  courbure  qu'en 
considérant  distinctement  les  angles  qu'ils  forment  entre 
eux  et  aussi  les  inclinaisons  mutuelles  des  plans  qui  les 
comprennent.  Il  faut  donc,  avant  tout,  commencer  par 
fixer  ce  qu'on  doit  entendre  à  chaque  instant  par  le  plan 
de  la  courbe,  c'est-à-dire,  celui  que  déterminent  trois 
points  infiniment  voisins,  et  qu'on  appelle,  pour  cette 
raison,  le  plan  osculateur^  qui  change  continuellement 
d'un  point  à  un  autre.  La  position  de  ce  plan  une  fois 
obtenue,  la  mesure  de  la  courbure  ordinaire,  à  l'aide  du 
cercle  osculateur,  ne  présente  plus  évidemment  aucune 
difficulté  nouvelle.  Quant  à  la  seconde  courbure,  elle 
est  estimée  par  l'angle  plus  ou  moins  grand  que  for- 
ment entre  eux  deux  plans  osculateurs  consécutifs,  et 
dont  il  est  aisé  de  trouver  généralement  l'expression  ana- 
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lytique .  Pour  établir  plus  d'analogie  entre  la  théorie  de 
cette  courbure  et  celle  de  la  première,  on  pourrait  égale- 
ment la  regarder  comme  mesurée  indirectement  d'après 
le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  qui  passerait  par  quatre 
points  infiniment  voisins  de  la  courbe  proposée,  et  dont 
l'équation  se  formerait  de  la  même  manière  que  celle 
du  plan  osculateur.  On  l'apprécie  ordinairement  par  la 
courbure  maximum  que  présente,  au  point  considéré,  la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  géométrique  de 
toutes  les  tangentes  à  la  courbe  proposée. 

Nous  devons  passer  maintenant  à  l'indication  des 
questions  de  géométrie  générale  à  trois  dimensions  qui 
dépendent  du  calcul  intégral;  elles  comprennent  la  qua- 
drature des  surfaces  courbes,  et  la  cubature  des  vo- 
lumes correspondants. 

Relativement  à  la  quadrature  des  surfaces  courbes,  il 
faut,  pour  établir  l'équation  différentielle  générale,  con- 
cevoir la  surface  partagée  en  éléments  plans  infiniment 
petits  dans  tous  les  sens,  par  quatre  plans  perpendicu- 
laires deux  à  deux  aux  axes  des  coordonnées  x  et  //. 
Chacun  de  ces  éléments,  situé  dans  le  plan  tangent  cor- 
respondant, aurait  évidemment  pour  projection  hori- 
zontale, le  rectangle  formé  par  les  différentielles  des 
deux  coordonnées  horizontales,  et  dont  l'aire  serait 
dxdy.  Cette  aire  donnera  celle  de  l'élément  lui-môme, 
d'après  un  théorème  élémentaire  fort  simple,  en  la  divi- 
sant par  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  le  plan  tangent 
avec  le  plan  des  xy.  On  trouvera  ainsi  que  l'expression 
de  cet  élément  est  généralement  : 
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C'est  donc  par  la  double  intégration  de  cette  formule 
ditïérontielle  à  deux  variables  qu'on  connaîtra,  dans 
chaque  cas  particulier,  l'aire  de  la  surface  proposée, 
autant  que  pourra  le  permettre  l'imperfection  actuelle 
du  calcul  intégral.  Les  limites  de  chaque  intégrale  suc- 
cessive seront  déterminées  par  la  nature  des  surfaces 
dont  l'intersection  avec  celle  que  l'on  considère  devra 
circonscrire  l'étendue  à  mesurer,  en  sorte  que,  dans 
l'application  de  cette  méthode  générale,  il  faudra  ap- 
porter un  soin  particulier  à  la  manière  de  fixer  les  cons- 
tantes arbitraires  ou  les  fonctions  arbitraires  intro- 
duites par  l'intégration. 

Relativement  à  la  cubature  des  volumes  terminés  par 
les  surfaces  courbes,  le  système  de  plans  à  l'aide  duquel 
nous  venons  de  différentier  l'aire  peut  aussi  servir  im- 
médiatement à  décomposer  le  volume  en  éléments  po- 
lyèdres. Il  est  clair,  en  effet,  que  l'espace  infiniment 
petit  du  second  ordre  compris  entre  ces  quatre  plans 
doit  être  envisagé,  suivant  l'esprit  de  la  méthode  infini- 
tésimale ,  comme  égal  au  parallélipipède  rectangle 
ayant  pour  hauteur  l'ordonnée  verticale  z  du  point  que 
l'on  considère  et  pour  base  le  rectangle  dxdy,  puisque 
leur  différence  est  évidemment  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre^,  moindre  que  dxdydz.  D'après  cela,  un 
des  plus  simples  théorèmes  de  la  géométrie  élémen- 
taire fournira  directement,  pour  l'expression  différen- 
tielle du  volume  cherché,  l'équation  générale 
d'^V=  z  dx  dy ; 
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d'où  Ton  déduira,  par  une  double  intégration,  dans 
chaque  cas  particulier,  la  valeur  effective  de  ce  volume, 
en  ayant  le  même  égard  que  précédemment  à  la  déter- 
mination des  limites  de  chaque  intégrale,  conformément 
à  la  nature  des  surfaces  qui  devront  circonscrire  latérale- 
ment le  volume  proposé. 

Sans  entrer  ici  dans  aucun  détail  relatif  à  la  solution 
définitive  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  questions 
fondamentales,  il  peut  être  utile  de  remarquer,  d'après 
les  équations  différentielles  précédentes,  une  analogie 
générale  et  singulière  qui  existe  nécessairement  entre 
elles,  et  qui  permettrait  de  transformer  toute  recherche 
relative  à  la  quadrature  en  une  recherche  correspon- 
dante relative  à  la  cubature.  On  voit,  en  effet,  que  les 
deux  équations  différentielles  ne  diffèrent  que  par  le 


changement  de  z  en  y/ -j-       -f-  1  en  passant  de  la 

seconde  à  la  première.  Ainsi  l'aire  d'une  surface  courbe 
quelconque  peut  être  regardée  comme  numériquement 
égale  au  volume  d'un  corps  terminé  par  une  surface 
dont  l'ordonnée  verticale  aurait  à  chaque  instant  pour 
valeur  la  sécante  de  l'angle  que  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal le  plan  tangent  correspondant  à  la  surface  primi- 
tive, les  limites  étant  d'ailleurs  supposées  respective- 
ment les  mômes. 

Pour  terminer  l'examen  philosophique  de  la  géomé- 
trie générale  à  trois  dimensions,  il  me  reste  à  considérer 
sommairement  labelh»  conception  fondamentale  établie 
par  Monge  relativement  à  la  classification  analytique 
des  surfaces  en  familles  naturelles,  qui  doit  être  re- 
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i^aidrc  conmie  le  porrccAioiuiement  le  plus  important 
(lu'ail  it'cii  la  science  géoniélrique  depuis  Descartes  et 
Leilmilz. 

Quand  on  se  propose  d'étudier,  sous  un  point  de  vue 
général,  les  propriétés  spéciales  des  diverses  surfaces, 
la  [)remière  difficulté  qui  se  présente  consiste  dans  l'ab- 
sence d'une  bonne  classification ,  déterminée  par  les  carac- 
tères géométriques  les  plus  essentiels,  et  d'ailleurs  suf- 
fisamment simple.  Dès  la  fondation  delà  géométrie  ana- 
lytique, les  géomètres  ont  été  involontairement  conduits 
à  classer  les  surfaces,  comme  les  courbes,  par  la  forme 
et  le  degré  de  leurs  équations,  seule  considération  qui 
s'offrît  d'elle-même  à  l'esprit  pour  servir  de  base  à  une 
distinction  dont  l'importance  n'avait  d'abord  été  nulle- 
ment sentie.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  ce  principe  de 
classification,  convenablement  applicable  aux  équations 
du  premier  et  du  second  degré,  ne  remplit  aucune  des 
conditions  principales  auxquelles  doit  satisfaire  un  tel 
travail.  En  effet,  on  sait  que  Newton,  en  discutant  l'équa- 
tion générale  du  troisième  degré  à  deux  variables,  pour 
se  borner  à  la  simple  énumération  des  diverses  courbes 
planes  qu'elle  peut  représenter,  a  reconnu  que,  bien 
qu'elles  fussent  toutes  nécessairement  indéfinies  en 
tout  sens,  on  devait  en  distinguer  74  espèces  particu- 
lières, aussi  différentes  les  unes  des  autres  que  le  sont 
entre  elles  les  trois  courbes  du  second  degré.  Quoique 
personne  n'ait  analysé  sous  le  même  point  de  vue 
l'équation  générale  du  quatrième  degré  à  deux  varia- 
bles, il  n'est  pas  douteux  qu'elle  ne  dût  faire  naître  un 
nombre  beaucoup  plus  considérable  encore  de  courbes 
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distinctes  ;  et  ce  nombre  devrait  évidemment  augmenter 
avec  une  prodigieuse  rapidité  d'après  le  degré  de  l'équa- 
tion. Si  maintenant  l'on  passe  aux  équations  à  trois  va- 
riables, qui,  vu  leur  plus  grande  complication,  présen- 
tent nécessairement  bien  plus  de  variété,  il  est  incon- 
testable que  le  nombre  des  surfaces  vraiment  distinctes 
qu'elles  peuvent  exprimer  doit  être  encore  plus  multi- 
plié, et  croître  beaucoup  plus  rapidement  d'après  le 
degré.  Cette  multiplicité  devient  telle  qu'on  s'est  tou- 
jours borné  à  analyser  ainsi  les  équations  des  d(  ux  pre- 
miers degrés,  aucun  géomètre  n'ayant  tenté  pour  les 
surfaces  du  troisième  degré  ce  qu'a  exécuté  Newton 
pour  les  courbes  correspondantes.  Il  suit  donc  de  cette 
considération  évidente  que,  quand  même  l'imperfection 
de  l'algèbre  ne  s'opposerait  pas  à  l'emploi  indéfini  d'un 
procédé  semblable,  la  classification  générale  des  surfaces 
par  le  degré  et  la  forme  de  leurs  équations  serait  entiè- 
rement impraticable.  Mais  ce  motif  n'est  pas  le  seul  qui 
doive  faire  rejeter  une  telle  classification;  il  n'est  point 
même  le  plus  important.  En  effet,  cette  manière  de  dis- 
poser les  surfaces,  outre  l'impossibilité  de  la  suivre,  se 
trouve  directement  contraire  à  la  principale  destination 
de  toute  bonne  classification  quelconque,  consistant  à 
rapprocher  le  plus  les  uns  des  autres  les  objets  qui  of- 
frent les  relations  les  plus  importantes,  et  à  éloigner 
ceux  dont  les  analogies  ont  peu  de  valeur.  L'identité  du 
degré  de  leurs  équations  est,  pour  les  surfaces,  un  ca- 
ractiire  d'une  valeur  géométrique  très  médiocre,  qui 
n'indique  pas  même  exactement  le  nombre  des  points 
nécessaires  à  l'entière  détermination  de  chacune.  La  pro- 

28 
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pi  irlo  coinmimo  la  plus  iniportaiilc  à  considérer  entre 
(les  siirraces  conslslo  évidemment  dans  leur  mode  de  gé- 
nération ;  toutes  celles  qui  sont  engendrées  de  la  même 
manière  devant  offrir  nécessairement  une  grande  ana- 
logie géométrique,  tandis  qu'elles  ne  sauraient  avoir  que 
(le  lies  faibles  ressemblances  si  elles  sont  engendrées 
d'après  des  modes  essentiellement  différents.  Ainsi,  par 
exemple,  toutes  les  surfaces  cylindriques,  quelle  que 
soit  la  forme  de  leur  base,  constituent  une  même  fa- 
mille naturelle,  dont  les  diverses  espèces  présentent  un 
grand  nombre  de  propriétés  communes  de  première 
importance  :  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  surfaces 
coniques,  et  aussi  pour  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion, etc.  Or,  cet  ordre  naturel  se  trouve  complètement 
détruit  par  la  classification  fondée  sur  le  degré  des 
équations.  Car  des  surfaces  assujetties  à  un  même  mode 
de  génération,  les  surfaces  cylindriques,  par  exemple, 
peuvent  fournir  des  équations  de  tous  les  degrés  imagi- 
nables, à  raison  de  la  seule  différence  secondaire  de 
leurs  bases;  tandis  que,  d'un  autre  côté,  des  équations 
d'un  même  degré  quelconque  expriment  souvent  des 
surfaces  de  nature  géométrique  opposée,  les  unes  cy- 
lindriques, les  autres  coniques,  ou  de  révolution,  etc. 
Une  telle  classification  analytique  est  donc  radicalement 
vicieuse,  comme  séparant  ce  qui  doit  être  réuni,  et  rap- 
prochant ce  qui  doit  être  distingué.  Cependant,  la  géo- 
métrie générale  étant  entièrement  fondée  sur  l'emploi 
des  considérations  et  des  méthodes  analytiques,  il  est 
indispensable  que  la  classification  puisse  prendre  aussi 
un  caractère  analytique. 
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Tel  était  donc  l'état  précis  de  la  difficulté  fondamen- 
tale, si  heureusement  vaincue  par  Monge  :  les  familles 
naturelles  entre  les  surfaces  étant  clairement  établies 
sous  le  point  de  vue  géométrique  d'après  le  mode  de  gé- 
nération, il  fallait  découvrir  un  genre  de  relations  ana- 
lytiques destiné  à  présenter  constamment  une  interpré- 
tation abstraite  de  ce  caractère  concret.  Cette  découverte 
capitale  était  rigoureusement  indispensable  pour  ache- 
ver de  constituer  la  théorie  générale  des  surfaces. 

La  considération,  que  Monge  a  employée  pour  y  par- 
venir, consiste  dans  cette  observation  générale,  aussi 
simple  que  directe  :  les  surfaces  assujetties  à  un  même 
mode  de  génération  sont  nécessairement  caractérisées 
par  une  certaine  propriété  commune  de  leur  plan  tan- 
gent en  un  point  quelconque  ;  en  sorte  qu'en  exprimant 
analytiquement  cette  propriété  d'après  l'équation  géné- 
rale du  plan  tangent  à  une  surface  quelconque,  on  for- 
mera une  équation  différentielle  représentant  à  la  fois 
toutes  les  surfaces  de  cette  famille. 

Ainsi,  par  exemple,  toute  surface  cylindrique  pré- 
sente ce  caractère  exclusif  :  que  le  plan  tangent  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  est  constamment  paral- 
lèle à  la  droite  fixe  qui  indique  la  direction  des  généra- 
trices. D'après  cela,  il  est  aisé  de  voir  que  les  équations 
de  cette  droite  étant  supposées  être 

x-=:az,  y  =  Oz, 

l'équation  générale  du  plan  tangent  établie  ci-dessus 
donnera,  pour  l'équation  différentielle  commune  à  toutes 
les  surfaces  cylindriques  : 
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dx  dy 

De  même,  relativement  aux  surfaces  coniques,  elles 
sont  toutes  caractérisées  sous  ce  point  de  vue  par  la  pro- 
priété nécessaire  que  leur  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque passe  conr,tamment  par  le  sommet  du  cône.  Si 
donc  «,  e,  7,  désignent  les  coordonnées  de  ce  sommet,  on 
trouvera  immédiatement 

.dz  ,  ,  ^dz 

pour  l'équation  différentielle  représentant  la  famille  en- 
tière des  surfaces  coniques. 

Dans  les  surfaces  de  révolution,  le  plan  tangent  en  un 
point  quelconque  est  toujours  perpendiculaire  au  plan 
méridien^  c'est-à-dire  à  celui  qui  passe  par  ce  point  et 
par  l'axe  de  la  surface.  Afin  d'exprimer  analytiquement 
cette  propriété  d'une  manière  plus  simple,  supposons 
que  Taxe  de  révolution  soit  pris  pour  celui  des  z  :  l'équa- 
tion différentielle  commune  à  toute  cette  famille  des  sur- 
faces sera 

dz  dz  

^'^  dx'''^  dy'~^' 

Il  serait  superflu  de  citer  ici  un  plus  grand  nombre 
d'exemples  pour  établir  clairement,  en  général,  qae. 
quel  que  soit  le  mode  de  génération,  toutes  les  surfaces 
d'une  même  famille  naturelle  sont  susceptibles  d'être  re- 
présentées a  ialytiquement  par  une  même  équation  aux 
différences  j)artielles  contenant  des  constantes  arbi- 
traires, d'après  une  propriété  commune  de  leur  plan  tan- 
gent. 
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Afin  de  compléter  cette  correspondance  fondamentale 
et  nécessaire  entre  le  point  de  vue  géométrique  et  le  point 
de  vue  analytique,  Monge  a  considéré  en  outre  les  équa- 
tions finies  qui  sont  les  intégrale?;  de  ces  équations  dif- 
férentielles, et  qu'on  peut  d'ailleurs  presque  toujours  fa- 
cilement obtenir  aussi  par  des  recherches  directes.  Cha- 
cune de  ces  équations  finies  doit,  comme  on  le  sait  par 
la  théorie  générale  de  l'intégration,  contenir  une  fonc- 
tion arbitraire,  si  l'équation  différentielle  est  seulement 
du  premier  ordre  ;  ce  qui  n'empêche  pas  que  de  telles 
équations,  quoique  beaucoup  plus  générales  que  celles 
dont  on  s'occupe  ordinairement,  ne  présentent  un  sens 
nettement  déterminé,  soit  sous  le  rapport  géométrique, 
soit  sous  le  simple  rapport  analytique.  Cette  fonction 
arbitraire  correspond  à  ce  qu'il  y  a  d'indéterminé  dans 
la  génération  des  surfaces  proposées,  à  la  base,  par 
exemple,  si  les  surfaces  sont  cylindriques  ou  coniques,  à 
la  courbe  méridienne,  si  elles  sont  de  révolution,  etc.  (1). 
Dans  certains  cas  même,  l'équation  finie  d'une  famille 
de  surfaces  contient  à  la  fois  deux  fonctions  arbitrai- 
res, affectées  à  des  combinaisons  distinctes  des  coordon- 
nées variables  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  l'équation  dif- 
férentielle correspondante  doit  être  du  second  ordre  ; 
sous  le  point  de  vue  géométrique,  cette  indétermination 


(1)  On  trouve,  par  exemple,  soit  d'après  les  considérations  directes 
de  géométrie  analytique,  soit  eu  résultat  des  méthodes  d'intégration, 
que  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques  ont  pour  équatious 
finies 

x  —  (A       /y  —  6 
f.  désignant  une  fonction  entier  ornent  arbitraire. 
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plus  grande  indique  une  famille  plus  générale,  et  néan- 
moins caractérisée.  Telle  est,  par  exemple,  la  famille  des 
surfaces  développables,  qui  comprend,  comme  subdivi- 
sions, toutes  les  surfaces  cylindriques,  toutes  les  sur- 
faces coniques,  et  une  infinité  d'autres  familles  analogues, 
et  qui  peut  cependant  être  nettement  définie,  dans  sa 
plus  grande  généralité^,  comme  étant  V enveloppe  de  l'es- 
pace parcouru  par  un  plan  qui  se  meut  en  restant  tou- 
jours tangent  à  deux  surfaces  fixes  quelconques,  ou 
comme  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  tangentes  à 
une  même  courbe  quelconque  à  double  courbure.  Ce 
groupe  naturel  de  surfaces  a,  pour  équation  différen- 
tielle invariable,  cette  équation  très  simple,  découverte 
par  Euler,  entre  les  trois  dérivées  partielles  du  second 
ordre  : 

\dx  dy  J        dx^  dy^ 

L'équation  finie  contient  donc  nécessairement  deux 
fonctions  arbitraires  distinctes,  qui  correspondent  géo- 
métriquement aux  deux  surfaces  indéterminées  sur  les- 
quelles doit  glisser  le  plan  générateur,  ou  aux  deux  équa- 
tions quelconques  de  la  courbe  directrice. 

Quoiqu'il  soit  utile  de  considérer  les  équations  finies 
des  familles  naturelles  de  surfaces,  on  conçoit  néan- 
moins que  l'indétermination  des  fonctions  arbitraires 
qu'elles  renferment  inévitablement  doit  les  rendre  peu 
propres  à  des  travaux  analytiques  soutenus,  pour  les- 
quels il  est  bien  préférable  d'employer  les  équations  dif- 
férentielles, où  il  n'entre  que  de  simples  constantes  arbi- 
traires, malgré  leur  nature  indirecte.  C'est  par  là  que 
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l'étude  générale  et  régulière  des  propriétés  des  diverses 
surfaces  est  réellement  devenue  possible,  le  point  de  vue 
commun  ayant  pu  ainsi  être  saisi  et  séparé  par  l'analyse. 
On  conçoit  qu'une  telle  conception  ait  permis  de  décou- 
vrir des  résultats  d'un  degré  de  généralité  et  d'intérêt 
infiniment  supérieurs  à  ceux  qu'on  pouvait  obtenir  au- 
paravant. Pour  ne  citer  qu'un  seul  exemple  très  simple, 
qui  est  fort  loin  d'être  le  plus  remarquable,  c'est  par  une 
semblable  méthode  de  géométrie  analytique  qu'on  a  pu 
reconnaître  cette  singulière  propriété  de  toute  équation 
homogène  à  trois  variables,  de  représenter  nécessaire- 
ment une  surface  conique  dont  le  sommet  est  situé  à 
l'origine  des  coordonnées  ;  de  même,  parmi  les  recher- 
ches plus  difficiles,  il  a  été  possible  de  déterminer,  à 
l'aide  du  calcul  des  variations,  le  plus  court  chemin  d'un 
point  à  un  autre  sur  une  surface  développable  quelcon- 
que, sahs  qu'il  fût  nécessaire  de  la  particulariser,  etc. 

J'ai  cru  devoir  ici  accorder  quelque  développement  à 
l'exposition  philosophique  de  cette  belle  conception  de 
Monge,  qui  constitue,  sans  contredit,  son  premier  titre  à 
la  gloire,  et  dont  la  haute  importance  ne  me  semble 
point  avoir  encore  été  dignement  sentie,  excepté  par  La- 
grange,  si  juste  appréciateur  de  tous  ses  émules.  Je  re- 
grette môme  d'être  réduit,  par  les  limites  naturelles  de 
cet  ouvrage,  à  une  indication  aussi  imparfaite,  où  je  n'ai 
pu  seulement  signaler  T heureuse  réaction  nécessaire  de 
cette  nouvelle  géométrie  sur  le  perfectionnement  de 
l'analyse,  quant  à  la  théorie  générale  des  équations  dif- 
férentielles à  plusieurs  variables. 

En  méditant  sur  celle  classification  philosophique 
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dos  surfaces,  essentiellement  analogue  aux  méthodes 
naturelles  que  les  physiologistes  ont  tenté  d'établir  en 
zoologie  et  en  botanique,  on  est  conduit  à  se  demander 
si  les  courbes  elles-mêmes  ne  comportent  pas  une  opé- 
ration semblable.  Vu  la  variété  infiniment  moindre  qui 
existe  entre  elles,  un  tel  travail  esta  la  fois  moins  im- 
portant et  plus  difficile,  les  caractères  qui  pourraient 
servir  de  base  n'étant  point  alors  à  beaucoup  près  aussi 
tranchés.  Il  a  donc  été  naturel  que  l'esprit  humain  s'oc- 
cupât d'abord  de  classer  les  surfaces.  Mais  on  doit  sans 
doute  espérer  que  cet  ordre  de  considération  s'étendra 
plus  tard  jusqu'aux  courbes.  On  peut  même  apercevoir 
déjà  entre  elles  quelques  familles  vraiment  naturelles, 
comme  celle  des  paraboles  quelconques,  et  celle  des  hy- 
perboles quelconques,  etc.  Néanmoins,  il  n'a  été  encore 
produit  aucune  conception  générale  directement  propre 
à  déterminer  une  telle  classification. 

Ayant  ainsi  exposé  aussi  nettement  qu'il  m'a  été  pos- 
sible, dans  cette  leçon  et  dans  l'ensemble  des  quatre 
précédentes,  le  véritable  caractère  philosophique  de  la 
section  la  plus  générale  et  la  plus  simple  de  la  mathé- 
matique concrète,  je  dois  maintenant  entreprendre  le 
même  travail  relativement  à  la  science  immense  et  plus 
compliquée  de  la  mécanique  rationnelle.  Ce  sera  l'objet 
dos  quatre  leçons  suivantes. 
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i:onsidératioiis  philosophiques  sur  les  principes  fondamentaux 
de  la  niécaMlque  rationnelle. 

Les  phénomènes  mécaniques  sont,  par  leur  nature, 
comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  à  la  fois  plus'parti- 
culiers,  plus  compliqués  et  plus  concrets  que  les  phéno- 
mènes géométriques.  Aussi,  conformément  à  l'ordre 
encyclopédique  établi  dans  cet  ouvrage,  plaçons-nous  la 
mécanique  rationnelle  après  la  géométrie  dans  cette 
exposition  philosophique  de  la  mathématique  concrète, 
comme  étant  nécessairement  d'une  étude  plus  difficile, 
et,  par  suite,  moins  perfectionnée.  Les  questions  géo- 
métriques sont  toujours  complètement  indépendantes  de 
toute  considération  mécanique,  tandis  que  les  questions 
mécaniques  se  compliquent  constamment  des  considéra- 
tions géométriques,  la  forme  des  corps  devant  influer 
inévitablement  sur  les  phénomènes  du  mouvement  ou  de 
l'équilibre.  Cette  complication  est  souvent  telle  que  le 
plus  simple  changement  dans  la  forme  d'un  corps  suffit 
seul  pour  augmenter  extrêmement  les  difficultés  du 
problème  de  mécanique  dont  il  est  le  sujet,  comme  on 
peut  s'en  faire  une  idée  en  considérant,  par  exemple, 
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l'importante  détermination  de  la  gravitation  mutuelle  de 
doux  corps  en  résultat  de  celle  de  toutes  leurs  molé- 
cules, question  qui  n'est  encore  complètement  résolue 
qu'en  supposant  à  ces  corps  une  forme  spliérique,  et  où, 
par  conséquent,  le  principal  obstacle  vient  évidemment 
des  circonstances  géométriques. 

Puisque  nous  avons  reconnu,  dans  les  leçons  précé- 
dentes, que  le  caractère  philosophique  de  la  science  géo- 
métrique était  encore  altéré  à  un  certain  degré  par  un 
reste  d'influence  très  sensible  de  l'esprit  métaphysique, 
on  doit  s'attendre  naturellement,  vu  cette  plus  grande 
complication  nécessaire  de  la  mécanique  rationnelle,  à 
l'en  trouver  bien  plus  profondément  affectée.  C'est  ce 
qui  n'est,  en  effet,  que  trop  facile  à  constater.  Le  carac- 
tère de  science  naturelle,  encore  plus  évidemment  inhé- 
rent à  la  mécanique  qu'à  la  géométrie,  est  aujourd'hui 
complètement  déguisé  dans  presque  tous  les  esprits  par 
l'emploi  des  considérations  ontologiques.  On  remarque, 
dans  toutes  les  notions  fondamentales  de  cette  science, 
une  confusion  profonde  et  continuelle  entre  le  point  de 
vue  abstrait  et  le  point  de  vue  concret,  qui  empêche  de 
distinguer  nettement  ce  qui  est  réellement  physique  de 
ce  qui  est  purement  logique,  et  de  séparer  avec  exacti- 
tude les  conceptions  artificielles  uniquement  destinées  à 
faciliter  l'établissement  des  lois  générales  de  l'équilibre 
ou  du  mouvement,  des  faits  naturels  fournis  par  l'obser- 
vation effective  du  monde  extérieur,  qui  constituent  les 
bases  réelles  de  la  science.  On  peut  même  reconnaître 
que  l'immense  perfectionnement  de  la  mécanique  ration- 
nelle depuis  un  siècle,  soit  sous  le  rapport  de  l'extension 
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de  ses  théories,  soit  quant  à  leur  coordination,  a  fait, 
en  quelque  sorte,  rétrograder  sous  ce  rapport  la  concep- 
tion philosophique  de  la  science,  qui  est  communément 
exposée  aujourd'hui  d'une  manière  beaucoup  moins 
nette  que  Newton  ne  l'avait  présentée.  Ce  développe- 
ment ayant  été,  en  effet,  essentiellement  obtenu  par 
l'usage  de  plus  en  plus  exclusif  de  l'analyse  mathéma- 
tique, l'importance  prépondérante  de  cet  admirable 
instrument  a  fait  graduellement  contracter  l'habitude  de 
ne  voir  dans  la  mécanique  rationnelle  que  de  simples 
questions  d'analyse;  et,  par  une  extension  abusive, 
quoique  très  naturelle,  d'une  telle  manière  de  pro- 
céder, on  a  tenté  d'établir,  à  priori,  d'après  des  consi- 
dérations purement  analytiques,  jusqu'aux  principes 
fondamentaux  de  la  science,  que  Newton  s'était  sage- 
ment borné  à  présenter  comme  des  résultats  de  la  seule 
observation.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  Daniel  Ber- 
nouilli,  d'Alembert  et,  de  nos  jours,  Laplace,  ont  essayé 
de  prouver  la  règle  élémentaire  de  la  composition  des 
forces  par  des  démonstrations  uniquement  analytiques, 
dont  Lagrange  seul  a  bien  aperçu  l'insuffisance  radicale 
et  nécessaire.  Tel  est,  maintenant  encore,  l'esprit  qui  do- 
mine plus  ou  moins  chez  tous  les  géomètres.  Il  est  néan- 
moins évident,  en  thèse  générale,  comme  nous  l'avons 
plusieurs  fois  remarqué,  que  l'analyse  mathématique, 
quelle  que  soit  son  extrême  importance,  dont  j'ai  tâché 
de  donner  une  juste  idée,  ne  saurait  être,  par  sa  nature, 
qu'un  puissant  moyen  de  déduction  qui,  lorsqu'il  est 
applicable,  permet  de  perfectionner  une  science  au  degré 
le  plus  éminent,  après  que  les  fondements  en  ont  été 


44'*  •  PHILOSOPHIE  POSITIVE 

posés,  mais  qui  ne  peut  jamais  suffire  à  établir  ces  bases 
elles-mt^mes.  S'il  était  possible  de  constituer  entièrement 
la  science  delà  mécanique  d'après  de  simples  conceptions 
analytiques,  on  ne  pourrait  se  représenter  comment  une 
toile  science  deviendrait  jamais  vraiment  applicable  à 
l'élude  effective  de  la  nature.  Ce  qui  établit  la  réalité  de 
la  mécanique  rationnelle,  c'est  précisément,  au  contraire, 
d'être  fondée  sur  quelques  faits  généraux,  immédiate- 
ment fournis  par  l'observation,  et  que  tout  philosophe 
vraiment  positif  doit  envisager,  ce  me  semble,  comme 
n'étant  susceptibles  d'aucune  explication  quelconque.  11 
est  donc  certain  qu'on  a  abusé  en  mécanique  de  l'esprit 
analytique,  beaucoup  plus  encore  qu'en  géométrie. 
L'objet  spécial  de  cette  leçon  est  d'indiquer  comment, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  on  peut  établir  nettement 
son  véritable  caractère  philosophique,  et  la  dégager  dé- 
finitivement de  toute  influence  métaphysique,  en  dis- 
tinguant constamment  le  point  de  vue  abstrait  du  point 
de  vue  concret,  et  en  effectuant  une  séparation  exacte 
entre  la  partie  simplement  expérimentale  de  la  science 
et  la  partie  purement  rationnelle.  D'après  le  but  de  cet 
ouvrage,  un  tel  travail  doit  nécessairement  précéder  les 
considérations  générales  sur  la  composition  effective  de 
cette  science,  qui  seront  successivement  exposées  dans 
les  trois  leçons  suivantes. 

Commençons  par  indiquer  avec  précision  l'objet  gé- 
néral de  la  science. 

On  a  l'habitude  de  remarquer  d'abord,  et  avec  beau- 
coup de  raison,  que  la  mécanique  ne  considère  point, 
non  seulement  les  causes  premières  des  mouvements. 
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qui  sont  en  dehors  de  toute  philosophie  positive,  mais 
même  les  circonstances  de  leur  production,  lesquelles, 
quoique  constituant  réellement  un  sujet  intéressant  de 
recherches  positives  dans  les  diverses  parties  de  la  phy- 
sique^ ne  sont  nullement  du  ressort  de  la  mécanique, 
qui  se  borne  à  envisager  le  mouvement  en  lui-même, 
sans  s'enquérir  de  quelle  manière  il  a  été  déterminé. 
Ainsi  les  forces  ne  sont  autre  chose,  en  mécanique,  que 
les  mouvements  produits  ou  tendant  à  se  produire  ;  et 
deux  forces  qui  impriment  à  un  même  corps  la  même 
vitesse  dans  la  même  direction  sont  regardées  comme 
identiques,  quelque  diverse  que  puisse  être  leur  origine, 
soit  que  le  mouvement  provienne  dos  contractions  mus- 
culaires d'un  animal,  ou  de  la  pesanteur  vers  un  centre 
attractif,  ou  du  choc  d'un  corps  quelconque,  ou  de  la 
dilatation  d'un  fluide  élastique,  etc.  Mais,  quoique  cette 
manière  de  voir  soit  heureusement  devenue  aujourd'hui 
tout  à  fait  familière,  il  reste  encore  aux  géomètres  à 
opérer,  sinon  dans  la  conception  même,  du  moins  dans 
le  langage  habituel,  une  réforme  essentielle  pour  écarter 
entièrement  l'ancienne  notion  métaphysique  des  forces 
et  indiquer  plus  nettement  qu'on  ne  le  fait  encore  le  véri- 
table point  de  vue  de  la  mécanique  (1). 

(1)  11  importe  de  remarquer  aussi  que  le  nom  même  de  la  scieuce 
est  extrêmement  vicieux,  en  ce  qu'il  rappelle  seulement  une  de  ses 
application?  les  plus  secondaires,  ce  qui  devient  habituellement  une 
source  de  confusion,  qui  oblige  à  ajouter  fréquemment  l'adjectif  ra- 
tionnelle, dont  la  répétition,  quoique  indispensable,  est  fastidieuse.  Les 
philosophes  allemands,  pour  éviter  cet  inconvénient,  ont  créé  la  déno- 
mination beaucoup  plus  philosophique  de  phoroiiornie,  employée  dans  le 
traité  d'Hermanu,  et  dont  l'adoption  générale  serait  très  désirable. 
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('('hi  pos(',  on  poiil  caractériser  d'une  manière  très 
précise  le  problème  général  de  la  mécanique  ration- 
nelle. Il  consiste  à  déterminer  l'effet  que  produiront  sur 
un  corps  donné  différentes  forces  quelconques  agissant 
simultanément,  lorsqu'on  connaît  le  mouvement  simple 
qui  résulterait  de  l'action  isolée  de  chacune  d'elles;  ou, 
en  prenant  la  question  en  sens  inverse,  à  déterminer 
les  mouvements  simples  dont  la  combinaison  donne- 
rail  lieu  à  un  mouvement  composé  connu.  Cet  énoncé 
montre  exactement  quelles  sont  nécessairement  les  don- 
nées et  les  inconnues  de  toute  question,  mécanique.  On 
voit  que  l'étude  de  l'action  d'une  force  unique  n'est  ja- 
mais, à  proprement  parler,  du  domaine  de  la  mécanique 
rationnelle,  où  elle  est  toujours  supposée  connue,  car  le 
second  problème  général  n'est  susceptible  d'être  résolu 
que  comme  étant  l'inverse  du  premier.  Toute  la  méca- 
nique porte  donc  essentiellement  sur  la  combinaison 
des  forces,  soit  que  de  leur  concours  il  résulte  un  mou- 
vement dont  il  faut  étudier  les  diverses  circonstances, 
soit  que  par  leur  neutralisation  mutuelle  le  corps  se 
trouve  dans  un  état  d'équilibre  dont  il  s'agit  de  fixer  les 
conditions  caractéristiques. 

Les  deux  problèmes  généraux,  l'un  direct,  l'autre  in- 
verse, dans  la  solution  desquels  consiste  la  science  de  la 
mécanique,  ont,  sous  le  rapport  des  applications,  une 
importance  égale  ;  car,  tantôt  les  mouvements  simples 
peuvent  être  immédiatement  étudiés  par  l'observation, 
tandis  que  la  connaissance  du  mouvement  qui  résultera 
de  leur  combinaison  ne  saurait  être  obtenue  que  par  la 
théorie;  et  tantôt,  au  contraire,  le  mouvement  composé 


MATHÉMATIQUE  4'»  7 

peut  seul  être  effectivement  observé,  tandis  que  les 
mouvements  simples,  dont  on  le  regardera  comme  le 
produit,  ne  sont  susceptibles  d'être  déterminés  que  ra- 
tionnellement. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  de  la 
chute  oblique  des  corps  pesants  à  la  surface  de  la 
terre,  on  connaît  les  deux  mouvements  simples  que 
prendrait  le  corps  par  l'action  isolée  de  chacune  des 
forces  dont  il  est  animé,  savoir,  la  direction  et  la  vi- 
tesse du  mouvement  uniforme  que  produirait  la  seule 
impulsion,  et  la  loi  d'accélération  du  mouvement  verti- 
cal varié,  qui  résulterait  de  la  seule  pesanteur;  dès  lors, 
on  se  propose  de  découvrir  les  diverses  circonstances  du 
mouvement  composé  produit  par  l'action  combinée  de 
ces  deux  forces,  c'est-à-dire  de  déterminer  la  trajectoire 
que  décrira  le  mobile,  sa  direction  et  sa  vitesse  acquise 
à  chaque  instant,  le  temps  qu'il  emploiera  à  parvenir  à 
une  certaine  position,  etc.;  on  pourra,  pour  plus  de  gé- 
néralité, joindre  aux  deux  forces  données  la  résistance 
du  milieu  ambiant,  pourvu  que  la  loi  en  soit  également 
connue.  La  mécanique  céleste  présente  un  exemple  ca- 
pital de  la  question  inverse,  dans  la  détermination  des 
forces  qui  produisent  le  mouvement  des  planètes  autour 
du  soleil,  ou  des  satellites  autour  des  planètes.  On  ne 
peut  alors  connaître  immédiatement  que  le  mouvement 
composé,  et  c'est  d'après  les  circonstances  caractéristi- 
ques de  ce  mouvement,  telles  que  les  lois  de  Képler  les 
ont  résumées,  qu'il  faut  remonter  aux  forces  élémen- 
taires dont  les  astres  doivent  être  conçus  animés  pour 
correspondre  aux  mouvements  effectifs  ;  ces  forces  une 
fois  connues,  les  géomètres   peuvent  utilement  re- 
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proiulro  la  question  sous  le  poiul  de  vue  opposé,  qu'il 
eût  été  impossible  de  suivre  primitivement. 

La  véritable  destination  générale  de  la  mécanique  ra- 
tionnelle étant  ainsi  nettement  conçue,  considérons 
maintenant  les  principes  fondamentaux  sur  lesquels  elle 
repose,  et  d'abord  examinons  un  artifice  philosophique 
(le  la  plus  haute  importance  relativement  à  la  manière 
dont  les  corps  doivent  être  envisagés  en  mécanique. 
Cette  conception  mérite  d'autant  plus  notre  attention 
qu'elle  est  encore  habituellement  entourée  d'un  épais 
nuage  métaphysique,  qui  en  fait  méconnaître  la  vraie 
nature. 

Il  serait  entièrement  impossible  d'établir  aucune  pro- 
position générale  sur  les  lois  abstraites  de  l'équilibre  ou 
du  mouvement,  si  on  ne  commençait  par  regarder  les 
corps  comme  absolum.ent  inertes^  c'est-à-dire  comme 
tout-à-fait  incapables  de  modifier  spontanément  l'action 
des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Mais  la  manière 
dont  cette  conception  fondamentale  est  ordinairement 
présentée  me  semble  radicalement  vicieuse.  D'abord 
cette  notion  abstraite,  qui  n'est  qu'un  simple  artifice 
logique  imaginé  par  l'esprit  humain  pour  faciliter  la  for- 
mation de  la  mécanique  rationnelle,  ou  plutôt  pour  la 
rendre  possible,  est  souvent  confondue  avec  ce  qu'on 
appelle  fort  improprement  la  loi  d'inertie^  qui  doit  être 
regardée,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  bas,  comme  un 
résultat  général  de  l'observation.  En  second  lieu,  le  ca- 
ractère de  cette  idée  est  d'ordinaire  tellement  indécis 
qu'on  ne  sait  point  exactement  si  cet  état  passif  des 
corps  est  purement  hypothétique,  ou  s'il  représente  la 
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réalité  des  pbônomèiies  naturels.  Enfin,  il  résulte  fré- 
quemment de  cette  indétermination,  que  l'esprit  est  in- 
volontairement porté  à  regarder  les  lois  générales  de 
la  mécanique  rationnelle  comme  étant  par  elles-mêmes 
exclusivement  applicables  à  ce  que  nous  appelons  les 
corps  bruts,  tandis  qu'elles  se  verifit-nt  nécessairement, 
au  contraire,  tout  aussi  bien  dans  les  corps  organisés, 
quoique  leur  application  précise  y  rencontre  de  bien 
plus  grandes  difficultés.  Il  importe  beaucoup  de  rectifier 
sous  ces  divers  rapports  les  notiiais  liabituelles. 

Nous  devons  nettement  reconnaître  avant  tuut  que  Cet 
état  passif  des  corps  est  une  pure  abstraction,  directe- 
ment contraire  à  leur  véritable  C'jnstitution. 

Dans  la  manière  de  pliilusupber  primitivement  em- 
plovée  par  l'esprit  bumain.  <in  concevait,  en  effet,  la 
matière  comme  étant  réellement  par  sa  nature  essentiel- 
lement inerte  ou  passive,  tnute  activité  lui  venant  né- 
cessairement du  debors.  s  -us  l'intluence  de  certains  êtres 
surnaturels  ou  de  certaines  entités  metapbvsiques. 
Mais  depuis  que  la  philosopbie  positive  a  commencé  à 
prévaloir,  et  que  Tesprit  bumain  s'est  borné  à  étudier 
le  véritable  état  des  eboses.  sans  s'enquérir  des  causf^i 
premières  et  2"énératrices.  il  est  devenu  é\'ident  pour 
tuut  observateur  que  les  divers  corps  naturels  nuus  ma- 
nifestent tous  une  activité  spontanée  plus  uu  moins 
étendue.  Il  n'y  a.  sous  ce  rappurt.  entre  les  curps  bruts 
et  ceux  que  nous  nummons  par  excellence  animc.^.  que 
de  simples  différences  de  degrés.  D'abord,  les  progrès 
de  la  philosophie  naturelle  ont  plein»^ment  démontré, 
comme  nous  le  constaterons  spécialement  plus  tard, 
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([u'il  ircwislo  point  do  matière  vivante  proprement  dite 
s7//  (jcnrns,  puisqu'on  retrouve  dans  les  corps  animés 
des  éléments  exactement  identiques  à  ceux  que  présen- 
l(Mil  les  corps  inanimés.  De  plus,  il  est  aisé  de  recon- 
iiaîli'c  dans  ces  derniers  une  activité  spontanée  exacte- 
ment analogue  à  celle  des  corps  vivants,  mais  seulement 
moins  variée.  N'y  eût-il  dans  toutes  les  molécules  ma- 
térielles d'autre  propriété  que  la  pesanteur,  cela  suffirait 
pour  interdire  à  tout  physicien  de  les  regarder  comme 
essentiellement  passives.  Ce  serait  vainement  qu'on  vou- 
drait présenter  les  corps  sous  un  point  de  vue  entière- 
ment inerte  dans  l'acte  de  la  pesanteur,  en  disant  qu'ils 
ne  font  alors  qu'obéir  à  l'attraction  du  globe  terrestre. 
Cette  considération  fût-elle  exacte,  on  n'aurait  fait  évi- 
demment que  déplacer  la  difficulté,  en  transportant  à  la 
masse  totale  de  la  terre  l'activité  refusée  aux  molécules 
isolées.  Mais,  de  plus,  on  voit  clairement  que,  dans  sa 
chute  vers  le  centre  de  notre  globe,  un  corps  pesant  est 
toutaussi  actif  que  la  terre  elle-même,  puisqu'il  est  prouvé 
que  chaque  molécule  de  ce  corps  attire  une  partie  équi- 
valente de  la  terre  tout  autant  qu'elle  en  est  attirée, 
quoique  cette  dernière  attraction  produise  seule  un  effet 
sensible,  à  raison  de  l'immense  inégalité  des  deux 
masses.  Enfin,  dans  une  foule  d'autres  phénomènes 
également  universels,  thermologiques,  électriques,  ou 
chimiques,  la  matière  nous  présente  évidemment  une 
activité  spontanée  très  variée,  dont  nous  ne  saurions 
plus  la  concevoir  entièrement  privée.  Les  corps  vivants 
ne  nous  offrent  réellement  à  cet  égard  d'autre  carac- 
tère particulier  que  de  manifester,  outre  ces  divers 
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genres  d'activité,  quelques-uns  qui  leur  sont  propres,  et 
que  les  physiologistes  tendent  d'ailleurs  de  plus  en  plus 
à  envisager  comme  une  simple  modification  des  pré- 
cédents. Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  incontestable  que 
l'état  purement  passif,  dans  lequel  les  corps  sont  consi- 
dérés en  mécanique  rationnelle,  présente,  sous  le  point 
de  vue  physique,  une  véritable  absurdité. 

Examinons  maintenant  comment  il  est  possible  qu'une 
telle  supposition  soit  employée  sans  aucun  inconvénient 
dans  l'établissement  des  lois  abstraites  de  l'équilibre  et 
du  mouvement,  qui  n'en  seront  pas  moins  susceptibles 
ensuite  d'être  convenablement  appliquées  aux  corps 
réels.  Il  suffit,  pour  cela,  d'avoir  égard  à  l'importante 
remarque  préliminaire  rappelée  ci-dessus,  que  les  mou- 
vements sont  simplement  considérés  en  eux-mêmes 
dans  la  mécanique  rationnelle,  sans  aucun  égard  au 
mode  quelconque  de  leur  production.  De  là  résulte  évi- 
demment, pour  me  conformer  au  langage  adopté,  la 
faculté  de  remplacer  à  volonté  toute  force  par  une  autre 
d'une  nature  quelconque,  pourvu  qu'elle  soit  capable 
d'imprimer  au  corps  exactement  le  môme  mouvement. 
D'après  cette  considération  évidente,  on  conçoit  qu'il  est 
possible  de  faire  abstraction  des  diverses  forces  qui  sont 
ré43llement  inhérentes  aux  corps  et  de  regarder  ceux-ci 
comme  seulement  sollicités  par  des  forces  extérieures, 
puisqu'on  pourra  substituer  à  ces  forces  intérieures  des 
forces  extérieures  mécaniquement  équivalentes.  Ainsi, 
par  exemple,  quoique  tout  corps  soit  nécessairement 
pesant  et  que  nous  ne  puissions  même  concevoir  réelle- 
ment un  corps  qui  ne  le  serait  pas,  les  géomètres  consi- 
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lièrent,  dans  la  mécanique  abstraite,  les  corps  comme 
étant  d'abord  entièrement  dépouillés  de  cette  propriété, 
qui  est  implicitement  comprise  au  nombre  des  forces 
extérieures,  si  l'on  a  envisagé,  comme  il  convient,  un 
système  de  forces  tout  à  fait  quelconque.  Que  le  corps, 
dans  sa  chute,  soitmii  par  une  attraction  interne  ou  qu'il 
obéisse  à  une  simple  impulsion  extérieure,  cela  est  indif- 
férent pour  la  mécanique  rationnelle,  si  le  mouvement 
effectif  se  trouve  être  exactement  identique,  et  l'on  pourra, 
par  conséquent,  adopter  de  préférence  la  dernière  con- 
ception. Il  en  est  nécessairement  ainsi  relativement  à 
toute  autre  propriété  naturelle,  qu'il  sera  toujours  pos- 
sible de  remplacer  par  la  supposition  d'une  action 
externe,  construite  de  manière  à  produire  le  même  mou- 
vement, ce  qui  permettra  de  se  représenter  le  corps 
comme  purement  passif  ;  seulement,  à  mesure  que  l'ob- 
servation ou  Texpérience  feront  connaître  avec  plus  de 
précision  les  lois  de  ces  forces  intérieures,  il  faudra  tou- 
jours modifier  en  conséquence  le  système  des  forces 
extérieures  qu'on  leur  substitue  hypothétiquement,  ce 
qui  conduira  souvent  à  une  très  grande  complication. 
Ainsi,  par  exemple,  l'observation  ayant  appris  que  le 
mouvement  vertical  d'un  corps  en  vertu  de  sa  pesanteur 
n'est  point  uniforme,  mais  continuellement  accéléré,  on 
ne  pourra  point  l'assimiler  à  celui  qu'imprimerait  au 
corps  une  impulsion  unique  dont  l'action  ne  se  renou- 
vellerait plus,  puisqu'il  en  résulterait  évidemment  une 
vitesse  constante  :  on  sera  donc  obligé  de  concevoir  le 
corps  comme  ayant  reçu  successivement,  à  des  inter- 
valles de  temps  infiniment  petits,  une  série  infinie  de 


MATHÉMATIQUE  453 

chocs  infiniment  petits,  telle  que  la  vitesse  produite  par 
chacun  s'ajoutant  d'une  manière  continue  à  celle  qui 
résulte  de  l'ensemble  des  précédents,  le  mouvement 
effectif  soit  indéfiniment  varié;  et  si  l'expérience  prouve 
que  l'accélération  du  mouvement  est  uniforme,  on  sup- 
posera tous  ces  chocs  successifs  constamment  égaux 
entre  eux  :  dans  tout  autre  cas,  il  faudra  leur  supposer, 
soit  pour  la  direction,  soit  pour  l'intensité,  une  relation 
exactement  conforme  à  la  loi  réelle  de  la  variation  du 
mouvement;  mais,  à  ces  conditions,  il  est  clair  que 
la  substitution  sera  toujours  possible. 

Il  serait  inutile  d'insister  beaucoup  pour  faire  sentir 
l'indispensable  nécessité  de  supposer  les  corps  dans  cet 
état  complètement  passif,  où  l'on  n'a  plus  à  considérer 
que  les  forces  extérieures  qui  leur  sont  appliquées^  afin 
d'établir  les  lois  abstraites  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment. On  conçoit  que  s'il  fallait  d'abord  tenir  compte  de  la 
modification  quelconque  que  le  corps  peut  imprimer,  en 
vertu  de  ses  forces  naturelles,  à  l'action  de  chacune  de 
ces  puissances  extérieures,  on  ne  pourrait  établir,  en 
mécanique  rationnelle,  la  moindre  proposition  générale, 
d'autant  plus  que  cette  modification  est  loin,  dans  la  plu- 
part des  cas,  d'être  exactement  connue.  Ce  n'est  donc 
qu'en  commençant  par  en  faire  totalement  abstraction, 
pour  ne  penser  qu'à  la  réaction  des  forces  les  unes  sur 
les  autres,  qu'il  devient  possible  de  fonder  une  méca- 
nique abstraite,  de  laquelle  on  passera  ensuite  à  la  mé- 
canique concrète,  en  restituant  aux  corps  leurs  propriétés 
actives  naturelles,  primitivement  écartées.  Cette  restitu- 
tion constitue,  en  effet,  la  principale  difficulté  qu'on 
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(''prouve  pour  opérer  la  transition  do  l'abstrait  au  concret 
ou  mécanique,  difficulté  qui  limite  singulièrement  dans 
la  réalilé  les  applications  importantes  de  cette  science, 
doiil  le  domaine  Ihéorique  est,  en  lui-même,  nécessaire- 
ment indéfini.  Afin  de  donner  une  idée  de  la  portée  de 
cet  obstacle  fondamental,  on  peut  dire  que,  dans  l'état 
actuel  de  la  science  mathématique,  il  n'y  a  vraiment 
qu'une  seule  propriété  naturelle  et  générale  des  corps 
dont  nous  sachions  tenir  compte  d'une  manière  conve- 
nable, c'est  la  pesanteur,  soit  terrestre,  soit  universelle; 
et  encore  faut-il  supposer,  dans  ce  dernier  cas,  que  la 
forme  des  corps  est  suffisamment  simple.  Mais  si  cette 
propriété  se  complique  de  quelques  autres  circonstances 
physiques,  comme  la  résistance  des  miUeux,  les  frotte- 
ments, etc.,  si  môme  les  côrps  sont  seulement  supposés 
à  l'état  fluide,  ce  n'est  encore  que  fort  imparfaitement 
qu'on  est  parvenu  jusqu'ici  à  en  apprécier  l'influence 
dans  les  phénomènes  mécaniques.  A  plus  forte  raison 
nous  est-il  impossible  de  prendre  en  considération  les 
propriétés  électriques  ou  chimiques  et,  bien  moins  en- 
core, les  propriétés  physiologiques.  Aussi  les  grandes 
applications  de  la  mécanique  rationnelle  sont-elles  réel- 
lement bornées  jusqu'ici  aux  seuls  phénomènes  célestes, 
et  même  à  ceux  de  notre  système  solaire,  où  il  suffit 
d'avoir  uniquement  égard  à  une  gravitation  générale, 
dont  la  loi  est  simple  et  bien  déterminée^  et  qui  présente 
néanmoins  des  difficultés  qu'on  ne  sait  point  encore  sur- 
monter complètement,  lorsqu'on  veut  tenir  un  compte 
exact  de  toutes  les  actions  secondaires  susceptibles 
d'effets  appréciables.  On  conçoit  par  là  à  quel  degré  les 
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questions  doivent  se  compliquer  quand  on  passe  à  la 
mécanique  terrestre,  dont  la  plupart  des  phénomènes, 
même  les  plus  simples,  ne  comporteront  probablement 
jamais,  vu  la  faiblesse  de  nos  moyens  réels,  une  étude 
purement  rationnelle  et  pourtant  exacte  d'après  les  lois 
générales  de  la  mécanique  abstraite,  quoique  la  connais- 
sance de  ces  lois,  d'ailleurs  évidemment  indispensable, 
puisse  souvent  conduire  à  des  indications  importantes. 

Après  avoir  expliqué  la  véritable  nature  de  la  concep- 
tion fondamentale  relative  à  l'état  dans  lequel  les  corps 
doivent  être  supposés  en  mécanique  rationnelle,  il  nous 
reste  à  considérer  les  faits  généraux  ou  les  lois  physiques 
du  mouvement  qui  peuvent  fournir  une  base  réelle  aux 
théories  dont  la  science  se  compose.  Cette  importante 
exposition  est  d'autant  plus  indispensable  que,  comme 
je  l'ai  indiqué  ci-dessus,  depuis  qu'on  s'est  écarté  de  la 
route  suivie  par  Newton,  on  a  complètement  méconnu  le 
vrai  caractère  de  ces  lois,  dont  la  notion  ordinaire  est 
encore  essentiellement  métaphysique. 

Les  lois  fondamentales  du  mouvement  me  semblent 
pouvoir  être  réduites  à  trois,  qui  doivent  être  envisagées 
comme  de  simples  résultats  de  l'observation,  dont  il  est 
absurde  de  vouloir  établir  à  priori  la  réalité,  bien  qu'on 
l'ait  tenté  fréquemment. 

La  première  loi  est  celle  qu'on  désigne  fort  mal  à  pro- 
pos sous  le  nom  de  loi  d'inertie.  Elle  a  été  découverte 
par  Képler.  Elle  consiste  proprement  en  ce  que  tout 
mouvement  est  naturellement  rectiligne  et  uniforme, 
c'est-à-dire  que  tout  corps  soumis  à  l'action  d'une  force 
unique  quelconque,  qui  agit  sur  lui  instantanément,  se 
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iiiiMil  constamment  en  ligne  droite  et  avec  une  vitesse 
invariable.  L'inllnence  de  l'esprit  métaphysique  se  mani- 
fesle  particulièrement  dans  la  manière  dont  cette  loi  est 
communément  présentée.  Au  lieu  de  se  borner  à  la 
regarder  comme  un  fait  observé,  on  a  prétendu  la  dé- 
montrer abstraitement  par  une  application  du  principe 
de  la  raison  suffisante,  qui  n'a  pas  la  moindre  solidité. 
En  effet,  pour  expliquer,  par  exemple,  la  nécessité  du 
mouvement  rectiligne,  on  dit  que  le  corps  devait  suivre 
la  ligne  droite  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'il 
s'écarte  d'un  côté  plutôt  que  d'un  autre  de  sa  direction 
primitive.  Il  est  aisé  de  constater  l'invalidité  radicale  et 
même  l'insignifiance  complète  d'une  telle  argumenta- 
tion. D'abord,  comment  pourrions-nous  être  assurés 
qiiil  n  y  a  pas  de  raison  pour  que  le  Corps  se  dévie  ?  Que 
pouvons-nous  savoir  à  cet  égard,  autrement  que  par 
l'expérience?  Les  considérations  à  priori  fondées  sur  la 
nature  des  choses  ne  nous  sont-elles  pas  complètement 
et  nécessairement  interdites  en  philosophie  positive? 
D'ailleurs  un  tel  principe^  même  quand  on  l'admettrait, 
ne  comporte  par  lui-même  qu'une  application  vague  et 
arbitraire.  Car,  à  l'origine  du  mouvement,  c'est-à-dire  à 
l'instant  même  où  l'argument  devrait  être  employé,  il 
est  clair  que  la  trajectoire  du  corps  n'a  point  encore  de 
caractère  géométrique  déterminé,  et  que  c'est  seulement 
après  que  le  corps  a  parcouru  un  certain  espace  qu'on 
peut  constater  quelle  ligne  il  décrit.  Il  est  évident,  par  la 
géométrie,  que  le  mouvement  initial,  au  lieu  d'être 
regardé  comme  rectiligne,  pourrait  être  indifféremment 
supposé  circulaire,  parabolique,  ou  suivant  toute  autre 


MATHÉMATIQUE  457 

ligne  tangente  à  la  trajectoire  effective,  en  sorte  que  la 
même  argumentation  répétée  pour  chacune  de  ces  lignes, 
ce  qui  serait  tout  aussi  légitime,  conduirait  à  une  con- 
clusion absolument  indéterminée.  Pour  peu  qu'on  réllé- 
chisse  sur  un  tel  raisonnement,  on  ne  tardera  pas  à 
reconnaître  que,  comme  toutes  les  prétendues  explica- 
tions métaphysiques,  il  se  réduit  réellement  à  répéter  en 
termes  abstraits  le  fait  lui-même  et  à  dire  que  les  corps 
ont  une  tendance  naturelle  à  se  mouvoir  en  ligne  droite, 
ce  qui  était  précisément  la  proposition  à  établir.  L'insi- 
gnifiance de  ces  considérations  vagues  et  arbitraires 
finira  par  devenir  palpable  si  l'on  remarque  que,  par 
suite  de  semblables  arguments,  les  philosophes  de  l'an- 
tiquité, et  particulièrement  Aristote,  avaient,  au  con- 
traire, regardé  le  mouvement  circulaire  comme  naturel 
aux  astres,  en  ce  qu'il  est  le  plus  parfait  de  tous,  con- 
ception qui  n'est  également  que  l'énonciation  abstraite 
d'un  phénomène  mal  analysé. 

Je  me  suis  borné  à  indiquer  la  critique  des  raisonne- 
ments ordinaires  relativement  à  la  première  partie  de  la 
loi  d'inertie.  On  peut  faire  des  remarques  parfaitement 
analogues  au  sujet  de  la  seconde  partie,  qui  concerne 
l'invariabilité  de  la  vitesse,  et  qu'on  prétend  aussi  pou- 
voir démontrer  abstraitement,  en  se  bornant  à  dire  qu'il 
n'y  a  pas  de  raison  pour  que  le  corps  se  meuve  jamais 
plus  lentement  ou  plus  rapidement  qu'à  l'origine  du 
mouvement. 

Ce  n'est  donc  point  sur  de  telles  considérations  qu'on 
peut  solidement  établir  une  loi  aussi  importante,  qui  est 
un  des  fondements  nécessaires  de  toute  la  mécanique 
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ralioniicllo.  ne  saurait  avoir  do  réalité  qu'autant 

(liTon  la  conçoit  comme  basée  sur  l'observation.  Mais, 
sous  ce  point  de  vue,  l'exactitude  en  est  évidente  d'après 
les  fails  les  plus  communs.  Nous  avons  continuellement 
occasion  de  reconnaître  qu'un  corps  animé  d'une  force 
unique  se  meut  constamment  en  ligne  droite;  et,  s'il  se 
dévie,  nous  pouvons  aisément  constater  que  cette  modi- 
fication tient  à  l'action  simultanée  de  quelque  autre 
force,  active  ou  passive  :  enfin  les  mouvements  curvi- 
lignes eux-mêmes  nous  montrent  clairement,  par  les 
phénomènes  variés  dus  à  ce  qu'on  appelle  la  force  cen- 
trifuge, que  les  corps  conservent  constamment  leur 
tendance  naturelle  à  se  mouvoir  en  ligne  droite.  11  n'y 
a  pour  ainsi  dire  aucun  phénomène  dans  la  nature  qui 
ne  puisse  nous  fournir  une  vérification  sensible  de  cette 
loi,  sur  laquelle  est  en  partie  fondée  toute  l'économie 
de  l'univers.  11  en  est  de  même  relativement  à  l'unifor- 
mité du  mouvement.  Tous  les  faits  nous  prouvent  que, 
si  le  mouvement  primitivement  imprimé  se  ralentit 
toujours  graduellement  et  finit  par  s'éteindre  entière- 
ment, cela  provient  des  résistances  que  les  corps  ren- 
contrent sans  cesse,  et  sans  lesquelles  l'expérience  nous 
porte  à  penser  que  la  vitesse  demeurerait  indéfiniment 
constante,  puisque  nous  voyons  augmenter  sensiblement 
la  durée  de  ce  mouvement  à  mesure  que  nous  diminuons 
l'intensité  de  ces  obstacles.  On  sait  que  le  simple  mou- 
vement d'un  pendule  écarté  de  la  verticale,  qui,  dans  les 
circonstances  ordinaires,  se  maintient  à  peine  pendant 
quelques  minutes,  a  pu  se  prolonger  jusqu'à  plus  de 
trente  heures,  en  diminuant  autant  que  possible  le  frot- 
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lement  au  point  de  la  suspension,  et  faisant  osciller  le 
corps  dans  un  vide  très  approché,  lors  des  expériences 
de  Borda  à  l'Observatoire  de  Paris  pour  déterminer  la 
longueur  du  pendule  à  secondes  par  rapport  au  mètre. 
Les  géomètres  citent  aussi  avec  beaucoup  de  raison, 
comme  une  preuve  manifeste  de  la  tendance  naturelle 
des  corps  à  conserver  indéfiniment  leur  vitesse  acquise, 
l'invariabilité  rigoureuse  qu'on  remarque  si  clairement 
dans  les  mouvements  célestes,  qui,  s'exécutant  dans  un 
milieu  d'une  rareté  extrême,  se  trouvent  dans  les  cir- 
constances les  plus  favorables  à  une  parfaite  observation 
de  la  loi  d'inertie,  et  qui,  en  effet,  depuis  vingt  siècles 
qu'on  les  étudie  avec  quelque  exactitude,  ne  nous  pré- 
sentent point  encore  la  moindre  altération  certaine, 
quant  à  la  durée  des  rotations,  ou  à  celle  des  révolutions, 
quoique  la  suite  des  temps  et  le  perfectionnement  de  nos 
moyens  d'appréciation  doivent  probablement  nous  dé- 
voiler un  jour  quelques  variations  encore  inconnues. 

Nous  devons  donc  regarder  comme  une  grande  loi  de 
la  nature  cette  tendance  spontanée  de  tous  les  corps  à  se 
mouvoir  en  ligne  droite  et  avec  une  vitesse  constante. 
Vu  la  confusion  extrême  des  idées  communes  relative- 
ment à  ce  premier  principe  fondamental,  il  peut  être 
utile  de  remarquer  expressément  ici  que  cette  loi  natu- 
relle est  tout  aussi  applicable  aux  corps  vivants  qu'aux 
corps  inertes  pour  lesquels  on  la  croit  souvent  exclusi- 
vement établie.  Quelle  que  soit  l'origine  de  l'impulsion 
qu'il  a  reçue,  un  corps  vivant  tend  à  persister,  comme 
un  corps  inerte,  dans  la  direction  de  son  mouvement,  et 
à  conserver  sa  vitesse  acquise  :  seulement  il  peut  se 
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ilrvelopper  (Ml  lui  di^s  forces  susceptibles  de  modifier 
ou  de  supprimer  ce  mouvement,  tandis  que,  pour  les 
autres  corps,  ces  modifications  sont  exclusivement  dues 
à  des  agents  extérieurs.  Mais,  dans  ce  cas  même,  nous 
pouvons  acquérir  une  preuve  directe  et  personnelle  de 
Tuniversalilé  de  la  loi  d'inertie,  en  considérant  l'effort 
très  sensible  que  nous  sommes  obligés  de  faire  pour 
changer  la  direction  ou  la  vitesse  de  notre  mouvement 
effectif,  à  tel  point  que,  lorsque  ce  mouvement  est  très 
rapide,  il  nous  est  impossible  de  le  modifier  ou  de  le 
suspendre  à  l'instant  précis  oii  nous  le  désirerions. 

La  seconde  loi  fondamentale  du  mouvement  est  due 
à  Newton.  Elle  consiste  dans  le  principe  de  l'égalité 
constante  et  nécessaire  entre  l'action  et  la  réaction  ; 
c'est-à-dire,  que  toutes  les  fois  qu'un  corps  est  mû  par 
un  autre  d'une  manière  quelconque,  il  exerce  sur  lui, 
en  sens  inverse,  une  réaction  telle,  que  le  second  perd, 
en  raison  des  masses,  une  quantité  de  mouvement 
exactement  égale  à  celle  que  le  premier  a  reçue.  On  a 
essayé  quelquefois  d'établir  aussi  à  priori  ce  théorème 
général  de  philosophie  naturelle,  qui  n'en  est  pas  plus 
susceptible  que  le  précédent.  Mais  il  a  été  beaucoup 
moins  le  sujet  de  considérations  sophistiques,  et  presque 
tous  les  géomètres  s'accordent  maintenant  à  le  regarder 
d'après  Newton  comme  un  simple  résultat  de  l'observa- 
tion, ce  qui  me  dispense  ici  de  toute  discussion  analogue 
à  celle  de  la  loi  d'inertie.  Cette  égalité  dans  l'action 
réciproque  des  corps  se  manifeste  dans  tous  les  phéno- 
mènes naturels,  soit  que  les  corps  agissent  les  uns  sur 
les  autres  par  impulsion,  soit  qu'ils  agissent  par  attrac- 
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tion;  il  serait  superflu  d'en  citer  ici  des  exemples.  Nous 
avons  même  tellement  occasion  de  constater  cette  mu- 
tualité dans  nos  observations  les  plus  communes,  que 
nous  ne  saurions  plus  concevoir  un  corps  ag^issant  sur 
un  autre,  sans  que  celui-ci  réagisse  sur  lui. 

Je  crois  devoir  seulement  indiquer,  dès  ce  moment, 
au  sujet  de  cette  seconde  loi  du  mouvement,  une  re- 
marque qui  me  semble  importante,  et  qui  d^ailleurs  sera 
convenablement  développée  dans  la  dix-septième  leçon. 
Elle  consiste  en  ce  que  le  célèbre  principe  de  d'Alembert, 
d'après  lequel  on  parvient  à  transformer  si  lieureuse- 
ment  toutes  les  questions  de  dynamique  en  simples 
questions  de  statique,  n'est  vraiment  autre  chose  que  la 
généralisation  complète  de  la  loi  de  Newton,  étendue  à 
un  système  quelconque  de  forces.  Ce  principe  en  effet 
coïncide  évidemment  avec  celui  de  l'égalité  entre  l'action 
et  la  réaction,  lorsqu'on  ne  considère  que  deux  forces. 
Une  telle  corrélation  permet  de  concevoir  désormais  la 
proposition  générale  de  d'Alembert  comme  ayant  une 
base  expérimentale,  tandis  qu'elle  n'est  communément 
établie  jusqu'ici  que  sur  des  considérations  abstraites 
peu  satisfaisantes. 

La  troisième  loi  fondamentale  du  mouvement  me  pa- 
raît consister  dans  ce  que  je  propose  d'appeler  le  prin- 
cipe de  l'indépendance  ou  de  la  coexistence  des  mouve- 
ments, qui  conduit  immédiatement  à  ce  qu'on  appelle 
vulgairement  la  composition  des  forces.  Galilée  est,  à 
proprement  parler,  le  véritable  inventeur  de  cette  loi, 
quoiqu'il  ne  l'ait  point  conçue  précisément  sous  la  forme 
que  je  crois  devoir  préférer  ici.  Considérée  sous  le  point 
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(lo  vue  lo  plus  sim[)l(%  ollc  se  réduit  à  ce  fait  général, 
([ue  tout  iiiouvomeut  exactement  commun  à  tous  les 
C()i  |)s  d'un  système  quelconque  n'altère  point  les  mouve- 
ments particuliers  de  ces  différents  corps  les  uns  à 
l'égard  des  autres,  mouvements  qui  continuent  à  s'exé- 
cuter comme  si  l'ensemble  du  système  était  immobile. 
Pour  énoncer  cet  important  principe  avec  une  précision 
rii^oureuse,  qui  n'exig-e  plus  aucune  restriction,  il  faut 
concevoir  que  tous  les  points  du  système  décrivent  à  la 
fois  des  droites  parallèles  et  égales,  et  considérer  que  ce 
mouvement  général,  avec  quelque  vitesse  et  dans  quel- 
que direction  qu'il  puisse  avoir  lieu,  n'affectera  nulle- 
ment les  mouvements  relatifs. 

Ce  serait  vainement  qu'on  tenterait  d'établir  par  au- 
cune idée  à  priori  cette  grande  loi  fondamentale,  qui 
n'en  est  pas  plus  susceptible  que  les  deux  précédentes. 
On  pourrait,  tout  au  plus,  concevoir  que,  si  les  corps  du 
système  sont  entre  eux  à  l'état  de  repos,  ce  déplacement 
commun,  qui  ne  change  évidemment  ni  leurs  distances 
ni  leurs  situations  respectives,  ne  saurait  altérer  cette 
immobilité  relative  :  encore  même,  l'ignorance  absolue 
où  nous  sommes  nécessairement  de  la  nature  intime 
des  corps  et  des  phénomènes  ne  nous  permet  point  d'af- 
firmer rationnellement,  avec  une  sécurité  parfaite,  que 
l'introduction  de  cette  circonstance  nouvelle  ne  modifiera 
pas  d'une  manière  inconnue  les  conditions  primitives  du 
système.  Mais  l'insuffisance  d'une  telle  argumentation 
devient  surtout  sensible  quand  on  essaie  de  l'appliquer 
au  cas  le  plus  étendu  et  le  plus  important,  à  celui  oij  les 
différents  corps  du  système  sont  en  mouvement  les  uns 
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à  l'égard  des  autres.  En  s'attachant  à  faire  abstraction, 
aussi  complètement  que  possible,  des  observations  si 
connues  et  si  variées  qui  nous  font  reconnaître  alors 
l'exactitude  physique  de  ce  principe ,  il  sera  facile  de 
constater  qu'aucune  considération  rationnelle  ne  nous 
donne  le  droit  de  conclure  à  priori  que  le  mouvement 
général  ne  fera  naître  aucun  changement  dans  les  mou- 
vements particuliers.  Gela  est  tellement  vrai  que,  lorsque 
Galilée  a  exposé  pour  la  première  fois  cette  grande  loi 
de  la  nature,  il  s'est  élevé  de  toutes  parts  une  foule 
d'objections  à  priori  tendant  à  prouver  l'impossibilité 
rationnelle  d'une  telle  proposition,  qui  n'a  été  unanime- 
ment admise,  que  lorsqu'on  a  abandonné  le  point  de 
vue  logique  pour  se  placer  au  point  de  vue  physique. 

G'est  donc  seulement  comme  un  simple  résultat  géné- 
ral de  l'observation  et  de  l'expérience  que  cette  loi  peut 
être  en  effet  solidement  établie.  Mais,  ainsi  considérée, 
il  est  évident  qu'aucune  proposition  de  philosophie  na- 
turelle n'est  fondée  sur  des  observations  aussi  simples, 
aussi  diverses,  aussi  multipliées,  aussi  faciles  à  vérifier. 
Il  ne  s'opère  point  dans  le  monde  réel  un  seul  phéno- 
mène dynamique  qui  n'en  puisse  offrir  une  preuve  sen- 
sible ;  et  toute  l'économie  de  l'univers  serait  évidemment 
bouleversée  de  fond  en  comble,  si  on  supposait  que  cette 
loi  n'existât  plus.  G'est  ainsi,  par  exemple,  que  dans  le 
mouvement  général  d'un  vaisseau,  quelque  rapide  qu'il 
puisse  être  et  suivant  quelque  direction  qu'il  ait  lieu,  les 
mouvements  relatifs  continuent  à  s'exécuter,  sauf  les 
altérations  provenant  du  roulis  et  du  tangage,  exacte- 
ment comme  si  le  vaisseau  était  immobile,  en  se  com- 
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posant  avec  lo  moiivoinciit  total  pour  un  observateur  qui 
n'y  parliciponiit  pas.  De  même,  nous  voyons  continuel- 
leuKMit  le  déplacement  général  d'un  foyer  chimique,  ou 
(11111  corps  vivant,  n'affecter  en  aucune  manière  les 
mouvements  internes  qui  s'y  exécutent.  C'est  ainsi  sur- 
tout, [)our  citer  l'exemple  le  plus  ^important,  que  le 
mouvement  du  giobe  terrestre  ne  trouble  nullement  les 
phénomènes  mécaniques  qui  s'opèrent  à  sa  surface  ou 
dans  son  intérieur.  On  sait  que  l'ignorance  de  cette  troi- 
sième loi  du  mouvement  a  été  précisément  le  principal 
obstacle  scientifique  qui  s'est  opposé  pendant  si  long- 
temps à  l'établissement  de  la  théorie  de  Copernic,  contre 
laquelle  une  telle  considération  présentait  alors,  en  effet, 
des  objections  insurmontables,  dont  les  coperniciens 
n'avaient  essayé  de  se  dégager  que  par  de  vaines  subti- 
lités métaphysiques  avant  la  découverte  de  Galilée. 
Mais,  depuis  que  le  mouvement  de  la  terre  a  été  univer- 
sellement reconnu,  les  géomètres  l'ont  présenté,  avec 
raison,  comme  offrant  lui-même  une  confirmation  essen- 
tielle de  la  réalité  de  cette  loi.  Laplace  a  proposé  à  ce 
sujet  une  considération  indirecte  fort  ingénieuse,  que  je 
crois  utile  d'indiquer  ici,  parce  qu'elle  nous  montre  le 
principe  de  l'indépendance  des  mouvements  sous  la  vé- 
rification d'une  expérience  continuelle  et  très  sensible. 
Elle  consiste  à  remarquer  que,  si  le  mouvement  général 
de  la  terre  pouvait  altérer  en  aucune  manière  les  mouve- 
ments particuliers  qui  s'exécutent  à  sa  surface,  cette 
altération  ne  saurait  évidemment  être  la  même  pour  tous 
ces  mouvements  quelle  que  fût  leur  direction,,  et  qu'ils 
en  seraient  nécessairement  diversement  affectés  suivant 
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l'ang-le  plus  ou  moins  grand  que  ferait  cette  direction 
avec  celle  du  mouvement  du  globe.  Ainsi,  par  exemple, 
le  mouvement  oscillatoire  d'un  pendule  devrait  alors 
nous  présenter  des  différences  très  considérables  selon 
l'azimuth  du  plan  vertical  dans  lequel  il  s'exécute,  et  qui 
lui  donne  une  direction  tantôt  conforme,  tantôt  contraire, 
et  fort  inég-alement  contraire ,  à  celle  du  mouvement 
de  la  terre  ;  tandis  que  l'expérience  ne  nous  manifeste 
jamais,  à  cet  égard,  la  moindre  variation,  même  en 
mesurant  le  phénomène  avec  l'extrême  précisioil  que 
comporte,  sous  ce  rapport,  l'état  actuel  de  nos  moyens 
d'observation. 

Afin  de  prévenir  toute  interprétation  inexacle  et  toute 
application  vicieuse  de  la  troisième  loi  du  mouvement, 
il  importe  de  remarquer  que,  par  sa  nature,  elle  n'est 
relative  qu'aux  mouvements  de  translation,  et  qu'on  ne 
doit  jamais  l'étendre  à  aucun  mouvement  de  rotation. 
Les  mouvements  de  translation  sont  évidemment,  en 
effet,  les  seuls  qui  puissent  être  rigoureusement  com- 
muns, pour  le  degré  aussi  bien  que  pour  la  direction,  à 
toutes  les  diverses  parties  d'un  système  quelconque. 
Cette  exacte  parité  ne  saurait  jamais  avoir  lieu  quand  il 
s'agit  d'un  mouvement  de  rotation,  qui  présente  tou- 
jours nécessairement  des  inég-alités  entre  les  diverses 
parties  du  système,  suivant  qu'elles  sont  plus  ou  moins 
éloignées  du  centre  de  la  rotation.  C'est  pourquoi  tout 
mouvement  de  ce  genre  tend  constamment  à  altérer 
l'état  du  système,  et  l'altère  en  effet  si  les  conditions  de 
liaison  entre  les  diverses  parties  ne  constituent  pas  une 
résistance  suffisante.  Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas 

30 
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(l'un  vaisseau,  co  n'est  pas  le  mouvement  géïK^ral  de 
pi'oi^i'ession  (jui  peut  troubler  les  mouvements  particu- 
Ii(M's  ;  le  dérangement  n'est  du  qu'aux  effets  secondaires 
du  l'oulis  et  du  tangage,  qui  sont  des  mouvements  de 
l'olation.  Qu'une  montre  soit  simplement  transportée 
dans  une  direction  quelconque  avec  autant  de  rapidité 
qu'on  voudra,  mais  sans  tourner  nullement,  elle  n'en 
sera  jamais  affectée;  tandis  qu'un  médiocre  mouvement 
de  rotation  suffira  seul  pour  dérang"er  promptement  sa 
marche.  La  différence  entre  ces  deux  effets  deviendrait 
surtout  sensible,  en  répétant  l'expérience  sur  un  corps 
vivant.  Enfin,  c'est  par  suite  d'une  telle  distinction,  que 
nous  ne  saurions  avoir' aucun  moyen  de  constater,  par 
des  phénomènes  purement  terrestres,  la  réalité  du  mou- 
vement de  translation  de  la  terre,  qui  n'a  pu  être  décou- 
vert que  par  des  observations  célestes;  tandis  que,  rela- 
tivement à  son  mouvement  de  rotation,  il  détermine 
nécessairement  à  la  surface  de  la  terre,  vu  l'inégalité  de 
force  centrifug-e  entre  les  différents  points  du  globe,  des 
phénomènes  très  sensibles,  quoique  peu  considérables, 
dont  l'analyse  pourrait  suffire  pour  démontrer,  indépen- 
damment de  toute  considération  astronomique,  l'exis- 
tence de  cette  rotation. 

Le  principe  de  l'indépendance  ou  de  la  coexistence  des 
mouvements  étant  une  fois  établi,  il  est  facile  de  conce- 
voir qu'il  conduit  immédiatement  à  la  régie  élémentaire 
ordinairement  usitée  pour  ce  qu'on  appelle  la  composi- 
tion des  forces,  qui  n'est  vraiment  autre  chose  qu'une 
nouvelle  manière  de  considérer  et  d'énoncer  la  troisième 
loi  du  mouvement.  En  effet,  la  proposition  du  parallélo- 
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gramme  des  forces,  envisagée  sous  le  point  de  vue  le 
plus  positif,  consiste  proprement  en  ce  que,  lorsqu'un 
corps  est  animé  à  la  fois  de  deux  mouvements  uniformes 
dans  des  directions  quelconques,  il  décrit,  en  vertu  de 
leur  combinaison,  la  diagonale  du  parallélogramme  dont 
il  eût  dans  le  même  temps  décrit  séparément  les  côtés 
en  vertu  de  chaque  mouvement  isolé.  Or,  n'est-ce  pas  là 
évidemment  une  simple  application  directe  du  principe 
de  l'indépendance  des  mouvements,  d'après  lequel  le 
mouvement  particulier  du  corps  le  long  d'une  certaine 
droite  n'est  nullement  troublé  par  le  mouvement  général 
qui  entraîne  parallèlement  à  elle-même  la  totalité  de  cette 
droite  le  long  d'une  autre  droite  quelconque?  Cette  consi- 
dération conduit  sur-le-champ  à  la  construction  géométri- 
que énoncée  par  la  règle  du  parallélogramme  des  forces. 
C'est  ainsi  que  ce  théorème  fondamental  de  la  mécanique 
rationnelle  me  paraît  devoir  (  l  )  être  présenté  directement 
comme  une  loi  naturelle,  ou  du  moins  comme  une  apph*- 
calion  immédiate  d'une  des  plus  grandes  lois  de  la  nature. 
Telle  est,  à  mon  gré,  la  seule  manière  vraiment  philoso- 
phique d'établir  solidement  cette  importante  proposition, 
po  ur  écarter  définitivement  tous  les  nuages  métaphysiques 
dont  elle  est  encore  environnée  et  la  mettre  complètement 
à  l'abri  de  toute  objection  réelle.  Toutes  les  prétendues 
démonstrations  analytiques  qu'on  a  successivement  es- 
sayé d'en  donner  d'après  des  considérations  purement 
abstraites,  outre  qu'elles  reposent  ordinairement  sur  une 
interprétation  vicieuse  et  sur  une  fausse  application  du 


(1)  Le  'mot  devoir  n'existe  pas  dans  la  1'"''  édition  {Note  des  éditeurs). 
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|>i  iii(  ip(*  analyliqiir  de  riioinogéiiéiLé,  supposent  d'ail- 
ItMii  s  ([iif  la  [)r<)posili()M  iisl  évidente  par  elle-même  dans 
certains  cas  particuliers,  quand  les  deux  forces,  par 
exemple,  agissent  suivant  une  même  droite,  évidence 
(jui  ne  peut  résulter  alors  que  de  l'observation  effective 
(le  la  loi  naturelle  de  l'indépendance  des  mouvements, 
dont  l'indispensabilité  se  trouve  ainsi  irrécusablement 
manifestée.  Il  serait  étrange,  en  effet,  pour  quiconque 
envisag-e  directement  la  question  sous  un  point  de  vue 
philosophique,  que,  par  de  simples  combinaisons  logi- 
ques, l'esprit  humain  pût  ainsi  découvrir  une  loi  réelle  de 
la  nature,  sans  consulter  aucunement  le  monde  extérieur. 

Cette  notion  étant  de  la  plus  haute  importance  quant 
à  la  manière  de  concevoir  la  mécanique  rationnelle,  et 
s'écartant  beaucoup  de  la  marche  habituellement  adoptée 
aujourd'hui,  je  crois  devoir  la  présenter  encore  sous  un 
dernier  point  de  vue  qui  achèvera  de  l'éclaircir,  en  mon- 
trant que,  malgré  tous  les  efforts  des  géomètres  pour 
éludera  cet  égard  l'emploi  des  considérations  expérimen- 
tales, la  loi  physique  de  l'indépendance  des  mouvements 
reste  implicitement,  môme  de  leur  aveu  unanime,  une  des 
bases  essentielles  de  lamécanique,  quoique  présentée  sous 
une  forme  différente  et  à  une  autre  époque  de  l'exposition. 

11  suffit,  pour  cela,  de  reconnaître  que  cette  loi,  au 
lieu  d'être  exposée  directement  dans  l'étude  des  prolé- 
gomènes de  la  science,  se  retrouve  plus  tard  admise  par 
tous  les  géomètres,  comme  établissant  le  principe  de  la 
proportionnalité  des  vitesses  aux  forces,  base  nécessaire 
de  la  dynamique  ordinaire. 

Aîin  de  saisir  convenablement  le  vrai  caractère  de 
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cette  question,  il  faut  remarquer  que  les  rapports  des 
forces  peuvent  être  déterminés  de  deux  manières  diffé- 
rentes, soit  par  le  procédé  statique,  soit  par  le  procédé 
dynamique.  En  effet,  nous  ne  jugeons  pas  toujours  du 
rapport  de  deux  forces  d'après  l'intensité  plus  ou  moins 
grande  des  mouvements  qu'elles  peuvent  imprimer  à 
un  même  corps.  Nous  l'apprécions  fréquemment  aussi 
d'après  de  simples  considérations  d'équilibre  mutuel,  en 
regardant  comme  égales  les  forces  qui,  appliquées  en 
sens  contraire,  suivant  une  môme  droite,  se  détruisent 
réciproquement,  et  ensuite  comme  double,  triple,  etc. 
d'une  autre,  la  force  qui  ferait  équilibre  à  deux,  trois, etc. , 
forces  égales  à  celle-ci,  et  toutes  directement  opposées 
à  la  seconde.  Ce  nouveau  moyen  de  mesure  est,  en  réa- 
lité, tout  aussi  usité  que  le  précédent.  Cela  posé,  la  ques- 
tion consiste  essentiellement  à  savoir  si  les  deux  moyens 
sont  toujours  et  nécessairement  équivalents,  c'est-à- 
dire  si^  les  rapports  des  forces  étant  d'abord  seulement 
définis  par  la  considération  statique,  il  s'ensuivra,  sous 
le  point  de  vue  dynamique,  qu'elles  imprimeront  à  une 
môme  masse  des  vitesses  qui  leur  soient  exactement  pro- 
portionnelles. Cette  corrélation  n'est  nullement  évidente 
par  elle-même  ;  tout  au  plus  peut-on  concevoir  à  priori 
que  les  plus  grandes  forces  doivent  nécessairement  don- 
ner les  plus  grandes  vitesses.  Mais  l'observation  seule 
peut  décider  si  c'est  à  la  première  puissance  de  la  force 
ou  à  toute  autre  fonction  croissante  que  la  vitesse  est 
proportionnelle. 

C'est  pour  déterminer  quelle  est,  à  cet  égard,  la  véri- 
table loi  de  la  nature,  que,  de  l'aveu  de  tous  les  géo- 
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mi'tros  cl  parliculièremcnl  de  Laplace,  il  faut  considérer 
le  l'ail  général  de  rindépendance  ou  de  la  coexistence  des 
niouvements.  11  est  facile  de  voir,  d'après  le  raisonne- 
iiKMil  de  Laplace,  que  la  théorie  de  la  proportionnalité 
des  vitesses  aux  forces  est  une  conséquence  nécessaire 
el  iininédiate  de  ce  fait  général,  appliqué  à  deux  forces 
qui  agissent  dans  la  même  direction.  Car,  si  un  corps, 
en  vertu  d'une  certaine  force,  a  parcouru  un  espace  dé- 
terminé suivant  une  certaine  droite,  et  qu'on  vienne  à 
ajouter,  selon  la  môme  direction,  une  seconde  force 
égale  à  la  première  ;  d'après  la  loi  de  l'indépendance  des 
mouvements,  cette  nouvelle  force  ne  fera  que  déplacer 
la  totalité  de  la  droite  d'application  d'une  égale  quantité 
dans  le  même  temps,  sans  altérer  le  mouvement  du 
corps  le  long  de  cette  droite,  en  sorte  que,  par  la  com- 
position des  deux  mouvements,  ce  corps  aura  effective- 
ment parcouru  un  espace  double  de  celui  qui  correspon- 
dait à  la  force  primitive.  Telle  est  la  seule  manière  dont 
on  puisse  réellement  constater  la  proportionnalité  géné- 
rale des  vitesses  aux  forces,  que  je  dois  ainsi  me  dispen- 
ser de  regarder  comme  une  quatrième  loi  fondamentale 
du  mouvement,  puisqu'elle  rentre  dans  la  troisième. 

Il  est  donc  évident  que,  quand  on  a  cru  pouvoir  se 
dispenser  en  mécanique  du  fait  général  de  l'indépen- 
dance des  mouvements  pour  établir  la  loi  fondamentale 
de  la  composition  des  forces,  la  nécessité  de  regarder 
cette  proposition  de  philosophie  naturelle  comme  une 
des  bases  indispensables  de  la  science  s'est  reproduite 
inévitablement  pour  démontrer  la  loi  non  moins  impor- 
tante des  forces  proportionnelles  aux  vitesses,  ce  qui 
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met  celte  nécessité  hors  de  toute  contestation.  Ainsi 
quel  a  été  le  résultat  réel  de  tous  les  efforts  intellectuels 
qui  ont  été  tentés  pour  éviter  d'introduire  directement, 
dans  les  prolégomènes  de  la  mécanique,  cette  observa- 
tion fondamentale  ?  seulement  de  paraître  s'en  dispenser 
en  statique,  et  de  ne  la  prendre  évidemment  en  considé- 
ration qu'aussitôt  qu'on  passe  à  la  dynamique.  Tout  se 
réduit  donc  effectivement  à  une  simple  transposition.  Il 
est  clair  qu'un  résultat  aussi  peu  important  n'est  nulle- 
ment proportionné  à  la  complication  des  procédés  indi- 
rects qui  ont  été  employés  pour  y  parvenir,  quand  même 
ces  procédés  seraient  logiquement  irréprochables,  et 
nous  avons  expressément  reconnu  le  contraire.  11  est 
donc,  sous  tous  les  rapports,  beaucoup  plus  satisfaisant 
de  se  conformer  franchement  et  directement  à  la  néces- 
sité philosophique  de  la  science,  et,  puisqu'elle  ne  saurait 
se  passer  d'une  base  expérimentale,  de  reconnaître  net- 
tement cette  base  dès  l'origine.  Aucune  autre  marche  ne 
peut  rendre  complètement  positive  une  science  qui, 
sans  de  tels  fondements,  conserverait  encore  un  certain 
caractère  métaphysique. 

Telles  sont  donc  les  trois  lois  physiques  du  mouve- 
ment qui  fournissent  à  la  mécanique  rationnelle  une 
base  expérimentale  suffisante,  sur  laquelle  l'esprit  hu- 
main, par  de  simples  opérations  logiques,  et  sans  con- 
sulter davantage  le  monde  extérieur,  peut  solidement 
établir  l'édifice  systématique  de  la  science.  Quoique  ces 
trois  lois  me  semblent  pouvoir  suffire,  je  ne  vois  à 
priori  aucune  raison  de  n'en  point  augmenter  le  nombre, 
si  on  parvenait  effectivement  à  constater  qu'elles  ne 
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soiil  j);is  sli'icl(Miioiil  c()inj)lMos.  (VUc  augmentation  me 
paraîli'iiil  un  forl  loger  inconvénient  pour  la  perfection 
lalioniielle  de  la  science,  puisque  ces  lois  ne  sauraient 
jamais  évidemment  élre  très  multipliées;  j(;  regarderais 
comme  préférable,  en  thèse  générale,  d'en  établir  une  ou 
deux  de  plus,  si,  pour  l'éviter,  il  fallait  recourir  à  des 
considérations  trop  détournées,  qui  fussent  de  nature  à 
altérer  le  caractère  positif  de  la  science.  Mais  l'ensemble 
des  (rois  lois  ci-dessus  exposées  remplit  convenablement, 
à  mes  yeux,  toutes  les  conditions  essentielles  réellement 
imposées  par  la  nature  des  théories  de  la  mécanique 
rationnelle.  En  effet,  la  première,  celle  de  Képler, 
détermine  complètement  l'effet  produit  par  une  force 
unique  agissant  instantanément  ;  la  seconde,  celle  de 
Newton,  établit  la  règle  fondamentale  pour  la  commu- 
nication du  mouvement  par  Faction  des  corps  les  uns 
sur  les  autres;  enfin  la  troisième,  celle  de  Galilée,  con- 
duit immédiatement  au  théorème  général  relatif  à  la 
composition  des  mouvements.  On  conçoit,  d'après  cela, 
que  toute  la  mécanique  des  mouvements  uniformes  ou 
des  forces  instantanées  peut  être  entièrement  traitée 
comme  une  conséquence  directe  de  la  combinaison  de 
ces  trois  lois,  qui,  étant  de  leur  nature  extrêmement 
précises,  sont  évidemment  susceptibles  d'être  aussitôt 
exprimées  par  des  équations  analytiques  faciles  à  ob- 
tenir. Quant  à  la  partie  la  plus  étendue  et  la  plus  impor- 
tante de  la  mécanique,  celle  qui  en  constitue  essentielle- 
ment la  difficulté,  c'est-à-dire  la  mécanique  des  mouve- 
ments variés  ou  des  forces  continues,  on  peut  concevoir 
d'une  manière  générale  la  possibilité  de  la  ramener  à 
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la  mécanique  élémentaire  dont  nous  venons  d'indiquer 
le  caractère,  par  TapiDlication  de  la  méthode  infinitési- 
male, qui  permettra  de  substituer,  pour  chaque  instantin- 
finimentpetit,  un  mouvement  uniforme  au  mouvement  va- 
rié,d'oùrésulterontimmédiatement  les  équations  différen- 
tielles relatives  à  cette  dernière  espèce  de  mouvements. 
Usera  sans  doute  fort  important  d'établir  directement  et 
avec  précision,  dans  les  leçons  suivantes,  la  manière  g^é- 
nérale  d'employer  une  telle  méthode  pour  résoudre  les 
deux  problèmes  essentiels  de  la  mécanique  rationnelle, 
et  de  considérer  soigneusement  les  principaux  résul- 
tats que  les  géomètres  ont  ainsi  obtenus  relativement  aux 
lois  abstraites  de  l'équilibre  et  du  mouvement.  Mais  il 
est,  dès  ce  moment,  évident  que  la  science  se  trouve 
réellement  fondée  par  l'ensemble  des  trois  lois  physi- 
ques établies  ci-dessus,  et  que  tout  le  travail  devient 
désormais  purement  rationnel,  devant  consister  seule- 
ment dans  l'usage  à  faire  de  ces  lois  pour  la  solution 
des  différentes  questions  générales.  En  un  mot,  la  sépa- 
ration entre  la  partie  nécessairement  physique  et  la 
partie  simplement  logique  de  la  science  me  semble  pou- 
voir être  ainsi  nettement  effectuée  d'une  manière  exacte 
et  définitive. 

Pour  terminer  cet  aperçu  général  du  caractère  philo- 
sophique de  la  mécanique  rationnelle,  il  ne  nous  reste 
[)lu8  maintenant  qu'à  considérer  sommairement  les  di- 
visions principales  de  cette  science,  les  divisions  se- 
condaires devant  être  envisagées  dans  les  leçons  sui- 
vantes. 

La  première  et  la  plus  importante  division  naturelle 
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(le  la  iiK'caniqiio  consiste  à  distinguer  deux  ordres  de 
(jueslions,  suivant  (ju'on  se  propose  la  recherche  des 
conditions  de  l'équilibre,  ou  l'étude  des  lois  du  mouve- 
nuMil,  d'où  lu  statique,  et  la  df/namiqiie.  Il  suffit  d'indi- 
(juiT  une  telle  division,  pour  en  faire  comprendre  direc- 
tement la  nécessité  générale.  Outre  la  différence  effec- 
tive qui  existe  évidemment  entre  ces  deux  classes  fon- 
damentales de  problèmes,  il  est  aisé  de  concevoir  à 
priori  que  les  questions  de  statique  doivent  être,  en  gé- 
néral, par  leur  nature,  bien  plus  faciles  à  traiter  que  les 
questions  de  dynamique.  Gela  résulte  essentiellement 
de  ce  que,  dans  les  premières,  on  fait,  comme  on  Ta  dit 
avec  raison,  abstraction  du  temps;  c'est-à-dire  que,  le 
phénomène  à  étudier  étant  nécessairement  instantané, 
on  n'a  pas  besoin  d'avoir  égard  aux  variations  que  les 
forces  du  système  peuvent  éprouver  dans  les  divers  ins- 
tants successifs.  Cette  considération  qu'il  faut,  au  con- 
traire, introduire  dans  toute  question  de  dynamique,  y 
constitue  un  élément  fondamental  de  plus,  qui  en  fait  la 
principale  difficulté.  Il  suit,  en  thèse  générale,  de  cette 
différence  radicale,  que  la  statique  tout  entière,  quand 
on  la  traite  comme  un  cas  particulier  de  la  dynamique, 
correspond  seulement  à  la  partie  de  beaucoup  la  plus 
simple  de  la  dynamique,  à  celle  qui  concerne  la  théorie 
des  mouvements  uniformes,  comme  nous  l'établirons 
spécialement  dans  la  leçon  suivante. 

L'importance  de  cette  division  est  bien  clairement  vé- 
rifiée par  l'histoire  générale  du  développement  effectif 
de  l'esprit  humain.  Nous  voyons,  en  effet,  que  les  an- 
ciens avaient  acquis  quelques  connaissances  fondamen- 
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taies  très  essentielles  relativement  à  l'équilibre,  soit  des 
solides,  soit  des  fluides,  comme  on  le  voit  surtout  par 
les  belles  recherches  d'Archimède,  quoiqu'ils  fussent 
encore  fort  éloignés  de  posséder  une  statique  ration 
nelle  vraiment  complète.  Au  contraire,  ils  ignoraient 
entièrement  la  dynamique,  même  la  plus  élémentaire;  la 
première  création  de  cette  science  toute  moderne  est  due 
à  Galilée. 

Après  cette  division  fondamentale,  la  distinction  la 
plus  importante  à  établir  en  mécanique  consiste  à  sé- 
parer, soit  dans  la  statique,  soit  dans  la  dynamique, 
l'étude  des  solides  et  celle  des  fluides.  Quelque  essen- 
tielle que  soit  cette  division,  je  ne  la  place  qu'en  seconde 
ligne,  et  subordonnée  à  la  précédente,  suivant  la  mé- 
thode établie  par  Lagrange,  car  c'est,  ce  me  semble, 
s'exagérer  son  influence  que  de  la  constituer  division 
principale,  comme  on  le  fait  encore  dans  les  traités  ordi- 
naires de  mécanique.  Les  principes  essentiels  de  sta- 
tique ou  de  dynamique  sont,  en  effet,  nécessairement 
les  mêmes  pour  les  fluides  que  pour  les  solides  ;  seule- 
ment les  fluides  exigent  d'ajouter  aux  conditions  carac- 
téristiques du  système  une  considération  de  plus,  celle 
relative  à  la  variabilité  de  forme,  qui  définit  générale- 
ment leur  constitution  mécanique  propre.  Mais,  tout  en 
plaçant  cette  distinction  au  rang  convenable,  il  est  fa- 
cile de  concevoir  à  priori  son  extrême  importance,  et  de 
sentir,  en  général,  combien  elle  doit  augmenter  la  diffi- 
culté fondamentale  des  questions,  soit  dans  la  statique, 
soit  surtout  dans  la  dynamique.  Car  cette  parfaite  indé- 
pendance réciproque  des  molécules,  qui  caractérise  les 
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('liii(l('s,  oblige  (io  considérer  séparément  chaque  molé- 
rnlc  el,  par  conséquent,  d'envisager  toujours,  même 
dans  le  cas  le  plus  simple,  un  système  composé  d'une 
infinilé  de  forces  distinctes.  Il  en  résulte,  pour  la  sta- 
rKjnc,  rinirodnction  (Tun  nouvel  ordre  de  recherches, 
rehilivement  à  la  figure  du  système  dans  l'état  d'équi- 
libre, question  très  difficile  par  sa  nature,  et  dont  la 
solution  générale  est  encore  peu  avancée,  même  pour  le 
seul  cas  de  la  pesanteur  universelle.  Mais  la  difficulté 
est  encore  plus  sensible  dans  la  dynamique.  En  effet, 
l'obligation  où  l'on  se  trouve  alors  strictement  de  consi- 
dérer à  part  le  mouvement  propre  de  chaque  molécule, 
pour  faire  une  étude  vraiment  complète  du  phénomène, 
introduit  dans  la  question,  envisagée  sous  le  point  de 
vue  analytique,  une  complication  jusqu'à  présent  inex- 
tricable en  général,  et  qu'on  n'est  encore  parvenu  à  sur- 
monter, même  dans  le  cas  très  simple  d'un  fluide  uni- 
quement mû  par  sa  pesanteur  terrestre,  qu'à  l'aide 
d'hypothèses  fort  précaires,  comme  celle  de  Daniel  Ber- 
nouilli  sur  le  parallélisme  des  tranches,  qui  altèrent 
d'une  manière  notable  la  réalité  des  phénomènes.  On 
conçoit  donc,  en  thèse  générale,  la  plus  grande  difficulté 
nécessaire  de  l'hydrostatique,  et  surtout  de  l'hydrody- 
namique, par  rapport  à  la  statique  et  à  la  dynamique 
proprement  dites,  qui  sont  en  effet  bien  plus  avancées. 

Il  faut  ajouter  à  ce  qui  précède,  pour  se  faire  une  juste 
idée  générale  de  cette  différence  fondamentale,  que  la 
définition  caractéristique  par  laquelle  les  géomètres  dis- 
tinguent les  solides  et  les  fluides  en  mécanique  ration- 
nelle n'est  véritablement,  à  l'égard  des  uns  comme  à 
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l'égard  des  autres,  qu'une  représentation  exagérée,  et, 
par  conséquent,  strictement  infidèle  de  la  réalité.  En 
effet,  quant  aux  fluides  principalement,  il  est  clair  que 
leurs  molécules  ne  sont  point  réellement  dans  cet  état 
rigoureux  d'indépendance  mutuelle  où  nous  sommes 
obligés  de  les  supposer  en  mécanique,  en  les  assujettis- 
sant seulement  à  conserver  entre  elles  un  volume  cons- 
tant s'il  s'agit  d'un  liquide,  ou,  s'il  s'agit  d'un  gaz,  un  vo- 
lume variable  suivant  une  fonction  donnée  de  la  pression, 
par  exemple,  en  raison  inverse  de  cette  pression,  d'après 
la  loi  de  Mariotte.  Un  grand  nombre  de  phénomènes 
naturels  sont,  au  contraire,  essentiellement  dus  à  l'adhé- 
rence mutuelle  des  molécules  d'un  fluide,  liaison  qui  est 
seulement  beaucoup  moindre  que  dans  les  solides.  Cette 
adhésion,  dont  on  fait  abstraction  pour  les  fluides  ma- 
thématiques, et  qu'il  semble,  en  effet,  presque  impossible 
de  prendre  convenablement  en  considération,  détermine, 
comme  on  sait,  des  différences  très  sensibles  entre  les 
phénomènes  effectifs  et  ceux  qui  résultent  de  la  théorie, 
soit  pour  la  statique,  soit  surtout,  pour  la  dynamique, 
par  exemple  relativement  à  l'écoulement  d'un  liquide 
pesant  par  un  orifice  déterminé,  où  l'observation  s'écarte 
notablement  de  la  théorie  quant  à  la  dépense  de  liquide 
en  un  temps  donné. 

Quoique  la  définition  mathématique  des  solides  se 
trouve  représenter  beaucoup  plus  exactement  leur  état 
réel,  on  a  cependant  plusieurs  occasions  de  reconnaître 
la  nécessité  de  tenir  compte  en  certains  cas  de  la  possi- 
bilité de  séparation  mutuelle  qui  existe  toujours  entre 
les  molécules  d'un  solide,  si  les  forces  qui  leur  sont 
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ii()pli(|iirM's,  acqilièroni  une  iiilciisile  suffisante,  et  dont 
on  fail  rom|)lètemcnt  abstraction  en  mécanique  ration- 
nelle. (Vest  ce  qu'on  peut  aisément  constater  surtout 
dans  la  lliéorie  de  la  rupture  des  solides,  qui,  à  peine 
ébauchée  par  (ialilée,  par  Huyg-hens,  et  par  Leibnitz,  se 
trouve  aujourd'lnii  dans  un  état  fort  imparfait  et  même 
très  précaire,  malg-ré  les  travaux  de  plusieurs  autres 
géomètres,  et  qui  néanmoins  serait  importante  pour 
éclairer  plusieurs  questions  de  mécanique  terrestre , 
principalement  de  mécanique  industrielle.  On  doit  pour- 
tant remarquer,  à  ce  sujet,  que  cette  imperfection  est  à 
la  fois  beaucoup  moins  sensible  et  bien  moins  impor- 
tanle  que  celle  ci-dessus  notée,  relativement  à  la  méca- 
nique des  tluides.  Car  elle  se  trouve  ne  pouvoir  nulle- 
ment influer  sur  les  questions  de  mécanique  céleste,  qui 
constituent  réellement,  comme  nous  avons  eu  plusieurs 
occasions  de  le  reconnaître,  la  principale  application,  et 
probablement  la  seule  qui  puisse  être  jamais  vraiment 
complète,  de  la  mécanique  rationnelle. 

Enfin  nous  devons  encore  sigrialer,  en  thèse  générale, 
dans  la  mécanique  actuelle,  une  lacune,  secondaire  il  est 
vrai,  mais  qui  n'est  pas  sans  importance,  relativement 
à  la  théorie  d'une  classe  de  corps  qui  sont  dans  un  état 
intermédiaire  entre  la  solidité  et  la  fluidité  rigoureuses, 
et  qu'on  pourrait  appeler  semi-fluides,  ou  semi-solides  : 
tels  sont,  par  exemple,  d'une  part,  les  sables,  et,  d'une 
autre  part,  les  fluides  à  l'état  gélatineux.  Il  a  été  présenté 
quelques  considérations  rationnelles  au  sujet  de  ces 
corps,  sous  le  nom  de  fluides  imparfaite,  surtout  rela- 
tivement à  leurs  surfaces  d'équiUbre.  Mais  leur  théorie 
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propre  n'a  jamais  été  réellement  établie  d'une  manière 
générale  et  directe. 

Tels  sont  les  principaux  aperçus  généraux  que  j'ai  cru 
devoir  indiquer  sommairement  pour  faire  apprécier  le 
caractère  philosophique  qui  distingue  la  mécanique  ra- 
tionnelle, envisagée  dans  son  ensemble.  Il  s'agit  main- 
tenant, en  considérant  sous  le  même  point  de  vue 
philosophique  la  composition  effective  de  la  science, 
d'apprécier  comment,  par  les  importants  travaux  succes- 
sifs des  plus  grands  géomètres,  cette  seconde  section 
générale  si  étendue,  si  essentielle,  et  si  difficile  de  la 
mathématique  concrète,  a  pu  être  élevée  à  cet  éminent 
degré  de  perfection  théorique  qu'elle  a  atteint  de  nos 
jours  dans  l'admirable  traité  de  Lagrange,  et  qui  nous 
présente  toutes  les  questions  abstraites  qu'elle  est  sus- 
ceptible d'offrir,  ramenées,  d'après  un  principe  unique, 
à  ne  plus  dépendre  que  de  recherches  purement  analy- 
tiques, comme  nous  l'avons  déjà  reconnu  pour  les  pro- 
blèmes géométriques.  Ce  sera  l'objet  des  trois  leçons 
suivantes  ;  la  première  consacrée  à  la  statique,  la  seconde 
à  la  dynamique,  et  la  troisième,  à  l'examen  des  théo- 
rèmes généraux  de  la  mécanique  rationnelle. 
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SEIZIÈME  LEÇON 

^'uc  générale  «le  I»  statique. 

L'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  peut  être 
traité  d'après  deux  méthodes  générales  essentiellement 
distinctes  et  inégalement  parfaites,  suivant  que  la  sta- 
tique est  conçue  d'une  manière  directe,  ou  qu'elle  est 
considérée  comme  un  cas  particulier  de  la  dynamique. 
Par  la  première  méthode,  on  s'occupe  immédiatement 
de  découvrir  un  principe  d'équilibre  suffisamment  gé- 
néral, qu'on  applique  ensuite  à  la  détermination  des 
conditions  d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  forces 
possibles.  Par  la  seconde,  au  contraire,  on  cherche 
d'abord  quel  serait  le  mouvement  résultant  de  l'action 
simultanée  des  diverses  forces  quelconques  proposées, 
et  on  en  déduit  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
ces  forces  pour  que  ce  mouvement  soit  nul. 

La  statique  étant  nécessairement  d'une  nature  plus 
simple  que  la  dynamique,  la  première  méthode  a  pu 
seule  être  employée  à  l'origine  de  la  mécanique  ration- 
nelle. C'est,  en  effet,  la  seule  qui  fût  connue  des  anciens, 
entièrement  étrangers  h  toute  idée  de  dynamique,  même 
la  plus  élémentaire.  Archimède,  vrai  fondateur  de  la 
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statique,  et  auquel  sont  dues  toutes  les  notions  essen- 
tielles que  l'antiquité  possédait  à  cet  égard,  commence 
à  établir  la  condition  d'équilibre  de  deux  poids  sus- 
pendus aux  deux  extrémités  d'un  levier  droit,  c'est-à-dire 
la  nécessité  que  ces  poids  soient  en  raison  inverse  de 
leurs  distances  au  point  d'appui  du  levier;  et  il  s'efforce 
ensuite  de  ramener  autant  que  possible  à  ce  principe 
unique  la  recherche  des  relations  d'équilibre  propres  à 
d'autres  systèmes  de  forces.  Pareillement,  quant  à  la 
statique  des  fluides,  il  pose  d'abord  son  célèbre  prin- 
cipe, consistant  en  ce  que  tout  corps  plongé  dans  un 
fluide  perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids  du 
fluide  déplacé;  et  ensuite  il  en  déduit,  dans  un  grand 
nombre  de  cas ,  la  théorie  de  la  stabilité  des  corps 
flottants.  Mais  le  principe  du  levier  n'avait  point  par 
lui-même  une  assez  grande  généralité  pour  qu'il  fût 
possible  de  l'appliquer  réellement  à  la  détermination 
des  conditions  d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  forces. 
Par  quelques  ingénieux  artifices  qu'on  ait  successive- 
ment essayé  d'en  étendre  l'usage,  on  n'a  pu  effective- 
ment y  ramener  que  les  systèmes  composés  de  forces 
parallèles.  Quant  aux  forces  dont  les  directions  con- 
courent, on  a  d'abord  essayé  de  suivre  une  marche 
analogue,  en  imaginant  de  nouveaux  principes  directs 
d'équilibre  spécialement  propres  à  ce  cas  plus  général, 
et  parmi  lesquels  il  faut  surtout  remarquer  l'heureuse 
idée  de  Stévin,  relative  à  l'équilibre  du  système  de  deux 
poids  posés  sur  deux  plans  inclinés  adossés.  Cette  nou- 
velle idée-mère  eut  peut-être  suffi  strictement  pour 
combler  la  lacune  que  laissait  dans  la  statique  le  prin- 
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cipo  (rArcllimèdo,  puisque  Stôvin  était  parvenu  à  en 
déduire  les  rapporls  d'équilibre  entre  trois  forces  appli- 
quées eu  un  même  point,  dans  le  cas  du  moins  oij  deux 
de  ces  forces  sont  à  angles  droits;  et  il  avait  même 
remarqué  que  les  trois  forces  sont  alors  entre  elles 
comme  les  trois  côtés  d'un  triangle  dont  les  angles 
seraient  égaux  à  ceux  formés  par  ces  trois  forces.  Mais, 
la  dynamique  ayant  été  fondée  dans  le  même  temps  par 
Galilée,  les  géomètres  cessèrent  de  suivre  l'ancienne 
marche  statique  directe,  préférant  procéder  à  la  re- 
cherche des  conditions  d'équilibre  d'après  les  lois  dès 
lors  connues  de  la  composition  des  forces.  C'est  par 
cette  dernière  méthode  que  Varignon  découvrit  la  véri- 
table théorie  générale  de  l'équilibre  d'un  système  de 
forces  appliquées  en  un  même  point,  et  que  plus  tard 
d'Alembert  établit  enfin,  pour  la  première  fois,  les 
équations  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  forces 
appliquées  aux  différents  points  d'un  corps  solide  de 
forme  invariable.  Cotte  méthode  est  encore  aujourd'hui 
la  plus  universellement  employée. 

Au  premier  abord,  elle  semble  peu  rationnelle,  puis- 
que, la  dynamique  étant  plus  compliquée  que  la  statique, 
il  ne  paraît  nullement  convenable  de  faire  dépendre 
celle-ci  de  l'autre.  Il  serait,  en  effet,  plus  philosophique 
de  ramener  au  contraire,  s'il  est  possible,  la  dynamique 
à  la  statique,  comme  on  y  est  parvenu  depuis.  Mais  on 
doit  néanmoins  reconnaître  que,  pour  traiter  complè- 
tement la  statique  comme  un  cas  particulier  de  la  dy- 
manique,  il  suffit  d'avoir  formé  seulement  la  partie  la 
plus  élémentaire  de  celle-ci,  la  théorie  des  mouvements 
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uniformes,  sans  avoir  aucun  besoin  de  la  théorie  des 
mouvements  variés.  Il  importe  d'expliquer  avec  préci- 
sion cette  distinction  fondamentale. 

A  cet  effet,  observons  d'abord  qu'il  existe,  en  g-énéral, 
deux  sortes  de  forces  :  1°  les  forces  que  j'appelle  instan- 
tanées^ comme  les  impulsions,  qui  n'agissent  sur  un 
corps  qu'à  l'origine  du  mouvement,  en  l'abandonnant  à 
lui-même  aussitôt  qu'il  est  en  marche;  2°  les  forces  qu'on 
appelle  assez  improprement  accélératrices^  et  que  je  pré- 
fère nommer  continues^  comme  les  attractions,  qui  agis- 
sent sans  cesse  sur  le  mobile  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement.  Cette  distinction  équivaut  évidemment  à 
celle  des  mouvements  uniformes  et  des  mouvements 
variés;  car  il  est  clair,  en  vertu  de  la  première  des  trois 
lois  fondamentales  du  mouvement  exposées  dans  la  leçon 
précédente,  que  toute  force  instantanée  doit  nécessaire- 
ment produire  un  mouvement  uniforme,  tandis  que 
toute  force  continue  doit,  au  contraire,  par  sa  nature, 
imprimer  au  mobile  un  mouvement  indéfiniment  varié. 
Cela  posé,  on  conçoit  fort  aisément,  à  priori,  comme  je 
l'ai  déjà  indiqué  plusieurs  fois,  que  la  partie  de  la  dyna- 
mique relative  aux  forces  instantanées  ou  aux  mouve- 
ments uniformes  doit  être,  sans  aucune  comparaison, 
infiniment  plus  simple  que  celle  qui  concerne  les  forces 
continues  ou  les  mouvements  variés,  et  dans  laquelle 
consiste  essentiellement  toute  la  difficulté  de  la  dyna- 
mique. La  première  partie  présente  une  telle  facilité 
qu'elle  peut  être  traitée  dans  son  ensemble  comme  une 
conséquence  immédiate  des  trois  lois  fondamentales  du 
mouvement,  ainsi  que  je  l'ai  expressément  remarqué  à 
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la  lin  (lo  la  leçon  précédente.  Or,  il  est  maintenant  aisé 
lie  concevoir,  en  thèse  g^énérale,  que  c'est  seulement  de 
celte  première  partie  de  la  dynamique  qu'on  a  besoin 
pour  constituer  la  statique  comme  un  cas  particulier  de 
la  dynamique. 

En  effet,  le  phénomène  d'équilibre,  dont  il  s'ag^it  alors 
de  découvrir  les  lois,  est  évidemment,  par  sa  nature,  un 
phénomène  instantané,  qui  doit  être  étudié  sans  aucun 
égard  au  temps.  La  considération  du  temps  ne  s'intro- 
duit que  dans  les  recherches  relatives  à  ce  qu'on  appelle 
la  stabilité  de  l'équilibre;  mais  ces  recherches  ne  font 
plus,  à  proprement  parler,  partie  de  la  statique  et  ren- 
trent essentiellement  dans  la  dynamique.  En  un  mot, 
suivant  l'aphorisme  ordinaire  déjà  cité,  on  fait  toujours, 
en  statique,  abstraction  du  temps.  Il  en  résulte  qu'on  y 
peut  regarder  comme  instantanées  toutes  les  forces  que 
l'on  considère,  sans  que  les  théories  cessent  pour  cela 
d'avoir  toute  la  généralité  nécessaire.  Car,  à  chaque 
époque  de  son  action,  une  force  continue  peut  toujours 
évidemment  être  remplacée  par  une  force  instantanée 
mécaniquement  équivalente,  c'est-à-dire  susceptible 
d'imprimer  au  mobile  une  vitesse  égale  à  celle  que  lui 
donne  effectivement  en  cet  instant  la  force  proposée.  A 
la  vérité,  il  faudra,  dans  le  moment  infiniment  petit  sui- 
vant, substituer  à  cette  force  instantanée  une  nouvelle 
force  de  même  nature  pour  représenter  le  changement 
effectif  de  la  vitesse,  de  telle  sorte  que,  en  dynamique, 
où  l'on  doit  considérer  l'état  du  mobile  dans  les  divers 
instants  successifs,  on  retrouvera  nécessairement  par  la 
variation  de  ces  forces  instantanées  la  difficulté  fonda- 
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mentale  inhérente  à  la  nature  des  forces  continues,  et 
qui  n'aura  fait  que  changer  de  forme.  Mais,  en  statique, 
où  il  ne  s'agit  d'envisager  les  forces  que  dans  un  instant 
unique,  on  n'aura  point  à  tenir  compte  de  ces  variations, 
et  les  lois  générales  de  l'équilibre,  ainsi  établies  en  con- 
sidérant toutes  les  forces  comme  instantanées,  n'en  se- 
ront pas  moins  applicables  à  des  forces  continues, 
pourvu  qu'on  ait  soin,  dans  cette  application,  de  substi- 
tuer à  chaque  force  continue  la  force  instantanée  qui  lui 
correspond  en  ce  moment. 

On  conçoit  donc  nettement  par  là  comment  la  statique 
abstraite  peut  être  traitée  avec  facilité  comme  une  simple 
application  de  la  partie  la  plus  élémentaire  de  la  dyna- 
mique, celle  qui  se  rapporte  aux  mouvements  uniformes. 
La  manière  la  plus  convenable  d'effectuer  cette  applica- 
tion consiste  à  remarquer  que,  lorsque  des  forces  quel- 
conques sont  en  équilibre,  chacune  d'entre  elles,  consi- 
dérée isolément,  peut  être  regardée  comme  détruisant 
l'effet  de  l'ensemble  de  toutes  les  autres.  Ainsi  la  re- 
cherche des  conditions  de  l'équilibre  se  réduit,  en  géné- 
ral, à  exprimer  que  l'une  quelconque  des  forces  du 
système,  est  égale  et  directement  opposée  à  Idn^esultante 
de  toutes  les  autres.  La  difficulté  ne  consiste  donc,  dans 
cette  méthode,  qu'à  déterminer  cette  résultante,  c'est-à- 
dire  à  composer  entre  elles  les  forces  proposées.  Cette 
composition  s'effectue  immédiatement  pour  le  cas  de 
deux  forces  d'après  la  troisième  loi  fondamentale  du 
mouvement,  et  l'on  en  déduit  ensuite  la  composition 
(l'un  nombre  quelconque  de  forces.  La  question  élémen- 
taire présente,  comme  on  sait,  deux  cas  essentiellement 
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(lislincts,  suivant  que  les  deux  forces  à  composer  agissent 
dans  des  directions  convergentes  ou  dans  des  directions 
parallèles.  Chacun  de  ces  deux  cas  peut  être  traité 
comme  dérivant  de  l'autre,  d'oii  résulte  parmi  les  géo- 
mètres une  certaine  divergence  dans  la  manière  d'établir 
les  lois  élémentaires  de  l;i  composition  des  forces,  sui- 
vant le  cas  que  Ton  choisit  pour  point  de  départ.  Mais, 
sans  contester  la  possibilité  rigoureuse  de  procéder  autre- 
ment, il  me  semble  plus  rationnel,  plus  philosophique  et 
plus  strictement  conforme  à  l'esprit  de  cette  manière  de 
traiter  la  statique,  de  commencer  par  la  composition  des 
forces  qui  concourent,  d'où  l'on  déduit  naturellement 
celle  des  forces  parallèles  comme  cas  particulier,  tandis 
que  la  déduction  inverse  ne  peut  se  faire  qu'à  l'aide  de 
considérations  indirectes,  qui,  quelque  ingénieuses 
qu'elles  puissent  être,  présentent  nécessairement  quel- 
que chose  de  forcé. 

Après  avoir  établi  les  lois  élémentaires  de  la  compo- 
sition des  forces,  les  géomètres,  avant  de  les  appliquer  à 
la  recherche  des  conditions  de  l'équilibre,  leur  font 
éprouver  ordinairement  une  importante  transformation, 
qui,  sans  être  complètement  indispensable,  présente 
néanmoins,  sous  le  rapport  analytique,  la  plus  haute 
utilité,  par  l'extrême  simplification  qu'elle  introduit  dans 
l'expression  algébrique  des  conditions  d'équilibre.  Cette 
transformation  consiste  dans  ce  qu'on  appelle  la  théorie 
des  moments^  dont  la  propriété  essentielle  est  de  réduire 
analytiquement  toutes  les  lois  de  la  composition  des 
forces  à  de  simples  additions  et  soustractions.  La  déno- 
mination de  moments,  entièrement  détournée  aujourd'hui 
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de  sa  signification  première,  ne  désigne  plus  mainte- 
nant que  la  considération  abstraite  du  produit  d'une 
force  par  une  distance.  Il  faut  distinguer,  comme  on  sait, 
deux  sortes  de  moments,  les  moments  par  rapport  à  un 
point,  qui  indiquent  le  produit  d'une  force  par  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sur  sa  direction,  et  les  mo- 
ments par  rapport  à  un  plan,  qui  désignent  le  produit  de 
la  force  par  la  distance  de  son  point  d'application  à  ce 
plan.  Les  premiers  ne  dépendent  évidemment  que  de 
la  direction  de  la  force,  et  nullement  de  son  point  d'ap- 
plication ;  ils  sont  spécialement  appropriés  par  leur  na- 
ture à  la  théorie  des  forces  non  parallèles  :  les  seconds, 
au  contraire,  ne  dépendent  que  du  point  d'application 
de  la  force  et  nullement  de  sa  direction  ;  ils  sont  donc 
essentiellement  destinés  à  la  théorie  des  forces  paral- 
lèles. Nous  aurons  occasion  d'indiquer^  plus  bas,  par 
quelle  heureuse  idée  fondamentale  M.  Poinsot  est  par- 
venu à  attribuer  généralement,  et  de  la  manière  la  plus 
naturelle,  une  signification  concrète  directe  à  l'un  et  à 
l'autre  genre  de  moments,  qui  n'avaient  réellement  avant 
lui  qu'une  valeur  abstraite. 

La  notion  de  moments  une  fois  établie,  leur  théorie 
élémentaire  consiste  essentiellement  dans  ces  deux  pro- 
priétés générales  très  remarquables,  qu'on  déduit  aisé- 
ment de  la  composition  des  forces  :  1"  si  l'on  considère 
un  système  de  forces  toutes  situées  dans  un  même  plan 
et  disposées,  d'ailleurs,  d'une  manière  quelconque,  le 
moment  de  leur  résultante,  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque de  ce  plan,  est  égal  à  la  somme  algébrique  des 
moments  de  toutes  les  composantes  par  rapport  à  ce 
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mrinc  point,  on  nllribuaiil  à  cos  divers  moments  le  signe 
(MMivenahIe,  d'après  le  sens  suivant  lequel  chaque  force 
lendrail  à  faire  tourner  son  bras  de  levier  autour  de 
l'origine  des  moments  supposée  fixe;  2°  en  considérant 
un  système  de  forces  parallèles  disposées  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace  le  moment  de  leur  résultante 
par  rapport  à  un  plan  quelconque  est  égal  à  la  somme 
algébrique  des  moments  de  toutes  les  composantes  par 
rapport  à  ce  même  plan,  le  signe  de  chaque  moment 
étant  alors  naturellement  déterminé,  conformément  aux 
règles  ordinaires,  d'après  le  signe  propre  à  chacun  des 
facteurs  dont  il  se  compose.  Le  premier  de  ces  deux 
théorèmes  fondamentaux  a  été  découvert  par  un  géo- 
mètre auquel  la  mécanique  rationnelle  doit  beaucoup  er 
dont  la  mémoire  a  été  dignement  relevée  par  Lagrange 
d'un  injuste  oubli,  Varignon.  La  manière  dont  Yarignon 
établit  ce  théorème  dans  le  cas  de  deux  composantes, 
d'où  résulte  immédiatement  le  cas  général,  est  même 
spécialement  remarquable.  En  effet,  regardant  le  mo- 
ment de  chaque  force  par  rapport  à  un  point  comme  évi- 
demment proportionnel  à  l'aire  du  triangle  qui  aurait  ce 
point  pour  sommet  et  pour  base  la  droite  qui  représente 
la  force,  Varignon,  d'après  la  loi  du  parallélogramme 
des  forces,  présente  d'abord  le  théorème  des  moments 
sous  une  forme  géométrique  très  simple,  en  démon- 
trant que  si,  dans  le  plan  d'un  parallélogramme,  on 
prend  un  point  quelconque,  et  que  l'on  considère  les 
trois  triangles  ayant  ce  point  pour  sommet  commun,  et 
pour  bases  les  deux  côtés  contigus  du  parallélogramme 
et  la  diagonale  correspondante,  le  triangle  construit  sur 
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la  diagonale  sera  constamment  équivalent  à  la  somme 
ou  à  la  différence  des  triangles  construits  sur  les  deux 
côtés;  ce  qui  est  en  soi,  comme  l'observe  avec  raison  La- 
grange,  un  beau  théorème  de  géométrie,  indépendam- 
ment de  son  utilité  en  mécanique. 

A  l'aide  de  cette  théorie  des  moments,  on  parvient  à 
exprimer  aisément  les  relations  analytiques  qui  doivent 
exister  entre  les  forces  dans  l'état  d'équilibre,  en  consi- 
dérant d'abord,  pour  plus  de  facilité,  les  deux  cas  parti- 
culiers d'un  système  de  forces  toutes  situées  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  un  même  plan,  et  d'un  système 
quelconque  de  forces  parallèles.  Chacun  de  ces  deux  sys- 
tèmes exige,  en  général,  trois  équations  d'équilibre,  qui 
consistent  :  1°  pour  le  premier,  en  ce  que  la  somme  algé- 
brique des  produits  de  chaque  force,  soit  parle  cosinus, 
soit  par  le  sinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  une  droite 
fixe  prise  arbitrairement  dans  le  plan  soit  séparément 
nulle,  ainsi  que  la  somme  algébrique  des  moments  de 
toutes  les  forces  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
ce  plan;  2°  pour  le  second,  en  ce  que  la  somme  algé- 
brique de  toutes  les  forces  proposées  soit  nulle,  ainsi  que 
la  somme  algébrique  de  leurs  moments  pris  séparément 
par  rapport  à  deux  plans  différents  parallèles  à  la  direc- 
tion commune  de  ces  forces.  Après  avoir  traité  ces  deux 
cas  préliminaires,  il  est  facile  d'en  déduire  celui  d'un 
système  de  forces  tout  à  fait  quelconque.  11  suffit,  pour 
cela,  de  concevoir  chaque  force  du  système  décomposée 
en  deux,  l'une  située  dans  un  plan  fixe  quelconque, 
l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan.  Le  système  proposé  se 
trouvera  dès  lors  remplacé  par  l'ensemble  de  deux  sys- 
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t (Mlles  secondaires  plus  simples,  l'un  composé  de  forces 
diiii^ces  toutes  dans  un  même  plan,  l'autre  de  forces 
toutes  perpendiculaires  à  ce  plan  et  conséquemment 
parallèles  entre  elles.  Comme  ces  deux  systèmes  par- 
tiels ne  sauraient  évidemment  se  faire  équilibre  l'un  à 
l'autre,  il  faudra  donc,  pour  que  l'équilibre  puisse  avoir 
lieu  dans  le  système  général  primitif,  qu'il  existe  dans 
chacun  d'eux  en  particulier,  ce  qui  ramène  la  question 
aux  deux  questions  préliminaires  déjà  traitées.  Telle  est 
du  moins  la  manière  la  plus  simple  de  concevoir,  en  trai- 
tant la  statique  par  la  méthode  dynamique,  la  recherche 
générale  des  conditions  analytiques  de  l'équilibre  pour 
un  système  quelconque  de  forces;  quoiqu'il  fût,  d'ail- 
leurs, possible  évidemment,  en  compliquant  la  solution, 
de  résoudre  directement  le  problème  dans  son  entière 
généralité,  de  façon  à  y  faire  rentrer  au  contraire, 
comme  une  simple  application,  les  deux  cas  prélimi- 
naires. Quelque  marche  qu'on  juge  à  propos  d'adopter, 
on  trouve  pour  l'équilibre  d'un  système  quelconque  de 
forces,  les  six  équations  suivantes  : 

SP  cos  (x.  =  o,  S P  cos S  =     SP  cosy  =  o, 
SP  (y  cos  u  —  X  cos  6)  =  0 ,  SP  (zcosa.  —  xcosy)  —  o, 
SP  {y  cos  y  —  z  cos^)  =  0  ; 

en  désignant  par  P  l'intensité  de  l'une  quelconque  des 
forces  du  système,  para,  g,  y,  les  angles  que  forme  sa  di- 
rection avec  trois  axes  fixes  rectangulaires  choisis  arbi- 
trairement, et  par  .x,  ?/,  z,  les  coordonnées  de  son  point 
d'application  relativement  à  ces  trois  axes.  J'emploie  ici 
la  caractéristique  S  pour  désigner  la  somme  des  pro- 
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duits  semblables,  propres  à  toutes  les  forces  du  système 
P,  P',  P",  etc. 

Telle  est,  en  substance,  la  manière  de  procéder  à  la 
détermination  des  conditions  générales  de  l'équilibre,  en 
concevant  la  statique  comme  un  cas  particulier  de  la  dy- 
namique élémentaire.  Mais,  quelque  simple  que  soit  en 
effet  cette  méthode,  il  serait  évidemment  plus  rationnel 
et  plus  satisfaisant  de  revenir,  s'il  est  possible,  à  la  mé- 
thode des  anciens,  en  dégageant  la  statique  de  toute  con- 
sidération dynamique,  pour  procéder  directement  à  la 
recherche  des  lois  de  l'équilibre  envisagé  en  lui-même, 
à  l'aide  d'un  principe  d'équilibre  suffisamment  général, 
établi  immédiatement.  C'est  effectivement  ce  que  les 
géomètres  ont  tenté,  quand  une  fois  les  équations  géné- 
rales de  l'équilibre  ont  été  découvertes  par  la  méthode 
dynamique.  Mais  ils  ont  surtout  été  déterminés  à  établir 
une  méthode  statique  directe,  par  un  motif  philoso- 
phique d'un  ordre  plus  élevé  et  en  même  temps  plus 
pressant  que  le  besoin  de  présenter  la  statique  sous  un 
point  de  vue  logique  plus  parfait.  C'est  maintenant  ce 
qu'il  nous  importe  éminemment  d'expliquer,  puisque 
telle  est  la  marche  qui  a  conduit  Lagrange  à  imprimer  à 
l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  cette  haute  per- 
fection philosophique  qui  la  caractérise  désormais. 

Ce  motif  fondamental  résulte  de  la  nécessité  où  l'on  se 
trouve  pour  trailcr,  en  général,  les  questions  les  plus  diffi- 
ciles et  les  plus  importantes  de  la  dynamique,  de  les  faire 
rentrer  dans  de  simples  questions  de  statique.  Nous  exa- 
minerons spécialement,  dans  la  leçon  suivante,  le  célèbre 
principe  général  de  dynamique  découvert  par  d'Alem- 
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l)(M'l,  ot  à  l'aide  duquel  toute  recherche  relative  au  mou- 
vcMiKMit  (l'un  corps  ou  d'un  système  quelconque  peut 
èlic  convertie  immédiatement  en  un  problème  d'équi- 
libre Ce  principe,  qui,  sous  le  point  de  vue  philoso- 
])lu(|ii(\  n'est  vraiment,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué  dans 
la  leçon  précédente^  que  la  plus  grande  généralisation 
possible  de  la  seconde  loi  fondamentale  du  mouvement, 
sert  depuis  près  d'un  siècle  de  base  permanente  à  la  so- 
lution de  tous  les  grands  problèmes  de  dynamique,  et 
doit  évidemment  désormais  recevoir  de  plus  en  plus  une 
telle  destination,  vu  l'admirable  simplification  qu'il 
apporte  dans  les  recherches  les  plus  difficiles.  Or,  il  est 
clair  qu'une  semblable  manière  de  procéder  oblige  néces- 
sairement à  traiter  à  son  tour  la  statique  par  une  mé- 
thode directe,  sans  la  déduire  de  la  dynamique,  qui 
ainsi  est,  au  contraire,  entièrement  fondée  sur  elle.  Ce 
n'est  pas  qu'il  y  ait,  à  proprement  parler,  aucun  véri- 
table cercle  vicieux  à  persister  encore  dans  la  marche 
ordinaire  exposée  ci-dessus,  puisque  la  partie  élémen- 
taire de  la  dynamique,  sur  laquelle  seule  on  a  fait  re- 
poser la  statique,  se  trouve,  en  réalité,  être  complète- 
ment distincte  de  celle  qu'on  ne  peut  traiter  qu'en  la 
réduisant  à  la  statique.  Mais  il  n'en  est  pas  moins  évi- 
dent que  l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  ne  pré- 
sente alors,  en  procédant  ainsi,  qu'un  caractère  philoso- 
phique peu  satisfaisant,  à  cause  de  l'alternative  fréquente 
entre  le  point  de  vue  statique  et  le  point  de  vue  dyna- 
mique. En  un  mot,  la  science,  mal  coordonnée,  se 
trouve,  parla,  manquer  essentiellement  d'unité. 

L'adoption  définitive  et  l'usage  universel  du  principe 
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de  d'Alembert  rendaient  donc  indispensable  aux  prog^i  es 
futurs  de  l'esprit  humain  une  refonte  radicale  du  système 
entier  de  la  mécanique  rationnelle,  où,  la  statique  étant 
traitée  directement  d'après  une  loi  primitive  d'équilibre 
suffisamment  générale,  et  la  dynamique  rappelée  à  la 
statique,  l'ensemble  de  la  science  pût  acquérir  un  carac- 
tère d'unité  désormais  irrévocable.  Telle  est  la  révolution 
éminemment  philosophique  exécutée  par  Lagrange  dans 
son  admirable  traité  de  Mécanique  analytique^  dont  la 
conception  fondamentale  servira  toujours  de  base  à  tous 
les  travaux  ultérieurs  des  géomètres  sur  les  lois  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement,  comme  nous  avons  vu  la  grande 
idée-mère  de  Descartes  devoir  diriger  indéfiniment 
toutes  les  spéculations  géométriques. 

En  examinant  les  recherches  des  géomètres  antérieurs 
sur  les  propriétés  de  l'équilibre,  pour  y  puiser  un  prin- 
cipe direct  de  statique  qui  pût  offrir  toute  la  généralité 
nécessaire,  Lagrange  s'est  arrêté  à  choisir  le  principe 
des  vitesses  virtuelles^  devenu  désormais  si  célèbre  par 
l'usage  immense  et  capital  qu'il  en  a  fait.  Ce  principe, 
découvert  primitivement  par  Galilée  dans  le  cas  de  deux 
forces,  comme  une  propriété  générale  que  manifestait 
l'équilibre  de  toutes  les  machines,  avait  été,  plus  tard, 
étendu  par  Jean  Bernouilli  à  un  nombre  quelconque  de 
forces,  constituant  un  système  quelconque;  et  Yarignon 
avait  ensuite  remarqué  expressément  l'emploi  universel 
qu'il  était  possible  d'en  faire  en  statique.  La  combinaison 
de  ce  principe  avec  celui  de  d'Alembert  a  conduit  La- 
grange à  concevoir  et  à  traiter  la  mécanique  ratiornielle 
tout  entière  comme  déduite  d'un  seul  théorème  fonda- 
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nuMilal,  (M  à  lui  (loiiiier  ainsi  le  plus  haut  degré  de  per- 
ItH'lion  (ju'une  science  puisse  acquérir  sous  le  rapport 
philosophique,  une  rigoureuse  unité. 

Pour  concevoir  nettement  avec  plus  de  facilité  le  prin- 
cipe général  des  vitesses  virtuelles,  il  est  encore  utile  de 
le  considérer  d'abord  dans  le  simple  cas  de  deux  forces, 
comme  l'avait  fait  Galilée.  Il  consiste  alors  en  ce  que, 
deux  forces  se  faisant  équih'bre  à  l'aide  d'une  machine 
quelconque,  elles  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des 
espaces  que  parcourraient  dans  le  sens  de  leurs  directions 
leurs  points  d'application,  si  on  supposait  que  le  système 
vînt  à  prendre  un  mouvement  infiniment  petit  :  ces 
espaces  portent  le  nom  de  vitesses  virtuelles,  afin  de  les 
distinguer  des  vitesses  réelles  qui  auraient  effectivement 
lieu  si  l'équilibre  n'existait  pas.  Dans  cet  état  primitif, 
ce  principe,  qu'on  peut  très  aisément  vérifier  relative- 
ment à  toutes  les  machines  connues,  présente  déjà  une 
grande  utilité  pratique,  vu  l'extrême  facilité  avec  la- 
quelle il  permet  d'obtenir  effectivement  la  condition 
mathématique  d'équilibre  d'une  machine  quelconque, 
dont  la  constitution  serait  même  entièrement  inconnue. 
En  appelant  moment  virtuel  oa  simplement  momm^,  sui- 
vant l'acception  primitive  de  ce  terme  parmi  les  géo- 
mètres, le  produit  de  chaque  force  par  sa  vitesse  virtuelle^ 
produit  qui,  en  effet,  mesure  alors  l'effort  de  la  force 
pour  mouvoir  la  machine,  on  peut  simplifier  beaucoup 
l'énoncé  du  principe  en  se  bornant  à  dire  que,  dans  ce 
cas,  les  moments  des  deux  forces  doivent  être  égaux  et 
de  signe  contraire  pour  qu'il  y  ait  équilibre  ;  le  signe 
positif  ou  négatif  de  chaque  moment  est  déterminé 
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d'après  celui  de  la  vitesse  virtuelle,  qu'on  estimera, 
conformément  à  l'esprit  ordinaire  de  la  théorie  mathé- 
matique des  signes,  positive  ou  négative  selon  que,  par 
le  mouvement  fictif  que  l'on  imagine,  la  projection  du 
point  d'application  se  trouverait  tomber  sur  la  direction 
même  de  la  force  ou  sur  son  prolongement.  Cette  expres- 
sion abrégée  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est  sur- 
tout utile  pour  énoncer  ce  principe  d'une  manière  géné- 
rale, relativement  à  un  système  de  forces  tout  à  fait 
quelconque.  Il  consiste  alors  en  ce  que  la  somme  algé- 
brique des  moments  virtuels  de  toutes  les  forces,  estimés 
suivant  la  règle  précédente,  doit  être  nulle  pour  qu'il  y 
ait  équilibre  ;  et  cette  condition  doit  avoir  lieu  distinc- 
tement par  rapport  à  tous  les  mouvements  élémentaires 
que  le  système  pourrait  prendre  en  vertu  des  forces  dont 
il  est  animé.  En  appelant  P,  P',  P'\  etc.,  les  forces  pro- 
posées, et,  suivant  la  notation  ordinaire  de  Lagrange, 
Ô/2,  Sp',  Sp",  etc.,  les  vitesses  virtuelles  correspondantes, 
ce  principe  se  trouve  immédiatement  exprimé  par  l'équa- 
tion 

P  ap  +  F  5/  +  P"  à>"  +  etc.  =  0, 
ou,  plus  brièvement. 

J  PBp  =0, 

dans  laquelle,  par  les  travaux  de  Lagrange,  la  méca- 
nique rationnelle  tout  entière  peut  être  regardée  comme 
implicitement  renfermée.  Quant  à  la  statique,  la  diffi- 
culté fondamentale  de  développer  convenablement  cette 
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(MUnUion  i^cuéialo  se  réduira  essonliellement,  lorsque 
toutes  les  torces  dont  il  faut  tenir  compte  seront  bien 
connues,  à  une  difficulté  purement  analytique,  qui  con- 
sistera il  rapporter,  dans  chaque  cas,  d'après  les  condi- 
tions de  liaison  caractéristiques  du  système  considéré, 
toutes  les  variations  infiniment  petites  5  p,  5  etc.,  au 
plus  petit  nombre  possible  de  variations  réellement 
indépendantes,  afin  d'annuler  séparément  les  divers 
groupes  de  termes  relat^ifs  à  chacune  de  ces  dernières 
variations ,  ce  qui  fournit ,  pour  l'équilibre ,  autant 
d'équations  distinctes  qu'il  pourrait  exister  de  mouve- 
ments élémentaires  vraiment  différents  par  la  nature  du 
système  proposé.  En  supposant  que  les  forces  soient  en- 
tièrement quelconques,  et  qu'elles  soient  appliquées  aux 
divers  points  d'un  corps  solide,  qui  ne  soit  d'ailleurs  assu- 
jetti à  aucune  condition  particulière,  on  parvient  aussi 
immédiatement  et  de  la  manière  la  plus  simple  aux  six 
équations  générales  de  l'équilibre  rapportées  ci-dessus 
d'après  la  méthode  dynamique.  Si  le  solide,  au  lieu  d'être 
complètement  libre,  doit  être  plus  ou  moins  gêné,  ilsuffit 
d'introduire  au  nombre  des  forces  du  système  les  résis- 
tances qui  en  résultent  après  les  avoir  convenablement 
définies,  ce  qui  ne  fera  qu'ajouter  quelques  nouveaux 
termes  à  l'équation  fondamentale.  Il  en  est  de  même 
quand  la  forme  du  solide  n'est  point  supposée  rigoureu- 
sement invariable,  et  qu'on  vient,  par  exemple,  à  consi- 
dérer son  élasticité.  De  semblables  modifications  n'ont 
d'autre  effet,  sous  le  point  de  vue  logique,  que  de  com- 
pliquer plus  ou  moins  l'équation  des  vitesses  virtuelles, 
qui  ne  cesse  point  pour  cela  de  conserver  nécessaire- 
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ment  son  entière  généralité,  quoique  ces  conditions  se- 
condaires puissent  quelquefois  rendrepresque  inextrica- 
bles les  difficultés  purement  analytiques  que  présente  la 
solution  effective  de  la  question  proposée. 

Tant  que  le  théorème  des  vitesses  virtuelles  n'avait 
été  conçu  que  comme  une  propriété  générale  de  l'équi- 
libre, on  avait  pu  se  borner  à  le  vérifier  par  sa  confor- 
mité constante  avec  les  lois  ordinaires  de  l'équilibre 
déjà  obtenues  autrement,  et  dont  il  présentait  ainsi  un 
résumé  très  utile  par  sa  simplicité  et  son  uniformité. 
Mais,  pour  faire  de  ce  théorème  fondamental  la  base 
effective  de  toute  la  mécanique  rationnelle,  en  un  mot, 
pour  la  convertir  en  un  véritable  principe,  il  était  indis- 
pensable de  l'établir  directement  sans  le  déduire  d'aucun 
autre,  ou  du  moins  en  ne  supposant  que  des  proposi- 
tions préliminaires  susceptibles  par  leur  extrême  sim- 
plicité d'être  présentées  comme  immédiates.  C'est  ce 
qu'a  si  heureusement  exécuté  Lagrange  par  son  ingé- 
nieuse  démonstration  fondée  sur  le  principe  des  mou- 
fles et  dans  laquelle  il  parvient  à  prouver  généralement 
le  théorème  des  vitesses  virtuelles  avec  une  extrême  fa- 
cilité, en  imaginant  un  poids  unique,  qui,  à  l'aide  de 
moufles  convenablement  construites,  se  trouve  rempla- 
cer simultanément  toutes  les  forces  du  système.  On  a 
successivement  proposé  depuis  quelques  autres  démons- 
trations directes  et  générales  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  mais  qui,  beaucoup  plus  compliquées  que 
celle  de  Lagrange,  ne  lui  sont,  en  réalité,  nullement  su- 
périeures quant  à  la  rigueur  logique.  Pour  nous,  sous 
le  point  de  vue  philosophique,  nous  devons  regarder  ce 

32 
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llioorèmo  général  comme  une  conséquence  nécessaire 
dos  lois  fondamentales  du  mouvement,  d'où  elle  peut 
dédiiile  de  diverses  manières,  et  qui  devient  en- 
siiilo  le  point  de  départ  effectif  de  la  mécanique  ration- 
nelle tout  entière. 

L'emploi  d'un  tel  principe  ramenant  l'ensemble  de  la 
science  à  une  parfaite  unité,  il  devient  évidemment  fort 
peu  intéressant  désormais  de  connaître  d'autres  prin- 
cipes plus  g-énéraux  encore,  en  supposant  qu'on  puisse 
en  obtenir.  On  peut  donc  regarder  comme  essentielle- 
ment oiseuses  par  leur  nature  les  tentatives  qui  pour- 
raient être  projetées  pour  substituer  quelque  nouveau 
principe  à  celui  des  vitesses  virtuelles.  Un  tel  travail  ne 
saurait  plus  perfectionner  nullement  le  caractère  philo- 
sophique fondamental  de  la  mécanique  rationnelle,  qui, 
dans  le  traité  de  Lagrange,  est  aussi  fortement  coor- 
donnée qu'elle  puisse  jamais  l'être.  On  n'y  pourrait 
réellement  avoir  en  vue  d'autre  utilité  effective  que  de 
simplifier  considérablement  les  recherches  analytiques 
auxquelles  la  science  est  maintenant  réduite,  ce  qui  doit 
paraître  presque  impossible  quand  on  envisage  avec 
quelle  admirable  facilité  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
a  été  adapté  par  Lagrange  à  l'application  uniforme  de 
l'analyse  mathématique. 

Telle  est  donc  la  manière  incomparablement  la  plus 
parfaite  de  concevoir  et  de  traiter  la  statique,  et  par 
suite  l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle.  Dans  un 
ouvrage  tel  que  celui-ci  surtout,  nous  ne  pouvions  hé- 
siter un  seul  moment  à  accorder  à  cette  méthode  une 
préférence  éclatante  sur  toute  autre,  puisque  son  prin- 
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cipal  avantag-e  caractéristique  est  de  perfectionner  au 
plus  haut  degré  la  philosophie  de  cette  science.  Cette 
considération  doit  avoir  à  nos  yeux  bien  plus  d'impor- 
tance que  nous  ne  pouvons  en  attribuer  en  sens  inverse 
aux  difficultés  propres  qu'elle  présente  encore  fréquem- 
ment dans  les  applications,  et  qui  consistent  essentielle- 
ment dans  l'extrême  contention  intellectuelle  qu'elle 
exig"e  souvent,  ce  qui  peut  être  regardé  comme  étant 
jusqu'à  un  certain  point  inhérent  à  toute  méthode  très 
générale  où  les  questions  quelconques  sont  constam- 
ment ramenées  à  un  principe  unique.  Néanmoins  ces 
difficultés  sont  assez  grandes  jusqu'ici  pour  qu'on  ne 
puisse  point  encore  reg^arder  la  méthode  de  Lagrange 
comme  vraiment  élémentaire,  de  manière  à  pouvoir  dis- 
penser entièrement  d'en  considérer  aucune  autre  dans 
un  enseignement  dogmatique.  C'est  ce  qui  m'a  déter- 
miné à  caractériser  d'abord  avec  quelques  développe- 
ments la  méthode  dynamique  proprement  dite,  la  seule 
encore  généralement  usitée.  Mais  ces  considérations  ne 
peuvent  être  évidemment  que  provisoires  ;  les  principaux 
embarras  qu'occasionne  l'emploi  de  la  conception  de 
Lagrange  n'ayant  réellement  d'autre  cause  essentielle 
que  sa  nouveauté.  Une  telle  méthode  n'est  point  indéfi- 
niment destinée  sans  doute  à  l'usage  exclusif  d'un  très- 
petit  nombre  de  géomètres,  qui  en  ont  seuls  encore  une 
connaissance  assez  familière  pour  utiliser  convenable- 
ment les  admirables  propriétés  qui  la  caractérisent  :  elle 
doit  certainement  devenir  plus  tard  aussi  populaire  dans 
le  monde  mathématique  que  la  grande  conception  géo- 
métrique de  Descartes,  et  ce  progrès  général  serait  vrai- 
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somblablement  déjà  presque  effectué  si  les  notions  fon- 
d;ini(Milales  de  l'analyse  transcendante  étaient  plus  uni- 
versellement répandues. 

Je  ne  croirais  pas  avoir  convenablement  caractérisé 
toutes  les  notions  philosophiques  essentielles  relatives 
à  la  statique  rationnelle,  si  je  ne  faisais  maintenant  une 
mention  distincte  d'une  nouvelle  conception  fort  impor- 
tante, introduite  dans  la  science  par  M.  Poinsot,  et  que 
je  regarde  comme  le  plus  grand  perfectionnement  qu'ait 
éprouvé,  sous  le  point  de  vue  philosophique,  le  système 
général  de  la  mécanique,  depuis  la  régénération  opérée 
par  Lagrange,  quoiqu'elle  ne  soit  pas  exactement  dans 
la  même  direction.  Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  l'ingé- 
nieuse et  lumineuse  théorie  des  couples,  que  M.  Poinsot 
a  si  heureusement  créée  pour  perfectionner  directement 
dans  ses  conceptions  fondamentales  la  mécanique  ra- 
tionnelle, et  dont  la  portée  ne  me  parait  point  avoir  été 
encore  suffisamment  appréciée  par  la  plupart  des  géo- 
mètres. On  sait  que  ces  couples^  ou  systèmes  de  forces 
parallèles  égales  et  contraires,  avaient  à  peine  été  remar- 
qués avant  M.  Poinsot  comme  une  sorte  de  paradoxe  en 
statique,  et  qu'il  s'est  emparé  de  cette  notion  isolée  pour 
en  faire  immédiatement  le  sujet  d'une  théorie  fort  étendue 
et  entièrement  originale  relative  à  la  transformation,  à 
la  composition  et  à  l'usage  de  ces  groupes  singuliers, 
qu'il  a  montrés  doués  de  propriétés  si  remarquables  par 
leur  généralité  et  leur  simplicité.  Ces  propriétés  fonda- 
mentales consistent  essentiellement  :  T  sous  le  rapport 
de  la  direction,  en  ce  que  l'effet  d'un  couple  dépend 
seulement  de  la  direction  de  son  plan  ou  de  son  axe,  et 
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nullement  de  la  position  de  ce  plan,  ni  de  celle  du  couple 
dans  le  plan  ;  2"  quant  à  l'intensité,  en  ce  que  l'effet  d'un 
couple  ne  dépend  proprement  ni  de  la  valeur  de  cha- 
cune des  forces  égales  qui  le  composent,  ni  du  bras  de 
levier  sur  lequel  elles  agissent,  mais  uniquement  du 
produit  de  cette  force  par  cette  distance,  auquel  M.  Poin- 
sot  a  donné  avec  raison  le  nom  de  moment  du  couple. 

En  adoptant  la  méthode  dynamique  proprement  dite 
pour  procéder  à  la  recherche  des  conditions  générales 
de  l'équilibre,  M.  Poinsot  l'a  présentée  sous  un  point  de 
vue  complètement  neuf  à  l'aide  de  sa  conception  des 
couples,  qui  l'a  considérablement  simplifiée  et  éclaircie. 
Pour  caractériser  ici  sommairement  cette  variété  de  la 
méthode  dynamique,  il  suffira  de  concevoir  que,  en 
ajoutant  en  un  point  quelconque  du  système  deux  forces 
égales  à  chacune  de  celles  que  l'on  considère  et  qui  agis- 
sent, en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  suivant  une  droite 
parallèle  à  sa  direction,  on  pourra  ainsi,  sans  jamais  al- 
térer évidemment  l'état  du  système  proposé,  le  regarder 
comme  remplacé:  1"  par  un  système  de  forces  égales  aux 
forces  primitives  transportées  toutes  parallèlement  à  leurs 
directions  au  point  unique  que  l'on  aura  choisi,  et  qui, 
en  conséquence,  seront  généralement  réductibles  en  une 
seule  ;  2^  par  un  système  de  couples  ayant  pour  mesure 
de  leur  intensité  les  moments  des  forces  proposées  rela- 
tivement à  ce  même  point,  et  dont  les  plans,  passant 
tous  en  ce  même  point,  les  rendront  aussi  réductibles 
généralement  à  un  couple  unique.  On  voit,  d'après  cela, 
avec  quelle  facilité  on  pourra  procéder  ainsi  à  la  déter- 
mination des  relations  d'équilibre,  puisqu'il  suffira  de 
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IroiiviM",  par  l(^s  lois  coiimies  do  la  composition  des 
forces  coii vermeilles,  celle  résullanle  unique,  afin  d'ex- 
primer qu'elle  est  nulle  ;  et  ensuite,  par  les  lois  que 
^f.  Poinsot  a  établies  pour  la  composition  des  cou- 
})les,  obtenir  ég-alement  ce  couple  résultant,  et  l'annuler 
aussi  séparément;  car  il  est  clair  que,  la  force  elle  couple 
ne  pouvant  se  détruire  mutuellement,  l'équilibre  ne  sau- 
rait exister  qu'en  les  supposant  individuellement  nuls. 

Il  faut,  sans  doute,  reconnaître  que  cette  nouvelle 
manière  de  procéder  n'est  point  indispensable  pour  ap- 
pliquer la  méthode  dynamique  à  la  détermination  des 
conditions  générales  de  l'équilibre.  Mais,  outre  l'extrême 
simplification  qu'elle  introduit  dans  une  telle  recherche, 
nous  devons  surtout  apprécier,  quant  aux  progrès  gé- 
néraux de  la  science,  la  clarté  inattendue  qu'elle  y  ap- 
porte, c'est-à-dire  l'aspect  éminemment  lucide  sous 
lequel  elle  présente  une  partie  essentielle  de  ces  condi- 
tions d'équilibre,  toutes  celles  qui  sont  relatives  aux 
ynoments  des  forces  proposées,  et  qui  constituent  la  plus 
importante  moitié  des  équations  statiques.  Ces  moments^ 
qui  n'indiquaient  jusqu'alors  qu'une  considération  pure- 
ment abstraite,  arlificiellement  introduite  dans  la  sta- 
tique pour  faciliter  l'expression  algébrique  des  lois  de 
l'équilibre,  ont  pris  désormais  une  signification  concrète 
parfaitement  distincte,  et  sont  entrés  aussi  naturelle- 
ment que  les  forces  elles-mêmes  dans  les  spéculations 
statiques,  comme  étant  la  mesure  directe  des  couples 
auxquels  ces  forces  donnent  immédatement  naissance. 
On  conçoit  aisément  à  priori  quelle  facilité  cette  inter- 
prétation générale  et  élémentaire  doit  nécessairement 
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procurer  pour  la  combinaison  de  toutes  les  idées  rela- 
tives à  la  théorie  des  moments,  comme  on  en  voit  déjà 
d'ailleurs  la  preuve  effective  dans  l'extension  et  le  per- 
fectionnement de  cette  importante  théorie,  par  les  tra- 
vaux de  M.  Poinsot  lui-même. 

Quelles  que  soient,  en  réalité,  les  qualités  fondamen- 
tales de  la  conception  de  M.  Poinsot  par  rapport  à  la 
statique,  on  doit  néanmoins  reconnaître,  ce  me  semble, 
que  c'est  surtout  au  perfectionnement  de  la  dynamique 
qu'eUe  se  trouve,  par  sa  nature,  essentiellement  desti- 
née ;  et  je  crois  pouvoir  assurer,  à  cet  égard,  que  cette 
conception  n'a  point  encore  exercé  jusqu'ici  son  in- 
fluence la  plus  capitale.  Il  faut  la  regarder,  en  effet, 
comme  directement  propre  à  perfectionner  sous  un  rap- 
port très  important  les  éléments  mêmes  de  la  dynamique 
générale,  en  rendant  la  notion  des  mouvements  de  rota- 
tion aussi  naturelle,  aussi  familière,  et  presque  aussi 
simple  que  celle  des  mouvements  de  translation.  Car  le 
couple  peut  être  envisagé  comme  l'élément  naturel  du 
mouvement  de  rotation,  aussi  bien  que  la  force  l'est  du 
mouvement  de  translation.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'in- 
diquer plus  distinctement  cette  considération,  qui  sera 
convenablement  reproduite  dans  les  leçons  suivantes. 
Nous  devons  seulement  concevoir,  en  thèse  générale, 
qu'un  usage  bien  entendu  de  la  théorie  des  couples  éta- 
blit la  possibilité  de  rendre  l'étude  des  mouvements  de 
rotation,  qui  constitue  jusqu'ici  la  partie  la  plus  com- 
pliquée et  la  plus  obscure  de  la  dynamique,  aussi  élé- 
mentaire et  aussi  nette  que  l'étude  des  mouvements  de 
translation.  Nous  aurons  occasion  de  constater  effecti- 
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vomoiit  plus  tard  à  quoi  degré  de  simplicité  et  de  clarté 
M.  Poiusot  est  parvenu  à  réduire  ainsi  diverses  proposi- 
tions essentielles,  relatives  aux  mouvements  de  rotation, 
et  qui  n'étaient  établies  avant  lui  que  de  la  manière  la 
plus  pénible  et  la  plus  indirecte,  principalement  en  ce 
qui  concerne  les  propriétés  des  ai?'es,  dont  il  a  même  sen- 
siblement augmenté  l'étendue  et  régularisé  l'application 
sous  divers  rapports  importants,  surtout,  en  dernfer 
lieu,  quant  à  la  détermination  de  ce  qu'on  appelle  le 
plan  invariable . 

Pour  compléter  ces  considérations  philosophiques  sur 
l'ensemble  de  la  statique,  je  crois  devoir  ajouter  ici  l'in- 
dication sommaire  d'une  dernière  notion  générale,  qu'il 
me  paraît  utile  d'introduire  dans  la  théorie  de  l'équi- 
libre, de  quelque  manière  qu'on  ait  d'ailleurs  jugé  con- 
venable de  l'établir. 

Quand  on  veut  se  faire  une  juste  idée  de  la  nature  des 
diverses  équations  qui  expriment  les  conditions  de 
l'équilibre  d'un  système  quelconque  de  forces,  il  est,  ce 
me  semble,  insuffisant  de  se  borner  à  constater  que  l'en- 
semble de  ces  équations  est  indispensable  pour  l'équi- 
libre, et  l'établit  inévitablement.  Il  faut,  de  plus,  pouvoir 
assigner  nettement  la  signification  statique  distincte- 
ment propre  à  chacune  de  ces  équations  envisagée  iso- 
lément, c'est-à-dire  déterminer  avec  précision  en  quoi 
chacune  contribue  séparément  à  la  production  de  l'équi- 
libre, analyse  à  laquelle  on  ne  s'attache  point  ordinaire- 
ment, quoiqu'elle  soit,  sans  doute,  importante.  Par 
quelque  méthode  qu'on  procède  à  l'établissement  des 
équations  statiques,  il  est  clair  à  priori  que  l'équilibre 
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ne  peut  résulter  que  de  la  destruction  de  tous  les  mou- 
vements élémentaires  que  le  corps  pourrait  prendre  en 
vertu  des  forces  dont  il  est  animé,  si  ces  forces  n'avaient 
point  entr'elles  les  relations  nécessaires  pour  se  contre- 
balancer exactement.  Ainsi  chaque  équation  prise  à 
part  doit  nécessairement  anéantir  un  de  ces  mouve- 
ments, en  sorte  que  l'ensemble  de  ces  équations  pro- 
duise l'équilibre,  par  l'impossibilité  où  se  trouve  dès 
lors  le  corps  de  se  mouvoir  d'aucune  manière.  Exami- 
nons maintenant  sommairement  le  principe  g^énéral 
d'après  lequel  une  telle  analyse  me  semble  pouvoir 
s'opérer  dans  un  cas  quelconque. 

En  considérant  le  mouvement  sous  le  point  de  vue  le 
plus  positif,  comme  le  simple  transport  d'un  corps  d'un 
lieu  dans  un  autre,  indépendamment  du  mode  quelcon- 
que suivant  lequel  il  peut  être  produit,  il  est  évident 
que  tout  mouvement  doit  être  envisagé,  dans  le  cas  le 
plus  général,  comme  nécessairement  composé  à  la  fois 
de  translation  et  de  rotation.  Ce  n'est  pas,  sans  doute, 
qu'il  ne  puisse  réellement  exister  de  translation  sans  ro- 
tation, ou  de  rotation  sans  translation;  mais  on  doit  re- 
garder l'un  et  l'autre  cas  comme  étant  d'exception,  le 
cas  normal  consistant  en  effet  dans  la  coexistence  de  ces 
deux  sortes  de  mouvements,  qui  s'accompagnent  constam- 
ment, à  moins  de  conditions  particulières  très  précises, 
et  par  suite  fort  rares,  relativement  aux  circonstances 
du  phénomène.  Cela  est  tellement  vrai  que  la  seule  vé- 
rification de  l'un  de  ces  mouvements  est  habituellement 
regardée  avec  raison  par  les  géomètres,  qui  connaissent 
toute  la  portée  de  cette  observation  élémentaire,  comme 
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un  puissant  motif,  non  d'affirmer,  mais  de  présumer 
très  vraisemblablement  l'existence  de  l'autre.  Ainsi,  par 
exemple,  la  seule  connaissance  du  mouvement  de  rota- 
tion du  soleil  sur  son  axe,  parfaitement  constaté  depuis 
Galilée,  serait  à  priori  pour  un  géomètre  une  preuve 
presque  certaine  d'un  mouvement  de  translation  de  cet 
astre  accompagné  de  toutes  ses  planètes,  quand  même 
les  astronomes  n'auraient  point  commencé  déjà  à  recon- 
naître effectivement,  par  des  observations  directes,  la  réa- 
lité de  ce  transport,  dans  un  sens  encore  peu  déterminé. 
Pareillement,  c'est  d'après  une  semblable  considération 
qu'on  admet  communément,  avec  raison,  outre  le  motif 
d'analogie ,  l'existence  d'un  mouvement  de  rotation 
dans  les  planètes  môme  à  l'égard  desquelles  on  n'a  point 
encore  pu  le  constater  directement,  par  cela  seul  qu'elles 
ont  un  mouvement  de  translation  bien  connu  autour  du 
soleil. 

Il  résulte  de  cette  première  analyse  que  les  équations 
qui  expriment  les  conditions  d'équilibre  d'un  corps,  sol- 
licité par  des  forces  quelconques,  doivent  avoir  pour 
objet,  les  unes  de  détruire  tout  mouvement  de  trans- 
lation, les  autres  d'anéantir  tout  mouvement  de  rota- 
tion. Voyons  maintenant,  d'après  le  même  point  de  vue, 
afin  de  compléter  cet  aperçu  général,  quel  doit  être  à 
priori  le  nombre  des  équations  de  chaque  espèce. 

Quant  à  la  translation,  il  suffit  de  considérer  que, 
pour  empêcher  un  corps  de  marcher  dans  un  sens  quel- 
conque, il  faut  évidemment  l'en  empêcher  selon  trois 
axes  principaux  situés  dans  des  plans  différents,  et 
qu'on  suppose  d'ordinaire  perpendiculaires  entre  eux.  En 
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effet,  quelle  progression  serait  possible,  par  exemple, 
dans  un  corps  qui  ne  pourrait  avancer  ni  de  Test  à 
l'ouest  ou  de  l'ouest  à  l'est,  ni  du  nord  au  sud  ou  du  sud 
au  nord,  ni  enfin  du  haut  en  bas  ou  du  bas  en  haut  ? 
Toute  progression  dans  un  autre  sens  quelconque,  pou- 
vant évidemment  se  concevoir  comme  composée  de  pro- 
gressions partielles  correspondantes  dans  ces  trois  sens 
principaux,  serait  dès  lors  devenue  nécessairement  im- 
possible. D'un  autre  côté,  il  est  clair  qu'on  ne  doit  pas 
considérer  moins  de  trois  mouvements  élémentaires  in- 
dépendants, car  le  corps  pourrait  se  mouvoir  dans  le 
sens  d'un  des  axes,  sans  avoir  aucune  translation  dans 
le  sens  d'aucun  des  autres.  On  conçoit  ainsi  que,  en  gé- 
néral, trois  équations  de  condition  seront  nécessaires  et 
suffisantes  pour  établir,  dans  un  système  quelconque, 
l'équilibre  de  translation;  et  chacune  d'elles  sera  spécia- 
lement destinée  à  détruire  un  des  trois  mouvements  de 
translation  élémentaires  que  le  corps  pourrait  prendre. 

On  peut  présenter  une  considération  exactement  ana- 
logue relativement  à  la  rotation  :  il  n'y  a  de  nouvelle  dif- 
ficulté que  celle  d'apercevoir  distinctement  une  image 
mécanique  plus  compliquée.  La  rotation  d'un  corps 
dans  un  plan  ou  autour  d'un  axe  quelconque,  pouvant 
toujours  se  concevoir  décomposée  en  trois  rotations  élé- 
mentaires dans  les  trois  plans  coordonnés  ou  autour  des 
trois  axes,  il  est  clair  que,  pour  empêcher  toute  rotation 
dans  un  corps,  il  faut  aussi  l'empêcher  de  tourner  sépa- 
rément par  rapport  à  chacun  de  ces  trois  plans  ou  de  ces 
trois  axes.  Trois  équations  sont  donc,  pareillement,  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  établii'  l'équilibre  de  rota- 
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lion;  (M  Ton  aperçoit,  avec  la  même  facilité  que  dans 
le  cas  précédent,  la  destination  mécanique  propre  à  cha- 
cune d'elles. 

En  appliquant  l'analyse  précédente  à  l'ensemble  des 
six  équations  générales  rapportées  au  commencement 
de  cette  leçon,  pour  l'équilibre  d'un  corps  solide  animé 
de  forces  quelconques,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les 
trois  premières  sont  relatives  à  l'équilibre  de  translation, 
et  les  trois  autres  à  l'équilibre  de  rotation.  Dans  le  pre- 
mier groupe,  la  première  équation  empêche  la  transla- 
tion suivant  l'axe  des  x,  la  seconde  suivant  l'axe  des  y, 
et  la  troisième  suivant  l'axe  des  z.  Dans  le  second 
groupe,  la  première  équation  empêche  le  corps  de  tour- 
ner suivant  le  plan  des  xy^  la  seconde  suivant  le  plan 
des  xz,  et  la  troisième  suivant  le  plan  des  yz.  On  con- 
çoit nettement  par  là  comment  la  coexistence  de  toutes 
ces  équations  établit  nécessairement  l'équilibre. 

Cette  décomposition  serait  encore  utile  pour  réduire, 
dans  chaque  cas,  les  équations  d'équilibre  au  nombre 
strictement  nécessaire,  quand  on  vient  à  particulariser 
plus  ou  moins  le  système  de  forces  considéré,  au  lieu  de 
le  supposer  entièrement  quelconque.  Sans  entrer  ici 
dans  aucun  détail  spécial  à  ce  sujet,  il  suffira  de  dire, 
conformément  au  point  de  vue  précédent,  que,  la  parti- 
cularisation  du  système  proposé  restreignant  plus  ou 
moins  les  mouvements  possibles,  soit  quant  à  la  trans- 
lation, soit  quant  à  la  rotation,  après  avoir  d'abord  exac- 
tement déterminé  dans  chaque  cas,  ce  qui  sera  toujours 
facile,  en  quoi  consiste  cette  restriction,  il  faudra  suppri- 
mer, comme  superflues,  les  équations  d'équilibre  rela- 
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tives  aux  translations  ou  aux  rotations  qui  ne  peuvent 
avoir  lieu,  et  conserver  seulement  celles  qui  se  rappor- 
tent aux  mouvements  restés  possibles.  C'est  ainsi  que, 
suivant  la  limitation  plus  ou  moins  g^rande  du  système 
de  forces  particulier  que  l'on  considère,  il  peut,  au  lieu 
de  six  équations  nécessaires  en  général  pour  l'équilibre, 
n'en  plus  subsister  que  trois,  ou  deux,  ou  même  une 
seule,  qu'il  sera  par  là  facile  d'obtenir  dans  chaque  cas. 

On  doit  faire  des  remarques  parfaitement  analogues 
quant  aux  restrictions  de  mouvements  qui  résulteraient, 
non  de  la  constitution  spéciale  du  système  des  forces, 
mais  des  gênes  plus  ou  moins  étroites  auxquelles  le 
corps  pourrait  être  assujetti  dans  certains  cas,  et  qui 
produiraient  des  effets  semblables.  Il  suffirait  également 
alors  de  voir  nettement  quels  mouvemenis  sont  rendus 
impossibles  par  la  nature  des  conditions  imposées,  et  de 
supprimer  les  équations  d'équilibre  qui  s'y  rapportent, 
en  conservant  celles  relatives  aux  mouvements  restés 
libres.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que,  dans  le  cas  d'un 
système  quelconque  de  forces,  on  trouverait  que  les  trois 
dernières  équations  suffisent  pour  l'équilibre,  si  le  corps 
est  retenu  par  un  point  fixe  autour  duquel  il  peut  tour- 
ner librement  en  tous  sens,  tout  mouvement  de  trans- 
lation étant  alors  devenu  impossible  ;  de  môme  on  ver- 
rait les  équations  d'équilibre  être  au  nombre  de  deux, 
ou  même  se  réduire  à  une  seule,  s'il  y  avait  à  la  fois  deux 
points  fixes,  suivant  que  le  corps  pourrait  ou  non  glisser 
le  long  de  l'axe  qui  les  joint  ;  et  enfin  on  arriverait  à  re- 
connaître que  l'équilibre  existe  nécessairement  sans  au- 
cune condition,  quelles  que  soient  les  forces  du  système, 
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si  le  corps  solide  présente  trois  points  fixes  non  en  ligne 
(Iroile.  Enfin  on  ponrrait  encore  employer  le  môme 
ordre  de  considérations  lorsque  les  points,  au  lieu  d'être 
rig-oureusement  fixes,  seraient  seulement  astreints  à 
demeurer  sur  des  courbes  ou  des  surfaces  données. 

L'esprit  de  l'analyse  que  je  viens  d'esquisser  est, 
comme  on  le  voit,  entièrement  indépendant  de  la  mé- 
thode quelconque  d'après  laquelle  auront  été  obtenues 
les  équations  de  l'équilibre.  Mais  les  diverses  méthodes 
générales  sont  loin  cependant  de  se  prêter  avec  la 
môme  facilité  à  l'application  de  cette  règle.  Celle  qui 
s'y  adapte  le  mieux,  c'est  incontestablement  la  méthode 
statique  proprement  dite,  fondée,  comme  nous  l'avons 
vu,  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  On  doit  mettre^ 
en  effet,  au  nombre  des  propriétés  caractéristiques  de  ce 
principe,  la  netteté  parfaite  avec  laquelle  il  analyse  na- 
turellement le  phénomène  de  l'équilibre,  en  considérant 
distinctement  chacun  des  mouvements  élémentaires  que 
permettent  les  forces  du  système,  et  fournissant  aussitôt 
une  équation  d'équilibre  spécialement  relative  à  ce  mou- 
vement. La  méthode  dynamique  ne  présente  point  cet 
avantage  important.  Il  faut  reconnaître  toutefois  que, 
dans  la  manière  dont  M.  Poinsot  l'a  conçue,  elle  se 
trouve,  à  cet  égard,  considérablement  améliorée,  puis- 
que la  seule  distinction  des  conditions  d'équilibre  rela- 
tive aux  forces  et  de  celles  qui  concernent  les  couples, 
distinction  qui  s'établit  alors  nécessairement,  réalise, 
par  elle-même,  la  détermination  séparée  entre  l'équi- 
libre de  translation  et  l'équilibre  de  rotation.  Mais  la 
méthode  dynamique  ordinaire,  exclusivement  usitée  en 
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statique  avant  la  réforme  de  M.  Poinsot,  et  que  j'ai 
caractérisée  dans  son  ensemble  au  commencement  de 
cette  leçon,  ne  remplit  nullement  cette  condition  essen- 
tielle, sans  laquelle  néanmoins  il  me  paraît  impossible 
de  concevoir  nettement  l'expression  analytique  des  lois 
générales  de  l'équilibre. 

Après  avoir  considéré  les  diverses  manières  princi- 
pales de  parvenir  aux  lois  exactes  de  l'équilibre  abstrait 
pour  un  système  quelconque  de  forces,  en  supposant 
les  corps  dans  cet  état  complètement  passif  que  nous 
avions  d'abord  reconnu,  quoique  purement  hypothé- 
tique, être  strictement  indispensable  à  l'établissement 
des  principes  fondamentaux  de  la  mécanique  rationnelle  ; 
nous  devons  maintenant  examiner  comment  les  géo- 
mètres ont  pu  tenir  compte  des  propriétés  générales  na- 
turelles aux  corps  réels,  et  auxquelles  il  faut  nécessaire- 
ment avoir  égard  dans  toute  application  effective  de  la 
mécanique  abstraite.  La  seule  que  Ton  sache  jusqu'ici 
prendre  en  considération  d'une  manière  vraiment  com- 
plète, c'est  la  pesanteur  terrestre.  Voyons  comment  on 
a  pu  l'introduire,  en  effet,  dans  les  équations  statiques. 
Cet  important  examen  constitue ,  sans  doute ,  dans 
l'ordre  strictement  logique  de  nos  études  philosophiques, 
une  anticipation  vicieuse  sur  la  partie  de  ce  cours  rela- 
tive à  la  physique  proprement  dite,  où  nous  envisage- 
rons spécialement  la  science  de  la  pesanteur.  Mais  la 
théorie  des  centres  de  gravité,  à  laquelle  se  réduit  essen- 
tiellement cette  étude  statique  de  la  pesanteur  terrestre, 
joue  un  rôle  trop  étendu  et  trop  important  dans  toutes 
les  parties  de  la  mécanique  rationnelle,  pour  que  nous 
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puissions  nous  dispenser  de  l'indiquer  ici,  à  l'exemple 
de  tous  les  g-eomètres,  quoique  ce  ne  soit  pas  stricte- 
menl  régulier.  Du  reste,  je  dois  faire  observer  à  ce  sujet 
qu'on  éviterait  presque  entièrement  tout  ce  qu'il  y  a  vrai- 
ment d'irrationnel  dans  cette  disposition  scientifique, 
sans  se  priver  néanmoins  des  avantages  capitaux  que 
présente  la  résolution  préalable  d'une  telle  question,  si 
on  contractait  l'habitude  de  classer  la  théorie  des  centres 
de  gravité  parmi  les  recherches  de  pure  géométrie, 
comme  je  l'ai  proposé  à  la  fin  de  la  treizième  leçon. 

Pour  tenir  compte  de  la  pesanteur  terrestre,  dans  les 
questions  statiques,  il  suffit,  comme  on  sait,  de  se  repré- 
senter, sous  ce  rapport,  chaque  corps  homog^ène  comme 
un  système  de  forces  parallèles  et  égales,  appliquées  à 
toutes  les  molécules  du  corps,  et  dont  il  faut  déterminer 
complètement  la  résultante,  qu'on  introduira  dès  lors 
sans  aucune  difficulté  parmi  les  forces  extérieures  pri- 
mitives. En  réalité,  ce  parallélisme  et  cette  ég-alité  des 
pesanteurs  moléculaires  ne  sont  effectivement  que  des 
approximations,  puisque,  de  fait,  toutes  ces  forces  con- 
courraient au  centre  de  la  terre  si  cette  planète  était 
rig-oureusement  sphérique,  et  que  leur  intensité  absolue, 
indépendamment  des  inégalités  qui  tiennent  à  la  force 
centrifuge  produite  par  le  mouvement  de  rotation  de  la 
terre,  varie  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances 
des  molécules  correspondantes  au  centre  de  notre  globe. 
Mais,  quand  il  ne  s'agit  que  des  masses  terrestres  à  notre 
disposition,  auxquelles  sont  ordinairement  destinées  ces 
applications  de  la  statique,  les  dimensions  n'en  sont  ja- 
mais assez  grandes  pour  que  le  défaut  de  parallélisme  et 
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d'ég-alité  entre  les  pesanteurs  des  diverses  molécules  de 
chaque  masse  doive  être  réellement  pris  en  considé- 
ration. On  suppose  donc  alors,  avec  raison,  toutes  ces 
forces  rigoureusement  parallèles  et  égales,  ce  qui  sim- 
plifie extrêmement  la  question  de  leur  composition.  En 
effet,  leur  résultante  est,  dès  ce  moment,  égale  à  leur 
somme,  et  agit  suivant  une  droite  parallèle  à  leur  direc- 
tion commune,  en  sorte  que  son  intensité  et  sa  direction 
sont  immédiatement  connues.  Toute  la  difficulté  se  ré- 
duit donc  à  trouver  son  point  d'application,  c'est-à-dire 
ce  qu'on  appelle  le  centre  de  gravité  du  corps.  D'après 
les  propriétés  générales  du  point  d'application  de  la  ré- 
sultante dans  un  système  quelconque  de  forces  paral- 
lèles, la  distance  de  ce  point  à  un  plan  quelconque  est 
égale  à  la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces  du 
système  par  rapport  à  ce  même  plan,  divisée  par  la 
somme  de  ces  forces  elles-mêmes.  En  appliquant  cette 
formule  au  centre  de  gravité,  et  ayant  égard  à  la  simpli- 
fication que  produit  alors  l'égalité  de  toutes  les  forces 
proposées,  on  trouve  que  la  distance  du  centre  de  gra- 
vité à  un  plan  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  dis- 
tances de  tous  les  points  du  corps  considéré,  divisée  par 
le  nombre  de  ces  points  ;  c'est-à-dire  que  cette  distance  est 
ce  qu'on  appelle  proprement  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  distances  de  tous  les  points  proposés.  Cette  con- 
sidération fondamentale  réduit  évidemment  la  notion  du 
centre  de  gravité  à  être  purement  géométrique,  puis- 
qu'en  le  cherchant  ainsi  comme  centre  des  mot/ ennes  dis- 
tances, suivant  la  dénomination  très  rationnelle  des  an- 
ciens géomètres,  la  question  ne  conserve  plus  aucune 
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(race  (le  son  origine  mécaniqne,  et  consiste  seulement 
dans  ce  problème  de  g-éométrie  générale  :  Étant  donné 
un  syslème  quelconque  de  points  disposés  entre  eux 
d'une  manière  déterminée,  trouver  un  point  dont  la  dis- 
tance à  un  plan  quelconque  soit  moyenne  entre  les  dis- 
tances de  tous  les  points  donnés  à  ce  même  plan.  Il  y 
aurait,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué,  des  avantages  impor- 
tants à  concevoir  hal)ituellement  ainsi  la  notion  g-énérale 
du  centre  de  gravité,  en  faisant  complètement  abstraction 
de  toute  considération  de  pesanteur,  car  cette  idée  simple 
et  purement  g-éométrique  est  précisément  celle  qu'on  doit 
s'en  former  dans  la  plupart  des  théories  principales  de 
la  mécanique  rationnelle,  surtout  quand  on  envisag^e  les 
grandes  propriétés  dynamiques  du  centre  des  moyennes 
distances,  où  l'idée  hétérogène  et  surabondante  de  la 
gravité  introduit  ordinairement  une  complication  et  une 
obscurité  vicieuses.  Cette  manière  de  concevoir  la  ques- 
tion conduit  naturellement,  il  est  vrai,  à  l'exclure  de  la 
mécanique  pour  la  faire  rentrer  dans  la  géométrie, 
comme  je  l'ai  proposé.  Si  je  ne  l'ai  pas  ainsi  classée 
effectivement,  c'est  uniquement  afin  de  ne  m'écarter  que 
le  moins  possible  des  habitudes  universellement  reçues, 
quoique  je  fusse  très  convaincu  qu'une  telle  transposition 
serait  la  seule  disposition  vraiment  rationnelle.  Quoi 
qu'il  en  soit  de  cette  discussion  d'ordre,  ce  qui  importe 
essentiellement,  c'est  de  ne  point  se  méprendre  sur  la 
véritable  nature  de  la  question,  à  quelque  époque  et  sous 
quelque  dénomination  qu'on  juge  convenable  de  la 
traiter. 

La  seule  définition  géométrique  du  centre  de  gravité 
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donnerait  immédiatement  le  moyen  de  le  déterminer,  si 
le  système  des  points  que  l'on  considère  n'était  com- 
posé que  d'un  nombre  fini  de  points  isolés,  car  il  en  ré- 
sulterait directement  alors  des  formules  très  simples  et 
qui  n'auraient  nullement  besoin  d'être  transformées 
pour  exprimer  les  coordonnées  du  point  cherché,  relati- 
vement à  trois  axes  rectangulaires  fixés  arbitrairement. 
Mais  ces  formules  fondamentales  ne  peuvent  plus  être 
emplovées  sans  transformation,  aussitôt  qu'il  s'agit  d'un 
système  composé  d'une  infinité  de  points  formant  un 
véritable  corps  continu,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire.  Car 
le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque  formule 
devenant  dès  lors  simultanément  infinis,  ces  formules 
n'offrent  plus  aucune  signification  distincte,  et  ne  sau- 
raient être  appliquées  qu'après  avoir  été  convenable- 
ment transformées.  C'est  dans  cette  transformation  gé- 
nérale que  consiste,  sous  le  rapport  analytique^,  toute  la 
difficulté  fondamentale  de  la  question  du  centre  de  gra- 
vité envisagée  sous  le  point  de  vue  le  plus  étendu.  Or, 
il  est  clair  que  le  calcul  intégral  donne  immédiatement 
les  moyens  de  la  surmonter,  puisque  ces  deux  sommes  in- 
finies qui  constituent  les  deux  termes  de  chaque  formule 
sontévidemment  parelle-mêmes  de  véritables  intégrales, 
dont  celle  qui  exprime  le  dénominateur  commun  des 
trois  formules  se  rapporte  aux  éléments  géométriques 
infiniment  petits  de  la  masse  considérée,  et  celle  qui 
représente  le  numérateur  propre  à  chaque  formule  se 
rapporte  aux  produits  de  ces  éléments  par  leurs  coordon- 
nées correspondantes.  Il  suit  de  là,  pour  ne  considérer 
ici  que  le  cas  le  plus  général,  qu'en  décomposant  le 
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corps  seulomcnt  on  olémenls  infiniment  petits  dans 
deux  sens  par  deux  séries  de  plans  infiniment  rappro- 
chés parallèles  les  uns  au  plan  des  zx,  les  autres  au 
pKan  des  /y 3,  on  trouvera  aussitôt  les  formules  fonda- 
nienlales  : 

J  j         dy         j  j  f  j  ^  ^ 

j  j  z  dx  dy  j  j  z  dx  dy  j  J  ^ 

qui  feront  connaître  les  trois  coordonnées  du  centre  de 
gravité  du  volume  d'un  corps  homogène  de  forme  quel- 
conque, limité  par  une  surface  dont  l'équation  en  x,  y  et 
z  est  supposée  donnée.  On  obtiendra  de  la  même  ma- 
nière, pour  le  centre  de  gravité  de  la  surface  seule  de  ce 
corps,  les  formules  : 


yi  = 


f  fy  dxdy^  1  +  51-^4- 


dz^,dz^ 
dx-^  dy'^ 


ffdxdy^i^-£,^ 


dz^.dz^ 
dx'^dy' 


dy 

La  détermination  des  centres  de  gravité  sera  donc  ré- 
duite ainsi,  dans  chaque  cas  particulier^  à  des  recher- 
ches purement  analytiques,  tout  à  fait  analogues  à  celles 
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qu'exigent,  comme  nous  l'avons  vu,  les  quadratures  et 
les  cubatures.  Seulement,  ces  intégrations  étant,  en  gé- 
néral, plus  compliquées,  l'état  d'extrême  imperfection 
dans  lequel  se  trouve  jusqu'ici  le  calcul  intégral  per- 
mettra bien  plus  rarement  encore  de  parvenir  à  une  solu- 
tion définitive.  Mais  ces  formules  générales  n'en  ont  pas 
moins,  par  elles-mêmes,  une  importance  capitale,  pour 
introduire  la  considération  du  centre  de  gravité  dans  les 
théories  générales  de  la  mécanique  analytique,  ainsi  que 
nous  aurons  spécialement  occasion  de  le  reconnaître 
bientôt.  Il  faut  d'ailleurs  considérer,  quant  à  la  question 
même,  que  ces  formules  éprouvent  de  très  grandes  sim- 
plifications, quand  on  vient  à  supposer  que  la  surface 
qui  termine  le  corps  proposé  est  une  surface  de  révolu- 
tion, ce  qui  heureusement  a  lieu  dans  la  plupart  des  ap- 
plications vraiment  importantes. 

Telle  est  donc  essentiellement  la  manière  de  tenir 
compte  de  la  pesanteur  terrestre  dans  les  applications 
de  la  statique  abstraite.  Quant  à  la  pesanteur  univer- 
selle, on  peut  dire  que  jusqu'ici  elle  n'a  été  prise  en  con- 
sidération d'une  manière  vraiment  complète  que  relati- 
vement aux  corps  sphériques.  Ce  n'est  pas  que,  lorsque 
la  loi  de  la  gravitation  est  supposée  connue,  et  surtout 
en  la  concevant  inversement  proportionnelle  au  carré  de 
la  distance,  comme  dans  la  véritable  pesanteur  univer- 
selle, on  ne  puisse  aisément  construire,  à  l'aide  d'inté- 
grales convenables,  des  formules  qui  expriment  l'attrac- 
tion d'un  corps  de  figure  et  de  constitution  quelconques 
sur  un  point  donné,  et  même  sur  un  autre  corps.  Mais 
ces  expressions  symboliques  générales  sont  demeurées 
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iiis(|iri(  i  le  plus  soiivoiit  inapplicables,  faute  de  pouvoir 
("tTecluiM-  les  iiilégralions  qu'elles  indiquent,  même 
quand  on  suppose,  pour  simplifier  la  question,  que  cha- 
que corps  est  homogène.  Ce  n'est  encore  que  par  une 
ap]>roxinialion  foi't  imparfaite  qu'on  a  pu  parvenir  à  la 
déleiinination  définitive  dans  le  cas  très  simple  de  l'at- 
tradion  de  deux  ellipsoïdes,  et  les  approximations 
n'ont  pu  être  conduites  jusqu'au  degré  de  précision  con- 
venable, qu'en  supposant  ces  ellipsoïdes  très  peu  diffé- 
rents de  la  sphère,  ce  qui  a  lieu  heureusement  pour 
toutes  nos  planèles.  Il  faut  d'ailleurs  considérer  que^ 
dans  la  réalité,  ces  formules  supposent  la  connaissance 
préalable  de  la  loi  de  la  densité  à  l'intérieur  de  chaque 
corps  proposé,  ce  que  nous  ignorons  jusqu'ici  complète- 
ment. 

Dans  l'état  présent  de  cette  importante  et  difficile 
théorie,  on  peut  dire  que  les  théorèmes  primitifs  de 
Newton  sur  l'attraction  des  corps  sphériques  constituent 
effectivement  encore  la  partie  la  plus  utile  de  cet  ordre 
de  notions.  Ces  propriétés  si  remarquables,  et  que 
Newton  a  si  simplement  établies,  consistent,  comme  on 
sait,  en  ce  que  :  1°  l'attraction  d'une  sphère  dont  toutes 
les  molécules  attirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  est  la  même,  sur  un  point  extérieur  quel- 
conque, que  si  la  masse  entière  de  cette  sphère  était 
toute  condensée  à  son  centre  ;  2°  quand  un  point  est 
placé  dans  l'intérieur  d'une  sphère  dont  les  molécules 
agissent  sur  lui  suivant  cette  même  loi,  il  n'éprouve 
absolument  aucune  attraction  de  la  part  de  toute  la  por- 
tion du  globe  qui  se  trouve  à  une  plus  grande  distance 
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que  lui  du  centre,  du  moins,  en  supposant,  si  le  globe 
n'est  pas  homogène,  que  chacune  de  ses  couches  sphé- 
riques  concentriques  présente  en  tous  ses  points  la  même 
densité. 

La  pesanteur  est  la  seule  force  naturelle  dont  nous 
sachions  réellement  tenir  compte  en  statique  ration- 
nelle :  encore  voit-on  combien  cette  étude  est  peu 
avancée  par  rapport  à  la  gravité  universelle.  Quant  aux 
circonstances  extérieures  générales,  dont  on  a  dii  égale- 
ment faire  d'abord  complètement  abstraction  pour  éta- 
blir les  lois  rationnelles  de  la  mécanique,  comme  le 
frottement,  la  résistance  des  milieux,  etc.,  on  peut  dire 
que  nous  ne  connaissons  encore  nullement  la  manière  de 
les  introduire  dans  les  relations  fondamentales  données 
par  la  mécanique  analytique,  car  on  n'y  est  parvenu  jus- 
qu'ici qu'à  l'aide  d'hypothèses  fort  précaires,  et  même 
évidemment  inexactes,  qui  ne  peuvent  être  réellement 
considérées,  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  que 
comme  propres  à  fournir  des  exercices  de  calcul.  Du 
reste,  nous  devrons  naturellement  revenir  sur  ce  sujet 
dans  la  partie  de  ce  cours  relative  à  la  physique  propre- 
ment dite. 

Pour  compléter  Fexamen  philosophique  de  l'ensemble 
delà  statique,  il  nous  reste  enfin  à  considérer  sommaire- 
ment la  manière  générale  d'établir  la  théorie  de  l'équi- 
libre, lorsque  le  corps  auquel  les  forces  sont  appliquées 
est  supposé  se  trouver  à  l'état  fluide^  soit  liquide,  soit 
gazeux. 

L'hydrostatique  peut  être  complètement  traitée  d'après 
deux  méthodes  générales  parfaitement  distinctes,  sui- 
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vaiil  qiron  cliorcho  directement  les  lois  de  l'équilibre 
des  fluides  d'après  des  considérations  statiques  exclu- 
sivement propres  à  cette  classe  de  corps,  ou  qu'on  se 
borne  à  les  déduire  simplement  des  principes  fondamen- 
taux (]ui  ont  déjà  fouriri  les  équations  statiques  des 
corps  solides,  en  ayant  seulement  égard,  comme  il  con- 
vient, aux  nouvelles  conditions  caractéristiques  qui  ré- 
sultent de  la  fluidité. 

La  première  métbode  a  dû  naturellement  commencer 
par  être  la  seule  employée,  comme  étant  primitivement 
la  plus  facile,  sinon  la  plus  rationnelle.  Tel  a  été  effecti- 
vement k  caractère  des  travaux  des  géomètres  du  dix- 
septième  et  du  dix-buitième  siècle  sur  cette  importante 
seetion  de  la  mécanique  générale.  Divers  principes  sta- 
tiques particuliers  aux  fluides,  et  plus  ou  moins  satisfai- 
sants, ont  été  successivement  proposés,  principalement 
à  l'occasion  de  la  célèbre  question  dans  laquelle  les  géo- 
mètres se  proposaient  de  déterminer  à  priori  la  \érilah\e 
figure  de  la  terre,  supposée  originairement  toute  fluide^, 
question  capitale  qui,  envisagée  dans  son  ensemble,  se 
rattache  en  effet,  directement  ou  indirectement,  à  toutes 
les  théories  essentielles  de  l'hydrostatique.  On  sait  que 
Huyghens  avait  d'abord  essayé  de  la  résoudre,  en  pre- 
nant pour  principe  d'équilibre  la  perpendicularité  évi- 
demment nécessaire  de  la  pesanteur  à  la  surface  libre 
du  fluide.  Newton,  de  son  côté,  avait,  à  la  même  époque, 
choisi  pour  considération  fondamentale  la  nécessité  non 
moins  évidente  de  l'égalité  de  poids  entre  les  deux  co- 
lonnes fluides  allant  du  centre,  l'une  au  pôle,  l'autre  à  un 
point  quelconque  de  l'équateur.  Bouguer,  en  discutant 
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plus  tard  cette  importante  question,  montra  clairement 
que  ces  deux  manières  de  procéder  étaient  également 
vicieuses,  en  ce  que  le  principe  d'Huyghens  et  celui  de 
Newton,  bien  que  tous  deux  incontestables,  ne  s'accor- 
daient point,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  donner  la 
même  force  à  la  masse  fluide  en  équilibre,  ce  qui  mettait 
pleinement  en  évidence  leur  insuffisance  commune.  Mais 
Bouguer  se  trompa  gravement  à  son  tour,  en  croyant 
que  la  réunion  de  ces  deux  principes,  lorsqu'ils  s'accor- 
daient à  indiquer  une  même  figure,  était  entièrement 
suffisante  pour  l'équilibre.  Clairaut,  dans  son  immortel 
traité  de  la  figure  de  la  terre,  découvrit,  le  premier,  les 
véritables  lois  générales  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide, 
en  partant  de  la  considération  évidente  de  l'équilibre 
isolé  d^un  canal  quelconque  infiniment  petit  ;  et,  d'après 
ce  critérium  infaillible,  il  montra  qu'il  pouvait  exister 
une  infinité  de  cas  dans  lesquels  la  combinaison  exigée 
par  Bouguer  se  trouvait  observée  sans  que  cependant 
l'équilibre  eût  lieu.  Depuis  que  l'ouvrage  de  Clairaut  eut 
fondé  dans  son  ensemble  l'hydrostatique  rationnelle, 
plusieurs  grands  géomètres,  continuant  à  adopter  la 
même  manière  générale  de  procéder,  s'occupèrent  d'éta- 
blir la  théorie  mathématique  de  l'équilibre  des  fluides 
sur  des  considérations  plus  naturelles  et  plus  distinctes 
que  celle  employée  par  son  illustre  inventeur.  On  doit 
principalement  distinguer,  à  cet  égard,  les  travaux  de 
Maclaurin  et  surtout  ceux  d'Euler,  qui  ont  donné  à  cette 
théorie  fondamentale  la  forme  simple  et  régulière  qu'elle 
a  maintenant  dans  tous  les  traités  ordinaires,  en  la  fon- 
dant sur  le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tout  sens. 


52'2  PHILOSOPHIK  POSITIVE 

(ju'oii  i^Mil  i(\i;ai'(l('i'  comnio  iiiic  loi  générale  indiquée 
p.ii'  l'obscrvalion  relalivenioni  k  la  constitution  statique 
<l('s  Iluides.  Ce  principe  est  incontestablement,  en  effet, 
le  plus  convenable  qu'on  puisse  employer  dans  une  telle 
rrclu'iche,  lors(ju'on  veut  traiter  directement  par  quelque 
considérai i(tii  pi  opre  aux  tluides  la  théorie  de  leur  équi- 
libre, dont  il"  fournit  immédiatement  les  équations  géné- 
rales ave  une  extrême  facilité.  Il  suffit  alors,  pour  les 
obtenir  le  plus  simplement  possible,  après  avoir  conçu 
la  masse  fluide  partagée  en  molécules  cubiques  par  trois 
séries  de  plans  infiniment  rapprochés,  parallèles  aux  trois 
plans  coordonnés,  d'exprimer  que  chaque  molécule  est 
également  pressée  suivant  les  trois  axes  perpendiculaires 
à  ses  faces  par  l'ensemble  des  forces  du  système,  la 
pression  de  la  molécule  en  chaque  sens  étant  égale  à  la 
différence  des  pressions  exercées  sur  les  deux  faces  op- 
posées correspondantes.  On  trouve  ainsi  que  la  loi  ma- 
thématique de  l'équilibre  d'un  fluide  quelconque,  par 
quelques  forces  qu'il  soit  sollicité,  est  exprimée  par  les 
trois  équations  : 

<^/'_„X  '^^-«Y  '^P-nZ 
d^-P^'      -dûi-P^'  -dï-P^' 

OÙ  p  exprime  la  pression  supportée  par  la  molécule 
dont  les  coordonnées  sont  x,  ?/,  ^,  et  la  densité  ou  pesan- 
teur spécifique />,  et  X,  Y,  Z,  désignent  les  composantes 
totales  des  forces  dont  le  fluide  est  animé  suivant  les 
trois  axes  coordonnés.  Gomme  on  peut  évidemment 
déduire,  de  l'ensemble  de  ces  trois  équations,  la  formule 

P=  fp  (Xdx  +  Ydij  +  Zdz) 
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pour  la  détermination  de  la  pression  en  chaque  point, 
quand  les  forces  seront  connues  ainsi  que  la  loi  de  la 
densité,  il  est  possible  de  donner  une  autre  forme  ana- 
lytique à  la  loi  générale  de  l'équilibre  des  fluides^  en  se 
bornant  à  dire  que  la  fonction  différentielle,  placée  ici 
sous  le  signe  J\  doit  satisfaire  aux  conditions  connues 
d'intégrabilité  relativement  aux  trois  variables  indépen- 
dantes X,  y,  z,  ce  qui  est  précisément  l'expression  très 
simple  trouvée  primitivement  par  Clairaut  quant  à  la 
théorie  mathématique  de  l'hydrostatique. 

L'étude  de  l'équilibre  des  fluides  donne  constamment 
lieu  à  une  nouvelle  question  générale  fort  importante  qui 
leur  est  propre,  celle  qui  consiste  à  déterminer,  dans  le 
cas  d'équilibre,  la  figure  de  la  surface  qui  limite  la 
masse  fluide.  La  solution  abstraite  de  cette  question  est 
implicitement  comprise  dans  la  formule  fondamentale 
précédente,  puisqu'il  suffit  évidemment  de  supposer  que 
la  pression  est  nulle  ou  du  moins  constante,  pour  carac- 
tériser les  points  de  la  surface,  ce  qui  donne  indistincte- 
ment : 

Xdx  -f-  Yd\i  ^  Zdz  —  o 
quanta  l'équation  différentielle  générale  de  cette  surface. 
Toute  la  difficulté  concrète  se  réduit  donc  essentiellement, 
en  chaque  cas,  à  connaître  la  loi  réelle  relative  à  la  va- 
riation de  la  densité  dans  l'intérieur  de  la  masse  fluide 
proposée,  à  moins  qu'elle  ne  soit  homogène,  détermina- 
lion  qui  présente  des  obstacles  tout-à-fait  insurmontables 
dans  les  applications  les  plus  importantes.  Si  l'on  en  fait 
abstraction,  la  question  ne  présente  dès-lors  (ju'une  re- 
cherche analytique  plus  ou  moins  compliquée,  consistant 


^'î'i  PHILOSOPHIK  POSITIVE 

(huis  riiilri;i'ali()ii.  le  plus  souvent  encore  inconnue,  de 
lÏM[uali()ii  j)récé(lenle.  On  doit  remarquer  d'ailleurs  que 
cell(^  équation  est,  par  sa  nature,  assez  générale  pour 
(jii'oii  puisse  l'appliquer  même  à  l'équilibre  d'une  masse 
lliiidc  (pli  serait  animée  d'un  mouvement  de  rotation  dé- 
Iciniiné,  comme  l'exige  surtout  la  grande  question  delà 
figure  des  planètes.  Il  suffit  alors  en  effet  de  comprendre, 
j)armi  les  forces  du  système  proposé,  les  forces  centri- 
fuges qui  résultent  de  ce  mouvement  de  rotation. 

Telle  est,  par  aperçu,  la  manière  générale  d'établir  la 
théorie  mathématique  de  l'équilibre  des  fluides,  en  la 
fondant  directement  sur  des  principes  statiques  particu- 
liers à  ce  genre  de  corps.  On  conçoit,  comme  je  l'ai  déjà 
indiqué,  que  cette  méthode  ait  dû  d'abord  être  seule 
employée;  car,  à  l'époque  des  premières  recherches,  les 
différences  caractéristiques  entre  les  solides  et  les  fluides 
devaient  nécessairement  paraître  trop  considérables 
pour  qu'aucun  géomètre  pût  alors  se  proposer  d'appli- 
quer à  ceux-ci  les  principes  généraux  uniquement  des- 
tinés aux  autres,  en  ayant  seulement  égard,  dans  cette 
déduction,  à  quelques  nouvelles  conditions  spéciales. 
Mais  quand  les  lois  fondamentales  de  l'hydrostatique 
ont  enfin  été  obtenues,  et  que  l'esprit  humain^  cessant 
d'être  préoccupé  de  la  difficulté  de  leur  établissement, 
a  pu  mesurer  avec  justesse  la  diversité  réelle  qui 
existe  entre  la  théorie  des  fluides  et  celle  des  solides, 
il  était  impossible  qu'il  ne  cherchât  point  à  les  ra- 
mener toutes  deux  aux  mêmes  principes  essentiels,  et 
qu'il  ne  reconnût  pas,  en  thèse  générale,  l'applicabilité 
nécessaire  des  règles  fondamentales  de  la  statique  à 
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Téquilibre  des  fluides,  pourvu  qu'on  tînt  compte  conve- 
nablement de  la  variabilité  de  forme  qui  les  caractérise. 
En  un  mot,  la  science  ne  pouvait  rester  sous  ce  rapport 
dans  son  état  primitif,  où  l'on  accordait  une  importance 
évidemment  exagérée  aux  conditions  propres  aux  fluides. 
Mais,  pour  subordonner  l'hydrostatique  à  la  statique 
proprement  dite,  et  augmenter  ainsi  par  une  plus  grande 
unité  la  perfection  rationnelle  de  la  science,  il  était  in- 
dispensable que  la  théorie  abstraite  de  l'équilibre  fût 
préalablement  traitée  d'après  un  principe  statique  suffi- 
samment général,  qui  seul  pouvait  être  directement  ap- 
pliqué aux  fluides  aussi  bien  qu'aux  solides,  car  on  ne 
pouvait  point  recourir,  à  cet  effet,  aux  équations  d'équi- 
libre proprement  dites,  dans  la  formation  desquelles  on 
avait  toujours  eu,  nécessairement,  plus  ou  moins  égard 
à  l'invariabilité  du  système.  Cette  condition  inévitable  a 
été  remplie,  lorsque  Lagrange  a  conçu  la  manière  de 
fonder  la  statique,  et  par  suite  toute  la  mécanique  ra- 
tionnelle, sur  le  seul  principe  des  vitesses  virtuelles.  Ce 
principe  est  évidemment,  en  effet,  par  sa  nature,  tout 
aussi  directement  applicable  aux  fluides  qu'aux  solides, 
et  c'est  là  une  de  ses  propriétés  les  plus  précieuses.  Dès 
lors  l'hydrostatique,  philosophiquement  classée  à  son 
rang  naturel,  n'a  plus  été,  dans  le  traité  de  Lagrange, 
qu'une  division  secondaire  de  la  statique.  Quoique  cette 
manière  de  la  concevoir  n'ait  pas  encore  pu  devenir  suf- 
fisamment familière,  et  que  la  méthode  hydrostatique 
directe  soit  restée  jusqu'ici  la  seule  usuelle,  il  n'est  pas 
douteux  que  la  méthode  de  Lagrange  finira  par  être  ha- 
bituellement et  exclusivement  adoptée,  comme  étant 
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('('Ile  (|ni  imprime  h  la  science'  son  véritable  caractère 
(Icliiiilir,  en  la  faisant  dériver  tout  entière  d'un  principe 
uni(jue. 

Pour  se  re[)résenter  nettement,  en  général,  comment 
le  |)rincipe  des  vitesses  virtuelles  peut  conduire  aux 
équations  fondamentales  de  l'équilibre  des  fluides,  il 
suffit  de  considérer  que  tout  ce  qu'une  telle  application 
exige  de  particulier  consiste  seulement  à  comprendre 
parmi  les  forces  quelconques  du  système  une  force  nou- 
velle, la  pression  exercée  sur  chaque  molécule,  qui  in- 
troduira un  terme  de  plus  dans  l'équation  générale,  ou, 
plus  exactement,  qui  donnera  lieu  à  trois  nouveaux 
moments  virtuels,  si  l'on  distingue^,  comme  il  convient, 
les  variations  séparément  relative^  à  chacun  des  trois 
axes  coordonnés.  En  procédant  ainsi,  on  parviendra 
immédiatement  aux  trois  équations  générales  de  l'équi- 
libre des  fluides,  qui  ont  été  rapportées  ci-dessus 
d'après  la  méthode  hydrostatique  proprement  dite.  Si  le 
fluide  considéré  est  liquide ,  il  faudra  concevoir  le 
système  assujetti  à  cette  condition  caractéristique  de 
pouvoir  changer  de  forme,  sans  cependant  jamais 
changer  de  volume.  Cette  condition  d'incompressibilité 
s'introduira  d'autant  plus  naturellement  dans  l'équation 
générale  des  vitesses  virtuelles,  qu'elle  peut  s'exprimer 
immédiatement ,  comme  l'a  fait  Lagrange ,  par  une  formule 
analytique  analogue  à  celle  des  termes  de  cette  équation, 
en  exprimant  que  la  variation  du  volume  est  nulle,  ce 
qui  même  a  permis  à  Lagrange  de  se  représenter  abs- 
traitement cette  incompressibilité  comme  l'effet  d'une 
certaine  force  nouvelle,  dont  il  suffit  d'ajouter  le  mo- 
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ment  virtuel  à  ceux  des  forces  du  système.  Si  Ton  veut 
établir,  au  contraire,  la  théorie  de  l'équilibre  pour  les 
fluides  gazeux,  il  faudra  remplacer  la  condition  de  l'in- 
compressibilité par  celle  qui  assujettit  le  volume  du 
fluide  à  varier  suivant  une  fonction  déterminée  de  la 
pression,  par  exemple  en  raison  inverse  de  cette  pres- 
sion, conformément  à  la  loi  physique  sur  laquelle  Ma- 
riette a  fondé  toute  la  mécanique  des  gaz.  Cette  nou- 
velle circonstance  donnera  lieu  à  une  équation  analogue 
à  celle  des  liquides,  quoique  plus  compliquée.  Seule- 
ment cette  dernière  section  de  la  théorie  générale  de 
l'équilibre,  outre  les  grandes  difficultés  analytiques  qui 
lui  sont  propres,  se  ressentira  nécessairement,  dans  les 
applications,  de  l'incertitude  où  l'on  est  encore  sur  la 
véritable  loi  des  gaz  relativement  à  la  fonction  de  la 
pression  qui  exprime  réellement  la  densité,  car  la  loi 
de  Mariotte,  si  précieuse  par  son  extrême  simplicité,  ne 
peut  malheureusement  être  regardée  que  comme  une 
approximation,  qui,  suffisamment  exacte  pour  des  cir- 
constances moyennes,  ne  saurait  être  étendue  rigoureu- 
sement à  un  cas  quelconque. 

Tel  est  le  caractère  fondamental  de  la  méthode  incon- 
testablement la  plus  rationnelle  qu'on  puisse  employer 
pour  former  la  théorie  abstraite  de  l'équilibre  des  flui- 
des, et  que  nous  devons  regarder,  surtout  dans  cet 
ouvrage,  comme  constituant  désormais  la  conception 
définitive  de  l'hydrostatique.  Cette  conception  paraîtra 
d'autant  plus  philosophique  que,  dans  la  statique  ainsi 
traitée,  on  trouve  une  suite  de  cas  en  quelque  sorte  in- 
termédiaire entre  les  solides  et  les  fluides,  lorsqu'on 
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coiisicltM'c  les  questions  relatives  aux  corps  solides  sus- 
ci'plibles  de  changer  de  forme  jusqu'à  un  certain  degré 
d'après  des  lois  déterminées^  c'est-à  dire  quand  on  tient 
compte  de  la  llexibilité  et  de  l'élasticité,  ce  qui  établit, 
sous  le  rapport  analytique,  une  filiation  naturelle  qui 
fait  passer,  par  une  succession  de  recherches  presque 
insensible,  des  systèmes  dont  la  forme  est  rigoureuse- 
ment  invariable  à  ceux  où  elle  est  au  contraire  éminem- 
ment variable. 

Après  avoir  examiné  sommairement  comment  la  sta- 
tique rationnelle,  envisagée  dans  son  ensemble,  a  pu 
être  élevée  enfin  à  ce  haut  degré  de  perfection  spécula- 
tive où  toutes  les  questions  qu'elle  est  susceptible  de 
présenter,  constamment  traitées  d'après  un  principe 
unique  directement  établi,  sont  uniformément  réduites 
à  de  simples  problèmes  d'analyse  mathématique,  nous 
devons  maintenant  entreprendre  la  même  étude  relati- 
vement à  la  dernière  branche  de  la  mécanique  générale, 
nécessairement  plus  étendue,  plus  compliquée,  et  par 
suite  plus  difficile,  celle  qui  a  pour  objet  la  théorie  du 
mouvement.  Ce  sera  le  sujet  de  la  leçon  suivante. 


MATHÉMATIQUE 


DIX-SEPTIÈME  LEÇON 

Vue  générale  de  la  dynamique. 

L'objet  essentiel  de  la  dynamique  consiste,  comme 
nous  l'avons  vu,  dans  l'étude  des  mouvements  variés 
produits  par  les  forces  continues^  la  théorie  des  mouve- 
ments uniformes  dus  aux  forces  instantanées  n'étant  en- 
tièrement qu'une  simple  conséquence  immédiate  des 
trois  lois  fondamentales  du  mouvement.  Dans  cette  dy- 
namique des  mouvements  variés  ou  des  forces  continues 
on  disting-ue  ordinairement  et  avec  raison  deux  cas  géné- 
raux, suivant  qu'on  considère  le  mouvement  d'un  point 
ou  celui  d'un  corps.  Sous  le  point  de  vue  le  plus  positif, 
cette  distinction  revient  à  concevoir  que,  dans  certains 
cas,  toutes  les  parties  du  corps  prennent  exactement  le 
même  mouvement,  en  sorte  qu'il  suffit  alors,  en  effet, 
de  déterminer  le  mouvement  d'une  seule  molécule,  cha- 
cune se  mouvant  comme  si  elle  était  isolée,  sans  aucun 
égard  aux  conditions  de  liaison  du  système  ;  tandis  que, 
dans  le  cas  le  plus  général,  chaque  portion  du  corps  ou 
chaque  corps  du  système  prenant  un  mouvement  dis- 
tinct, il  faut  examiner  ces  divers  effets  et  connaître  l'in- 
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lliKMico  (|ii'ox(n'('eiiL  sur  eux  los  relations  qui  caracté- 
riscMil  \v  syslèmc  considéré.  La  seconde  théorie  étant 
évidemment  plus  compliquée  que  la  première,  c'est  par 
celle-ci  qu'il  convient  nécessairement  de  commencer 
l'élude  spéciale  de  la  dynamique,  même  quand  on  les 
déduit  toutes  deux  de  principes  uniformes.  Tel  est  aussi 
l'ordre  que  nous  adopterons  ici  dans  l'indication  de  nos 
considérations  philosophiques. 

Relativement  au  mouvement  d'un  point,  nous  savons 
déjà  que  la  question  générale  consiste  à  déterminer 
exactement  toutes  les  circonstances  du  mouvement  cur- 
viligne composé,  résultant  de  l'action  simultanée  de 
diverses  forces  continues  quelconques,  en  supposant 
entièrement  connu  le  mouvement  rectiligne  que  pren- 
drait le  mohile  sous  l'influence  exclusive  de  chaque  force 
envisagée  isolément.  Nous  avons  également  constaté  que 
ce  problème  était  susceptible,  comme  tout  autre,  d'être 
considéré  en  sens  inverse,  lorsqu'on  se  proposait,  au 
contraire,  de  découvrir  par  quelles  forces  le  corps  est 
sollicité,  d'après  les  circonstances  caractéristiques  direc- 
tement connues  du  mouvement  composé. 

Mais,  avant  d'entrer  dans  l'examen  philosophique  de 
ces  deux  questions  générales,  nous  devons  d'abord 
arrêter  notre  attention  sur  une  théorie  préliminaire  fort 
importante,  celle  du  mouvement  varié  envisagé  en  lui- 
même,  c'est-à-dire  conformément  à  l'expression  ordi- 
naire, la  théorie  du  mouvement  rectiligne  produit  par 
une  seule  force  continue,  agissant  indéfiniment  selon  la 
même  direction.  Cette  théorie  élémentaire  est  indispen- 
sable pour  établir  les  notions  fondamentales  qui  se  repro- 
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duisent  sans  cesse  dans  toutes  les  parties  de  la  dyna- 
mique. Yoici  en  quoi  elle  consiste  essentiellement, 
d'après  notre  manière  de  concevoir  la  mécanique  ration- 
nelle. 

Nous  avons  précédement  remarqué  que,  dans  la  ques- 
tion dynamique  directe,  il  fallait  nécessairement  sup- 
poser connu  l'effet  de  chaque  force  unique,  la  véritable 
inconnue  du  problème  général  étant  l'effet  déterminé 
par  le  concours  de  toutes  les  forces.  Cette  observation 
est  incontestable.  Mais,  d'après  cela,  quel  peut  être 
l'objet  de  cette  partie  préliminaire  de  la  dynamique 
qu'on  destine  à  l'étude  du  mouvement  résultant  de  l'ac- 
tion d'une  seule  force  continue?  La  contradiction  appa- 
rente ne  tient  qu'aux  expressions  peu  exactes  qu'on  em- 
ploie ordinairement,  et  d'après  lesquelles  une  telle 
question  semblerait  aussi  distincte  et  aussi  directe  que 
les  véritables  questions  dynamiques,  tandis  qu'elle  n'est 
réellement  qu'un  préliminaire.  Pour  en  concevoir  net- 
tement le  vrai  caractère,  il  faut  observer  que  le  mouve- 
ment varié  produit  par  une  seule  force  continue  peut 
être  défini  de  plusieurs  manières,  qui  dépendent  les  unes 
des  autres,  et  qui,  par  conséquent,  ne  sauraient  jamais 
être  données  simultanément,  quoique  chacune  puisse  être 
séparément  la  plus  convenable,  d'où  résulte  la  nécessité 
de  savoir  passer,  en  général,  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles  à  toutes  les  autres  :  c'est  dans  ces  transformations 
que  consiste  proprement  la  théorie  générale  prélimi- 
naire du  mouvemciiit  varié,  désignée  fort  inexactement 
sous  le  nom  d'étude  de  l'action  d'une  force  unique.  Ces 
diverses  définitions  équivalentes  d'un  môme  mouvement 
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varie  résuUeiit  do  la  considération  simultanée  des  trois 
fonctions  fondamentales  distinctes,  quoique  corrélatives, 
qu'on  y  peut  envisager,  Tespace,  la  vitesse  et  la  force, 
conçus  comme  dépendant  du  temps  écoulé.  La  loi  du 
mouvement  peut  être  immédiatement  donnée  par  la  re- 
lation entre  l'espace  parcouru  et  le  temps  écoulé,  et  alors 
il  importe  d'en  déduire  la  vitesse  acquise  par  le  mobile  à 
chaque  instant,  c'est-à-dire  celle  du  mouvement  uni- 
forme qui  aurait  lieu  si,  la  force  continue  cessant  tout  à 
coup  d'agir,  le  corps  ne  se  mouvait  plus  qu'en  vertu  de 
l'impulsion  naturelle  résultant,  d'après  la  loi  d'inertie, 
du  mouvement  déjà  effectué  :  il  est  également  intéres- 
sant de  déterminer  aussi  quelle  est,  à  chaque  instant, 
l'intensité  de  la  force  continue,  comparée  à  celle  d'une 
force  accélératrice  constante  bien  connue,  telle,  par 
exemple,  que  la  gravité  terrestre,  la  seule  force  de  ce 
genre  qui  nous  soit  assez  familière  pour  servir  habituel- 
lement de  type  convenable.  Dans  d'autres  occasions,  au 
contraire,  le  mouvement  pourra  être  naturellement  dé- 
fini par  la  loi  qui  règle  la  variation  de  la  vitesse  en  rai- 
son du  temps,  et  d'oii  il  faudra  conclure  celle  relative  à 
l'espace,  ainsi  que  celle  qui  concerne  la  force.  Il  en  serait 
de  même  si  la  définition  primitive  du  mouvement  con- 
sistait dans  la  loi  de  la  force  continue,  qui  pourrait  n'être 
pas  toujours  immédiatement  donnée  en  fonction  du 
temps,  mais  quelquefois  par  rapport  à  l'espace,  comme, 
par  exemple,  lorsqu'il  s'agit  de  la  gravitation  univer- 
selle, ou  d'autres  fois  relativement  à  la  vitesse,  ainsi  qu'on 
le  voit  pour  la  résistance  des  milieux.  Enfin,  si  l'on  con- 
sidère cet  ordre  de  questions  sous  le  point  de  vue  le  plus 
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étendu,  il  faut  concevoir,  en  général,  que  la  définition 
d'un  mouvement  varié  peut  être  donnée  par  une  équa- 
tion quelconque,  pouvant  contenir  à  la  fois  ces  quatre 
variables  dont  une  seule  est  indépendante,  le  temps, 
l'espace,  la  vitesse,  et  la  force;  le  problème  consistera  à 
déduire  de  cette  équation  la  détermination  distincte  des 
trois  lois  caractéristiques  relatives  à  l'espace,  à  la  vi- 
tesse et  à  la  force,  et,  par  suite,  en  corrélation  mutuelle. 
Ce  problème  général  se  réduit  constamment  à  une  re- 
cherche purement  analytique,  à  l'aide  des  deux  formules 
dynamiques  fondamentales  qui  expriment,  en  fonction 
du  temps,  la  vitesse  et  la  force,  quand  on  suppose  con- 
nue la  loi  relative  à  l'espace. 

La  méthode  infinitésimale  conduit  à  ces  deux  for- 
mules avec  la  plus  grande  facilité.  Il  suffit,  en  effet, 
pour  les  obtenir,  de  considérer,  suivant  l'esprit  de  cette 
méthode,  le  mouvement  comme  uniforme  pendant  la 
durée  d'un  même  intervalle  de  temps  infiniment  petite 
et  comme  uniformément  accéléré  pendant  deux  inter- 
valles consécutifs.  Dès  lors,  la  vitesse,  supposée  momen- 
tanément constante,  d'après  la  première  considération, 
sera  naturellement  exprimée  par  la  différentielle  de  l'es- 
pace divisée  par  celle  du  temps;  et,  de  même,  la  force 
continue,  d'après  la  seconde  considération,  sera  évidem- 
ment mesurée  par  le  rapport  entre  Faccroissement  infi- 
niment petit  de  la  vitesse,  elle  temps  employé  à  produire 
cet  accroissement  Ainsi,  en  appelant  t  le  temps  écoulé, 
e  l'espace  parcouru,  v  la  vitesse  acquise  et  l'intensité 
de  la  force  continue  à  chaque  instant,  la  corrélation  gé- 
nérale et  nécessaire  de  ces  quatre  variables  simultanées 
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sera  exprimée  analyliqiicmcnt  par  les  deux  formules 
fondainentales, 

 de   dv  d'^e 

~~dJ'         ~dl  ~~Jr'' 

D'après  ces  formules,  Loulos  les  questions  relatives  à 
cette  théorie  préliminaire  du  mouvement  varié  se  rédui- 
ront immédiatement  à  de  simples  recherches  analy- 
tiques, qui  consisteront  ou  dans  des  différentiations,  ou, 
le  plus  souvent,  dans  des  intégrations.  En  considérant  le 
cas  le  plus  général,  où  la  définition  primitive  du  mouve- 
ment proposé  serait  donnée  seulement  par  une  équation 
entre  les  quatre  variables,  le  problème  analytique  con- 
sistera dans  l'intégration  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre,  relative  à  la  fonction  et  qui  pourra 
être  fréquemment  inexécutable,  vu  l'extrême  imperfec- 
tion actuelle  du  calcul  intégral. 

La  conception  fondamentale  de  Lagrange,  relative- 
ment à  l'analyse  transcendante,  l'ayant  nécessairement 
obligé  à  se  priver  des  facilités  qu'offre  l'emploi  de  la 
méthode  infinitésimale  pour  l'établissement  des  deux 
formules  dynamiques  précédentes,  il  a  été  conduit  à  pré- 
senter cette  théorie  sous  un  nouveau  point  de  vue,  dont 
on  n'a  pas  communément,  ce  me  semble,  assez  appré- 
cié l'importance,  et  qui  me  paraît  singulièrement  propre 
à  éclaircir  la  véritable  nature  de  ces  notions  élémen- 
taires. Lagrange  a  montré  dans  sa  Théorie  des  fonctions 
analytiques  que  cette  considération  dynamique  consis- 
tait réellement  à  concevoir  un  mouvement  varié  quel- 
conque comme  composé  à  chaque  instant  d'un  certain 
mouvement  uniforme  et  d'un  autre  mouvement  unifor- 
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mément  varié,  en  rassimilant  au  mouvement  vertical 
d'un  corps  pesant  lancé  avec  une  impulsion  initiale. 
Mais,  pour  donnera  cette  lumineuse  conception  toute  sa 
valeur  philosophique,  je  crois  devoir  la  présenter  sous 
un  point  de  vue  plus  étendu  que  ne  l'a  fait  Lagrange, 
comme  donnant  lieu  à  une  théorie  complète  de  l'assimi- 
lation des  mouvements,  exactement  semblable  à  la  théo- 
rie générale  des  contacts  des  courbes  et  des  surfaces, 
exposée  dans  les  treizième  et  quatorzième  leçons. 

A  cet  effet,  supposons  deux  mouvements  rectilignes 
quelconques,  définis  par  les  équations  e=f(t),E~F(t) ; 
que  les  deux  mobiles  soient  parvenus  au  bout  du  temps 
t  à  une  même  situation  ;  et  considérons  leur  distance 
mutuelle  après  un  certain  temps  t-{-h.  Cette  distance, 
qui  sera  égale  à  la  différence  des  valeurs  correspon- 
dantes des  deux  fonctions  /  et  jPaura  évidemment  pour 
expression,  d'après  la  formule  de  Taylor,  la  série  : 

(/"  W  -  ^''  ('))  h  +  (r  [t)  -  F"  (0  )  . 

+  (r  (o--^"'('))  f:|^  +  etc. 

A  l'aide  de  cette  série,  on  pourra,  par  des  considéra- 
lions  entièrement  analogues  à  celles  employées  dans  la 
théorie  des  courbes,  se  faire  une  idée  nette  de  l'assimi- 
lation plus  ou  moins  parfaite  des  deux  mouvements, 
suivant  les  relations  analytiques  plus  ou  moins  étendues 
des  deux  fonctions  primitives  /  et  F.  Si  leurs  dérivées 
du  premier  ordre  ont  une  même  valeur,  il  existera  en- 
tre les  deux  mouvements  ce  qu'on  pourrait  appeler  une 
assimilation  du  premier  ordre ^  semblable  au  contact  du 
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proniior  ordre  dans  los  coiirbos,  cl  qu'on  pourra  carac- 
tériser, sous  le  rapport  concret,  en  disant  alors  que  le 
mouvement  des  deux  corps  sera  le  même  pendant  un 
instant  infiniment  petit.  Si,  en  outre,  les  deux  dérivées 
du  second  ordre  prennent  encore  la  môme  valeur,  l'assi- 
milation des  mouvements  deviendra  plus  intime,  et  s'é- 
lèvera au  second  ordre;  elle  consisterapliysiquement  alors 
en  ce  que  les  deux  mobiles  auront  le  môme  mouvement 
pendant  deux  instants  infiniment  petits  consécutifs.  Pa- 
reillement, en  ajoutant  à  ces  deux  premières  relations 
l'égalité  des  troisièmes  dérivées,  on  établira,  entre  les 
mouvements  considérés,  une  assimilation  du  troisième 
ordre  ^  qui  les  fera  coïncider  pendant  trois  instants 
consécutifs,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Le  degré  de 
similitude  des  deux  mouvements,  déterminé  analytique- 
ment  par  le  nombre  de  fonctions  dérivées  successives 
qui  auront  respectivement  la  même  valeur,  aura  tou- 
jours pour  interprétation  concrète  la  coïncidence  des 
deux  mobiles  pendant  un  nombre  égal  d'instants  consé- 
cutifs; comme  nous  avons  vu  l'ordre  du  contact  des 
courbes  mesuré  géométriquement  par  la  communauté 
d'un  nombre  correspondant  d'éléments  successifs.  Si  la 
loi  caractéristique  de  l'un  des  mouvements  proposés 
contient,  dans  son  expression  analytique,  quelques 
constantes  arbitraires,  on  pourra  V assimiler  à  un  autre 
mouvement  quelconque  jusqu'à  un  ordre  marqué  par  le 
nombre  de  ces  constantes,  quiserontalors  déterminées  d'a- 
près les  équations  destinées  à  établir,  suivant  la  théorie 
précédente,  ce  degré  d'intimité  entre  les  deux  mouvements. 
Cette  conception  fondamentale  conduit  à  apercevoir  la 
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possibilité,  du  moins  sous  le  point  de  vue  abstrait,  d'ac- 
quérir une  connaissance  de  plus  en  plus  approfondie 
d'un  mouvement  varié  quelconque,  en  le  comparant 
successivement  à  une  suite  de  mouvements  connus  , 
dont  la  loi  analytique  dépende  d'un  nombre  de  plus  en 
plus  grand  de  constantes  arbitraires,  et  qui  pourront, 
par  conséquent,  avoir  avec  lui  une  coïncidence  de  plus 
en  plus  prolongée.  Mais,  de  même  que  nous  avons  vu  la 
théorie  générale  des  contacts  des  lignes,  appliquée  à  la 
mesure  de  la  courbure  des  unes  par  celle  des  autres  (1), 
devoir  se  réduire  effectivement  à  la  comparaison  d'une 
courbe  quelconque  d'abord  avec  une  ligne  droite  et  en- 
suite avec  un  cercle,  ces  deux  lignes  étant  les  seules  qu'on 
puisse  regarder  comme  assez  connues  pour  servir  utile- 
ment de  type  à  l'égard  des  autres;  pareillement  la  théo- 
rie dynamique  relative  à  la  mesure  des  mouvements  les 
uns  par  les  autres  doit  être  réellement  limitée  à  la  com- 
paraison effective  de  tout  mouvement  varié,  d'abord 
avec  un  mouvement  uniforme  où  l'espace  est  propor- 
tionnel au  temps  ,  et  ensuite  avec  un  mouvement  unifor- 
mément varié  où  l'espace  croît  en  raison  du  carré  du 
temps;  ou  bien,  afin  de  tout  embrasser  en  une  seule  con- 
sidération, avec  un  mouvement  composé  d'un  mouve- 
ment uniforme,  et  d'un  autre  uniformément  varié,  tel 
que  celui  d'un  corps  pesant  animé  d'une  impulsion  ini- 
tiale. Ces  deux  mouvements  élémentaires  sont,  en  effet, 
comme  le  remarque  Lagrange,  les  seuls  dont  nous  ayons 
réellement  une  notion  assez  familière  pour  que  nous 

(1)  Il  y  a  daas  la  l'e  édition  :  ...  courbure  les  unes  par  les  autres.  [Note 
des  éditeurs.) 
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|)iiissi()iis  les  appliquer  avec  succès  à  la  mesure  de  tous 
les  autres.  En  établissant  celle  assimilation,  on  trouve^ 
d'après  la  théorie  précédente,  que  tout  mouvement  va- 
rié peul  être  à  chaque  instant  comparé  à  celui  d'un 
corps  pesant  qui  aurait  reçu  une  vitesse  initiale  égale  à 
la  première  dérivée  de  l'espace  parcouru  envisagé 
comme  une  fonction  du  temps  écoulé,  et  qui  serait 
animé  d'une  gravité  mesurée  par  la  seconde  dérivée  de 
cette  môme  fonction,  ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  les 
deux  formules  fondamentales  obtenues  ci-dessus  par  la 
méthode  infinitésimale.  Le  mouvement  proposé  coïnci- 
dera pendant  un  instant  infiniment  petit  avec  le  mouve- 
ment uniforme  exprimé  dans  la  première  partie  de  cette 
comparaison,  et  pendant  deux  instants  consécutifs  avec 
le  mouvement  uniformément  accéléré  qui  correspond  à 
la  seconde  partie.  On  se  formera  donc  ainsi  une  idée 
nette  du  mouvement  du  mobile  à  chaque  moment,  et  de 
la  manière  dont  il  varie  d'un  moment  à  l'autre,  ce  qui 
est  strictement  suffisant. 

Quoique  la  conception  de  Lagrange,  telle  que  je  l'ai 
généralisée,  conduise  finalement  aux  mêmes  résultats 
que  la  théorie  ordinaire,  il  est  aisé  de  sentir  cependant 
sa  supériorité  rationnelle,  puisque  ces  deux  théorèmes 
fondamentaux,  dans  lesquels  on  avait  vu  jusqu'alors  le 
terme  absolu  des  efforts  de  l'esprit  humain,  relative- 
ment à  l'étude  des  mouvements  variés,  peuvent  être  en- 
visagés maintenant  comme  une  simple  application  par- 
ticulière d'une  méthode  très  générale,  qui  nous  permet 
abstraitement  d'entrevoir  une  mesure  beaucoup  plus 
parfaite  de  tout  mouvement  varié,  quoique  de  puissants 
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motifs  de  convenance  nous  obligent  à  considérer  seule- 
ment la  mesure  primitivement  adoptée.  On  conçoit, 
d'après  ce  qui  précède,  que  si  la  nature  nous  offrait  un 
exemple  simple  et  familier  d'un  mouvement  rectili- 
gne  dans  lequel  l'espace  croîtrait  proportionnellement 
au  cube  du  temps,  en  ajoutant  à  nos  notions  dynami- 
ques ordinaires  la  considération  habituelle  de  ce  mouve- 
ment, nous  obtiendrions  une  connaissance  plus  appro- 
fondie de  la  nature  d'un  mouvement  varié  quelconque, 
qui  pourrait  alors  avoir  avec  le  triple  mouvement  ainsi 
composé  une  assimilation  du  troisième  ordre,  ce  qui 
nous  permettrait  d'envisager  directement,  par  une  seule 
vue  de  l'esprit,  l'état  du  mobile  pendant  trois  instants 
consécutifs,  tandis  que  nous  sommes  maintenant  forcés 
de  nous  arrêter  à  deux  instants.  Sous  le  rapport  analy- 
tique, au  lieu  de  nous  borner  aux  deux  premières  fonc- 
tions dérivées  de  l'espace  relativement  au  temps,  cette 
méthode  reviendrait  à  considérer  simultanément  la  troi- 
sième dérivée,  qui  aurait  dès  lors  aussi  une  signification 
dynamique,  dont  elle  est  actuellement  dépourvue.  Dans 
cette  supposition,  de  même  que  nous  concevons  habi- 
tuellement la  force  accélératrice  pour  nous  représenter 
les  changements  de  la  vitesse,  nous  aurions  pareille- 
ment une  considération  dynamique  propre  à  nous  figu- 
rer les  variations  de  la  force  continue.  Notre  étude  gé- 
nérale des  mouvements  variés  deviendrait  encore  plus 
parfaite  si,  étendant  cette  hypothèse^  il  existait  en  outre 
un  mouvement  connu  dans  lequel  l'espace  fût  propor- 
tionnel à  la  quatrième  puissance  du  temps,  et  ainsi  de 
suite.  Mais,  en  réalité,  parmi  les  mouvements  simples 
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on  rcspacc  parcouru  se  trouve  croître  proportionnelle- 
ineiil  à  une  puissance  entière  et  positive  du  temps 
écoulé,  l'observation  ne  nous  faisant  connaître  que  le 
mouvement  uniforme  produit  par  une  impulsion  unique 
el  l(^  mouvement  uniformément  accéléré  qui  résulte  de 
la  pesanteur  terrestre  suivant  la  découverte  de  Galilée, 
nous  sommes  contraints  de  nous  arrêter  aux  deux  pre- 
miers degrés  de  la  théorie  précédente  pour  la  mesure 
générale  des  mouvements  variés  quelconques.  Telle  est 
la  véritable  explication  philosophique  de  la  méthode 
universellement  adoptée,  estimée  à  sa  valeur  réelle. 

J'ai  cru  devoir  insister  sur  cette  explication,  parce 
que  cette  conception  fondamentale  me  semble  n'être  pas 
encore  appréciée  d'une  manière  convenable,  quoiqu'elle 
soit  la  base  de  la  dynamique  tout  entière. 

Après  l'examen  général  de  cette  importante  théorie 
préliminaire,  je  passe  maintenant  à  considérer  sommai- 
rement le  caractère  philosophique  de  la  véritable  dyna- 
mique rationnelle  directe^  c'est-à-dire  de  l'étude  du 
mouvement  curviligne  produit  par  l'action  simultanée 
de  diverses  forces  continues  quelconques,  en  continuant 
à  supposer  d'abord  que  le  mobile  soit  regardé  comme 
un  point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  toutes  les 
molécules  du  corps  prenant  exactement  le  même  mou- 
vement, chacune  se  meuve  isolément  sans  être  affectée 
par  sa  liaison  avec  les  autres. 

On  doit  distinguer,  en  général,  dans  le  mouvement 
curviligne  d'une  molécule  soumise  à  l'action  de  forces 
quelconques,  deux  cas  très  différents,  suivant  qu'elle  est 
d'ailleurs  entièrement  libre,  de  manière  à  devoir  décrire 
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la  trajectoire  qui  résultera  naturellement  de  la  combi- 
naison des  forces  proposées,  ou  que,  au  contraire,  elle 
est  astreinte  à  se  mouvoir  sur  une  seule  courbe  ou  sur 
une  surface  donnée.  La  théorie  fondamentale  du  mou- 
vement curvilig^ne  peut  être  établie  dans  son  ensemble 
suivant  deux  modes  fort  distincts,  en  prenant  pour  base 
l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas,  car  chacun  d'eux  peut 
être  traité  directement  et  se  trouve  en  même  temps  sus- 
ceptible de  se  rattacher  à  l'autre,  les  deux  considérations 
étant  presque  également  naturelles  selon  le  point  de  vue 
où  l'esprit  se  place.  En  partant  du  premier  cas,  il  suf- 
fira, pour  en  déduire  le  second,  de  reg^arder  la  résis- 
tance, tant  active  que  passive,  de  la  courbe  ou  de  la  sur- 
face sur  laquelle  le  corps  est  assujetti  à  rester,  comme 
une  nouvelle  force  à  joindre  à  celles  du  système  pro- 
posé, ainsi  que  nous  avons  vu  qu'on  a  coutume  de  le 
faire  en  statique.  Si,  au  contraire,  on  préfère  établir 
d'abord  la  théorie  du  second  cas,  on  y  ramènera  ensuite 
le  premier,  en  considérant  le  mobile  comme  forcé  à  dé- 
crire la  courbe  qu'il  doit  effectivement  parcourir,  ce  qui 
suffira  entièrement  pour  former  les  équations  fonda- 
mentales, malgré  que  cette  courbe  soit  alors  primitive- 
ment inconnue.  Quoique  cette  dernière  méthode  ne  soit 
point  ordinairement  employée,  il  convient,  je  crois,  de 
les  caractériser  ici  toutes  deux,  pour  donner  le  plus 
complètement  possible  une  juste  idée  de  la  théorie  gé- 
nérale du  mouvement  curviligne,  car  chacune  d'elles  a, 
ce  me  semble,  des  avantages  importants  qui  lui  sont 
propres.  Considérons  d'abord  la  première. 

Examinant^  en  premier  lieu,  \o.  mouvement  curviligne 
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(111111'  iHoIrciilc  (MilicremeiU  libre  soumise  à  l'acLion  de 
forces  eonliiuies  quelconques,  on  peut  former  de  deux 
iiianiiM'cs  dislincles  les  équations  fondamentales  de  ce 
mouvement,  en  les  déduisant  par  deux  modes  différents 
de  la  théorie  du  mouvement  rectiligne.  Le  premier 
mode,  qui  a  d'abord  été  le  plus  employé  par  les  géo- 
mètres, quoique,  sous  le  rapport  analytique,  il  ne  soit 
pas  le  plus  simple,  consiste  à  décomposer  à  chaque  ins- 
tant la  résultante  totale  des  forces  continues  qui  agissent 
sur  le  mobile  en  deux  forces,  l'une  dirigée  selon  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  qu'il  décrit,  l'autre  suivant  la  nor- 
male. Considérons  alors  pendant  un  instant  infiniment 
petit  le  mouvement  comme  rectiligne  et  ayant  lieu  dans 
la  direction  de  la  tangente,  d'après  la  première  loi  fon- 
damentale du  mouvement.  La  progression  du  corps  en 
ce  sens  ne  sera  évidemment  due  qu'à  la  première  de  ces 
deux  composantes,  à  laquelle,  par  conséquent,  on 
pourra  appliquer  la  formule  élémentaire  rapportée  ci- 
dessus  pour  le  mouvement  rectiligne.  Cette  composante, 
qui  est  d'ailleurs  égale  à  la  force  accélératrice  totale 
multipliée  par  le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  la  tan- 
gente, sera  donc  exprimée  par  la  seconde  fonction  déri- 
vée de  l'arc  de  la  courbe  relativement  au  temps.  En  dé- 
veloppant cette  équation  par  les  formules  géométriques 
connues,  et  introduisant  dans  le  calcul  les  composantes 
de  la  force  accélératrice  totale  parallèlement  aux  trois 
axes  coordonnés  rectangulaires^  on  parvient  finalement 
aux  trois  équations  fondamentales  ordinaires  du  mou- 
vement curviligne.  Le  second  mode,  plus  simple  et  plus 
régulier,  dû  à  Euler,  et  depuis  généralement  adopté, 
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consiste  à  obtenir  immédiatement  ces  équations  en  dé- 
composant directement  le  mouvement  du  corps  à  chaque 
instant,  ainsi  que  la  force  continue  totale  dont  il  est 
animé,  en  trois  autres  dans  le  sens  des  trois  axes  coor- 
donnés. D'après  la  troisième  loi  fondamentale  du  mou- 
vement^ le  mouvement  selon  chaque  axe  étant  indépen- 
dant des  mouvements  suivant  les  deux  autres,  n'est  dû 
qu'à  la  composante  totale  des  forces  accélératrices  pa- 
rallèlement à  cet  axe,  en  sorte  que  le  mouvement  curvi- 
ligne se  trouve  ainsi  continuellement  remplacé  par  le 
système  de  trois  mouvements  rectilignes,  à  chacun  des- 
quels on  peut  aussitôt  appliquer  la  théorie  dynamique 
préliminaire  indiquée  ci-dessus.  En  nommant X,  Y,!,  les 
composantes  totales,  parallèlement  aux  trois  axes  des  x, 
des  y,  et  des  des  forces  continues  qui  agissent  à  chaque 
instant  clt  sur  la  molécule  dont  les  coordonnées  sont 
.r,  y,  z,  on  obtient  ainsi  immédiatement  les  équations  : 
d-x  _  y       d^y  _  y       dH  _  ^ 

auxquelles  on  ne  parvient  que  par  un  assez  long  calcul 
en  suivant  le  premier  mode. 

Telles  sont  les  équations  différentielles  fondamentales 
du  mouvement  curviligne,  d'après  lesquelles  les  ques- 
tions quelconques  de  dynamique  relatives  à  un  corps 
dont  toutes  les  molécules  prennent  exactement  le  même 
mouvement  se  réduisent  immédiatement  à  des  pro- 
blèmes purement  analytiques,  lorsque  les  données  ont 
été  convenablement  exprimées.  En  considérant  d'abord 
la  question  générale  directe,  qui  est  la  plus  importante, 
on  se  propose,  connaissant  la  loi  des  forces  continues 
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(Unit  le  corps  est  animé,  de  délerminer  toutes  les  cir- 
consUinces  de  son  mouvement  effectif.  Pour  cela,  de 
qii('l(|ue  manière  que  cette  loi  soit  donnée,  ou  en  fonction 
du  lemps,  ou  en  fonction  des  coordonnées,  ou  en  fonc- 
tion de  la  vitesse,  il  suffira,  en  général,  d'intégrer  ces 
trois  équations  du  second  ordre,  ce  qui  donnera  lieu  à 
des  difficultés  analytiques  plus  ou  moins  élevées,  que 
l'imperfection  du  calcul  intégral  pourra  rendre  fréquem- 
ment insurmontables.  Les  six  constantes  arbitraires 
successivement  introduites  par  cette  intégration  se  dé- 
termineront, d'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  circons- 
tances de  l'état  initial  du  mobile,  dont  les  équations 
différentielles  n'ont  pu  conserver  aucune  trace.  On  ob- 
tiendra ainsi  les  trois  coordonnées  du  corps  en  fonction 
du  temps,  de  manière  à  pouvoir  assigner  exactement  sa 
position  à  chaque  instant;  et  on  trouvera  ensuite  les 
deux  équations  caractéristiques  de  la  courbe  qu'il  dé- 
crit, en  éliminant  le  temps  entre  ces  trois  expressions. 
Quant  à  la  vitesse  acquise  par  le  mobile  à  une  époque 
quelconque,  on  pourra,  dès  lors,  la  déterminer  aussi 
d'après  les  valeurs  de  ses  trois  composantes,  dans  le 

sens  des  axes,  Il  est.  d'ailleurs,  utile  de  re- 

at    clt  at 

marquer,  à  cet  égard ,  que  cette  vitesse  v  sera  souvent  sus- 
ceptible d'être  immédiatement  calculée  par  une  combi- 
naison fort  simple  des  trois  équations  différentielles  fon- 
damentales, qui  donne  évidemment  la  formule  générale 


à  l'aide  de  laquelle  une  seule  intégration  suffira  pour  la 
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détermination  directe  de  la  vitesse,  lorsque  l'expression 
placée  sous  le  signe f  satisfera  aux  conditions  connues 
d'intég-rabilité  relativemeïit  aux  trois  variables  x,  y,  z, 
envisagées  comme  indépendantes.  Cette  propriété  n'a 
pas  lieu,  sans  doute,  relativement  à  toutes  les  forces 
continues  possibles,  ni  même  par  rapport  à  toutes  celles 
que  nous  présentent,  en  effet,  les  phénomènes  naturels; 
puisque,  par  exemple,  elle  ne  saurait  se  vérifier  pour  les 
forces  qui  représentent  la  résistance  des  milieux,  ou  les 
frottements,  ou,  en  général,  quant  à  toutes  celles  dont 
la  loi  primitive  dépend  du  temps  ou  de  la  vitesse  elle- 
même.  La  remarque  précédente  n'en  est  pas  moins  re- 
gardée avec  raison  par  les  géomètres  comme  ayant  une 
extrême  importance  pour  simplifier  les  recherches  ana- 
Ivtiques  auxquelles  se  réduisent  les  problèmes  de  dyna- 
mique, car  la  condition  énoncée  se  vérifie  constamment, 
ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  prouver,  dans  un  cas  particulier 
fort  étendu,  qui  comprend  toutes  les  grandes  applications 
de  la  dynamique  rationnelle  à  la  mécanique  céleste, 
c'est-à-dire  celui  où  toutes  les  forces  continues  dont  le 
corps  est  animé  sont  des  tendances  vers  des  centres  fixes, 
agissant  suivant  une  fonction  quelconque  de  la  distance 
du  corps  à  chaque  centre,  mais  indépendamment  de  la 
direction. 

Si,  prenant  maintenant  en  sens  inverse  la  théorie  gé- 
nérale du  mouvement  curviligne  d  une  molécule  libre, 
on  se  propose  de  déterminer,  au  contraire,  d'après  les 
circonstances  caractéristiques  du  mouvement  effectif,  la 
loi  des  forces  accélératrices  qui  ont  pu  le  produire,  la 
question  sera  nécessairement  b»'aucuup  plussimj)le  sous 
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le  ra|»|)()i  l  aiialyliijuo,  puisqu'elle  ne  consistera  essen- 
liellenienl  qu'en  des  différenlialions.  Car  il  sera  toujours 
|)ossil)le  alors,  par  des  recherches  préliminaires  plus  ou 
moins  compliquées,  qui  ne  pourront  porter  que  sur  des 
considéialions  purement  géométriques,  de  déduire,  de 
la  définition  primitive  du  mouvement  proposé,  les  va- 
leurs des  trois  coordonnées  du  mobile  à  chaque  instant 
en  fonction  du  temps  écoulé  ;  et,  dès  lors,  en  différen- 
tiant  deux  fois  ces  trois  expressions,  on  obtiendra  les 
composantes  des  forces  continues  suivant  les  trois  axes, 
(l'on  l'on  pourra  conclure  immédiatement  la  loi  de  la 
force  accélératrice  totale,  de  quelque  nature  qu'elle  soit. 
C'est  ainsi  que  nous  verrons,  dans  la  seconde  section  de 
ce  cours,  les  trois  lois  géométriques  fondamentales 
trouvées  par  Képler  pour  les  mouvements  des  corps 
célestes  qui  composent  notre  système  solaire,  nous  con- 
duire nécessairement  à  la  loi  de  gravitation  universelle, 
qui  devient  ensuite  la  base  de  toute  la  mécanique  g"éné- 
rale  de  l'univers. 

Après  avoir  établi  la  théorie  du  mouvement  curviligne 
d'une  molécule  libre,  il  est  aisé  d'y  faire  rentrer  le  cas 
où  cette  molécule  est  assujettie,  au  contraire,  à  rester 
sur  une  courbe  donnée.  11  suffit,  comme  je  l'ai  indiqué, 
de  comprendre  alors,  parmi  les  forces  continues  aux- 
quelles la  molécule  est  primitivement  soumise,  la  résis- 
tance totale  exercée  par  la  courbe  proposée,  ce  qui  per- 
mettra évidemment  de  considérer  le  mobile  comme 
entièrement  libre.  Toute  la  difficulté  propre  à  ce  second 
cas  se  réduit  donc  essentiellement  à  analyser  avec 
exactitude  cette  résistance.  Or,  il  faut,  à  cet  effet,  dis- 
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tinguer  d'abord,  dans  la  résistance  de  la  courbe^,  deux 
parties  très  différentes  qu'on  pourrait  appeler,  pour  les 
caractériser  nettement,  l'une  statique^  l'autre  dynamique. 
La  résistance  statique  est  celle  qui  aurait  lieu  lors  même 
que  le  corps  serait  immobile  ;  elle  provient  de  la  pression 
exercée  sur  la  courbe  proposée  par  les  forces  accéléra- 
trices dont  il  est  animé  ;  ainsi  on  l'obtiendra  en  déter- 
minant la  composante  de  la  force  continue  totale  sui- 
vant la  normale  à  la  courbe  donnée  au  point  que  l'on 
considère.  La  résistance  dynamique  a  une  origine  toute 
différente;  elle  n'est  engendrée  que  par  le  mouvement, 
et  résulte  de  la  tendance  perpétuelle  du  corps  à  aban- 
donner la  courbe  qu'il  est  forcé  de  décrire,  pour  con- 
tinuer à  suivre,  en  vertu  de  la  première  loi  fondamen- 
tale du  mouvement,  la  direction  de  la  tangente.  Cette 
seconde  résistance,  qui  se  manifeste  dans  le  passage  du 
corps  d'un  élément  de  la  courbe  à  l'élément  suivant,  est 
évidemment  dirigée  à  chaque  instant  selon  la  normale  à 
la  courbe  située  dans  le  plan  osculateur,  et  pourra,  par 
conséquent,  n'avoir  pas  la  même  direction  que  la  résis- 
tance statique,  si  le  plan  osculateur  ne  contient  pas  la 
droite  suivant  laquelle  agit  la  force  accélératrice  totale. 
C'est  à  cette  résistance  dynamique  qu'on  donne,  en  gé- 
néral, le  nom  de  force  centrifuge^  tenant  à  ce  que  les 
seules  forces  accélératrices  considérées  d'abord  par  les 
géomètres  étaient  des  forces  centripètes^  ou  des  ten- 
dances vers  des  centres  fixes.  Quant  à  son  intensité,  en 
concevant  cette  force  centrifuge  comme  une  nouvelle 
force  accélératrice,  elle  sera  mesurée  par  la  composante 
normale  que  produit,  dans  chaque  instant  infiniment 
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[tel il,  la  vilosso  du  mobile,  lorsqu'il  passe  d'un  élément 
(le  la  courbe  à  un  autre.  On  trouve  aisément  ainsi,  après 
av(Hi'  rlimlné  l(»s  infinitésimales  auxiliaires  introduites 
(l'aboi'd  nalurellement  par  celte  considération,  que  la 
force  centrifuge  est  continuellement  égale  au  carré  de  la 
vitesse  effective  du  mobile  divisé  par  le  rayon  de  cour- 
bure correspondant  de  la  courbe  proposée.  Du  reste, 
cette  expression  fondamentale,  aussi  bien  que  la  direction 
môme  de  la  force  centrifuge,  pourraient  être  entièrement 
obtenues  par  le  calcul,  en  introduisant  préalablement 
cette  force,  d'une  manière  complètement  indéterminée, 
dans  les  trois  équations  différentielles  générales  du  mou- 
vement curviligne  rapportées  ci-dessus.  Quoi  qu'il  en 
soit,  après  avoir  déterminé  la  résistance  dynamique,  on 
la  composera  convenablement  avec  la  résistance  statique, 
et,  en  faisant  entrer  la  résistance  totale  parmi  les  forces 
proposées,  le  problème  sera  immédiatement  ramené  au 
cas  précédent.  La  question  la  plus  remarquable  de  ce 
genre  consiste  dans  l'étude  du  mouvement  oscillatoire 
d'un  corps  pesant  sur  une  courbe  quelconque  (et  parti- 
culièrement sur  un  cercle  ou  sur  une  cycloïde)^  dont 
l'examen  philosophique  doit  naturellement  être  renvoyé 
à  la  partie  de  ce  cours  qui  concerne. la  physique  propre- 
ment dite. 

Il  serait  superflu  de  considérer  distinctement  ici  le 
cas  oii  le  mobile,  au  lieu  de  devoir  décrire  une  courbe 
donnée,  serait  seulement  assujetti  à  rester  sur  une  cer- 
taine surface.  C/est  essentiellement  par  les  mêmes  con- 
sidérations qu'on  ramène  ce  nouveau  cas,  d'ailleurs  peu 
important  dans  les  applications,  à  celui  d'un  corps  libre. 
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Il  n'y  a  d'autre  différence  réelle  qu'en  ce  qu'alors  la  tra- 
jectoire du  mobile  n'est  pas  d'abord  entièrement  déter- 
minée, et  qu'on  est  obligé,  pour  la  connaître,  de  joindre 
à  l'équation  de  la  surface  proposée  une  autre  équation 
fournie  par  l'étude  dynamique  du  problème. 

Considérons  maintenant,  par  aperçu,  le  second  mode 
général  distingué  précédemment  pour  construire  la 
théorie  fondamentale  du  mouvement  curviligne  d'une 
molécule  isolée,  en  partant,  au  contraire,  du  cas  où  la 
molécule  est  préalablement  assujettie  à  décrire  une 
courbe  donnée. 

Toute  la  difficulté  réelle  consiste  alors  à  établir  direc- 
tement le  théorème  fondamental  relatif  à  la  mesure  de 
la  force  centrifuge.  Or,  c'est  ce  qu'onpeut  faire  aisément, 
en  considérant  d'abord  le  mouvement  uniforme  du  corps 
dans  un  cercle,  en  vertu  d'une  impulsion  initiale,  et 
sans  aucune  force  accélératrice,  ainsi  que  l'a  supposé 
Huyghens,  auquel  est  duo  la  base  de  cette  théorie.  La 
force  centrifuge  est  dès  lors  évidemmentproportionnelle 
au  sinus-verse  de  l'arc  de  cercle  décrit  dans  un  instant 
infiniment  petit,  convenablement  comparé  au  temps 
correspondant,  d'où  il  est  facile  de  conclure,  comme  l'a 
fait  Huyghens,  qu'elle  a  pour  expression  le  carré  de  la 
vitesse  constante  avec  laquelle  le  mobile  décrit  le  cercle 
divisé  par  le  rayon  de  ce  cercle.  Ce  résultat  une  fois 
obtenu,  en  le  combinant  avec  une  autre  notion  fonda- 
mentale due  à  Huyghens,  on  en  déduit  immédiatement 
la  valeur  de  la  force  centrifuge  dans  une  courbe  quel- 
conque. Il  suffit,  pour  cela,  de  concevoir  que  la  déter- 
mination de  cette  force  exigeant  seulement  la  considé- 
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ration  siniullanéc  do  doux  olomonts  consécutifs  do  la 
('ourl)o  proposoo,  lo  mouvomcnt  peut  être  continuelle- 
nionl  envisagé  comme  ayant  lieu  dans  le  cercle  oscula- 
huu'  correspondant,  puisque  ce  cercle  présente  relative- 
nionl  à  la  courbe  deux  éléments  successifs  communs.  On 
peut  donc  directement  transporter  à  une  courbe  quel- 
conque l'expression  de  la  force  centrifuge  trouvée  pri- 
mitivement pour  le  cas  du  cercle,  et  établir,  comme 
dans  la  première  méthode,  mais  bien  plus  simplement, 
qu'elle  est  généralement  égale  au  carré  de  la  vitesse  di- 
visé par  le  rayon  du  cercle  osculateur.  Cette  manière  de 
procéder  présente  l'avantage  de  donner  une  idée  plus 
nette  de  la  force  centrifuge. 

Le  cas  du  mouvement  dans  une  courbe  déterminée 
étant  ainsi  traité  préalablement  avec  toute  la  généralité 
convenable,  il  est  aise  d'y  ramener  celui  d'un  corps  en- 
tièrement libre,  décrivant  la  trajectoire  qui  doit  naturel- 
lement résulter  de  l'action  simultanée  de  certaines  forces 
accélératrices  quelconques.  11  suffit,  en  effet,  suivant 
l'indication  précédemment  exprimée,  de  concevoir  le 
corps  comme  assujetti  à  rester  sur  la  courbe  qu'il  dé- 
crira réellement,  ce  qui  revient  évidemment  au  même, 
puisqu'il  importe  peu,  en  dynamique^  le  corps  ne  pou- 
vant point  véritablement  parcourir  toute  autre  courbe, 
qu'il  y  soit  contraint  par  la  nature  des  forces  dont  il  est 
animé,  ou  par  des  conditions  de  liaison  spéciales.  Dès 
lors  ce  mouvement  donnera  naissance  à  une  véritable 
force  centrifuge^  exprimée  par  la  formule  générale 
trouvée  ci-dessus.  Maintenant  il  est  clair  que,  sila  force 
continue  totale  dont  le  mobile  est  animé  a  été  d'abord 
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conçue  comme  décomposée  à  chaque  instant  en  deux 
autres,  l'une  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire, 
et  l'autre  selon  la  normale  située  dans  le  plan  oscula- 
teur,  cette  dernière  doit  nécessairement  être  égale  et  di- 
rectement opposée  à  la  force  centrifuge.  Or,  cette  com- 
posante normale  ayant  pour  expression  la  force  continue 
totale  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  que  sa  direc- 
tion forme  avec  la  normale,  en  égalant  cette  valeur  à 
celle  de  la  force  centrifuge,  on  formera  une  équation 
fondamentale  d'où  l'on  pourra  déduire  les  équations  gé- 
nérales du  mouvement  curviligne  précédemment  obte- 
nues par  une  autre  méthode.  On  n'aura,  pour  cela, 
d'autre  transformation  à  faire  que  d'introduire  dans 
cette  équation,  au  lieu  de  la  force  continue  totale  et  de 
sa  direction,  ses  composantes  selon  les  trois  axes  coor- 
donnés, et  de  remplacer,  dans  la  formule  qui  exprime 
la  force  centrifuge,  la  vitesse  et  le  rayon  de  courbure 
par  leurs  valeurs  générales  en  fonction  des  coordonnées. 
L'équation  ainsi  obtenue  se  décomposera  naturellement 
en  trois,  si  l'on  considère  que,  devant  avoir  lieu  pour 
quelque  système  que  ce  soit  de  forces  accélératrices  et 
pour  une  trajectoire  quelconque,  elle  doit  se  vérifier  sé- 
parément  par  rapport  à  chacune  des  trois  coordonnées, 
envisagées  momentanément  comme  trois  variables  en- 
tièrement indépendantes.  Ces. trois  équations  se  trouve- 
ront être  exactement  identiques  à  celles  rapportées  ci- 
dessus.  Quoique  cette  manière  de  les  obtenir  soit  bien 
moins  directe,  et  qu'elle  exige  un  plus  grand  appareil 
analytique,  j'ai  cependant  cru  nécessaire  de  rin(li(pier 
distinctement,  parce  (|u'elle  me  semble  propn;  à  éclairer. 


riiiî  PIIILOSOPHIK  P0S1TI\E 

SOUS  iiii  lapporl  fort  imporlant,  la  théorie  ordinaire  du 
iiioiix cinenl  curviligne,  en  rendant  sensible  l'existence 
(le  l;i  force  ceiilrifuge,  même  dans  le  cas  d'un  corps 
libre,  notion  snr  kujuelle  la  métbode  habituellement 
adi^pléc  aujourd'hui  laisse  communément  beaucoup 
d'incei'litude  et  d'obscurité. 

Ayant  suffisamment  étudie,  dans  ce  qui  précède,  le 
caractère  général  de  la  partie  de  la  dynamique  relative 
au  mouvement  d'un  point,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'un  corps  dont  toutes  les  molécules  se  meuvent  identi- 
quement, nous  devons  maintenant  examiner,  sous  un 
semblable  point  de  vue,  la  partie  de  la  dynamique  la 
plus  difficile  et  la  plus  étendue,  celle  qui  se  rapporte  au 
cas  plus  réel  du  mouvement  d'un  système  de  corps  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  et  dont  les  mouve- 
ments propres  sont  altérés  par  les  conditions  dépen- 
dantes de  leur  liaison.  Je  considérerai  soigneusement, 
dans  la  leçon  suivante,  les  résultats  généraux  obtenus 
jusqu'ici  par  les  géomètres,  relativement  à  cet  ordre  de 
recherches.  Je  dois  donc  me  borner  strictement  ici  à  ca- 
ractériser la  méthode  générale  d'après  laquelle  on  est 
parvenu  à  convertir  tous  les  problèmes  de  cette  nature 
en  de  pures  questions  d'analyse. 

Dans  cette  dernière  partie  de  la  dynamique,  il  faut 
préalablement  établir  une  nouvelle  notion  élémentaire, 
relativement  à  la  mesure  des  forces.  En  effet,  les  forces 
considérées  jusqu'ici  étant  toujours  appliquées  à  une 
molécule  unique,  ou  du  moins  agissant  toutes  sur  un 
même  corps,  leur  intensité  se  trouvait  être  suffisam- 
ment mesurée,  en  ayant  seulement  égard  à  la  vitesse 
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plus  OU  moins  grande  qu'elles  pouvaient  imprimer  au 
mobile  à  chaque  instant.  Mais,  quand  on  vient  à  envi- 
sager simultanément  les  mouvements  de  plusieurs  corps 
différents,  cette  manière  de  mesurer  les  forces  devient 
évidemment  insuffisante,  puisqu'on  ne  saurait  se  dis- 
penser de  tenir  compte  de  la  masse  de  chaque  mobile, 
aussi  bien  que  de  sa  vitesse.  Pour  la  prendre  convena- 
blement en  considération,  les  géomètres  ont  établi  cette 
notion  fondamentale,  que  les  forces  susceptibles  d'im- 
primer à  diverses  masses  une  môme  vitesse  sont  exacte- 
ment entre  elles  comme  ces  masses;  ou,  en  d'autres 
termes,  que  les  forces  sont  proportionnelles  aux  masses, 
aussi  bien  que  nous  les  avons  reconnues,  dans  la  quin- 
zième leçon,  d'après  la  troisième  loi  physique  du  mou- 
vement, être  proportionnelles  aux  vitesses.  Tous  les 
phénomènes  relatifs  à  la  communication  du  mouvement 
par  le  choc,  ou  de  toute  autre  manière,  ont  constam- 
ment confirmé  la  supposition  de  cette  nouvelle  propor- 
tionnalité. Il  en  résulte  évidemment  que,  lorsqu'il  faut 
comparer,  dans  le  cas  le  plus  général,  des  forces  qui  im- 
priment à  des  masses  inégales  des  vitesses  différentes, 
chacune  d'elles  doit  être  mesurée  d'après  le  produit  de  la 
masse  sur  laquelle  elle  agit  par  la  vitesse  correspon- 
dante. Ce  produit,  auquel  les  géomètres  ont  donné  com- 
munément le  nom  de  quantité  de  mouvement,  détermine 
exactement,  en  effet,  la  force  d'impulsion  d'un  corps 
dans  le  choc,  la  percusdon  proprement  dite,  ainsi  que  la 
pression  qu'un  corps  peut  exercer  contre  tout  obstacle 
fixe  à  son  mouvement.  Telle  est  la  nouvelle  notion  élé- 
mentaire relative  à  la  mesure  générale  des  forces,  dont 
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il  sciail  |>('ul-(Mro  coiiveiiablcMle  faire  une  quatrième  et 
(l('iiii«'re  loi  fondamentale  du  mouvement,  en  tant  du 
moins  (jue  celle  noiion  n'est  point  réellement  suscep- 
lil)le,  comme  (juelques  géomètres  l'ont  pensé,  d'être 
loiiiijucmenl  déduite  des  notions  précédentes,  et  ne 
saurait  être  solidement  établie  que  sur  des  considéra- 
tions physiques  qui  lui  soient  propres. 

Cette  notion  préliminaire  étant  établie ,  examinons 
maintenant  la  conception  générale  d'après  laquelle  peut 
être  traitée  la  dynamique  d'un  système  quelconque  de 
corps  soumis  à  l'action  de  forces  quelconques.  La  diffi- 
culté caractéristique  de  cet  ordre  de  questions  consiste 
essentiellement  dans  la  manière  de  tenir  compte  de  la 
liaison  des  différents  corps  du  système,  en  vertu  de  la- 
quelle leurs  réactions  mutuelles  altéreront  nécessaire- 
ment les  mouvements  propres  que  chaque  corps  pren- 
drait, s'il  était  seul,  par  l'inQuence  des  forces  qui  le 
sollicitent,  sans  qu'on  sache  nullement  à  priori  en  quoi 
peut  consister  cette  altération.  Ainsi,  pour  choisir  un 
exemple  très  simple,  et  néanmoins  important,  dans  le 
célèbre  problème  du  mouvement  d'un  pendule  composé, 
qui  a  été  primitivement  le  principal  sujet  des  recherches 
des  géomètres  sur  cette  partie  supérieure  de  la  dyna- 
mique, il  est  évident  que,  par  suite  de  la  liaison  établie 
entre  les  corps  ou  les  molécules  les  plus  rapprochés  du 
point  de  suspension,  et  les  corps  ou  les  molécules  qui 
en  sont  les  plus  éloignés,  il  s'exercera  une  réaction  telle 
que  ni  les  uns  ni  les  autres  n'oscilleront  comme  s'ils 
étaient  libres,  le  mouvement  des  premiers  étant  retardé, 
et  celui  des  derniers  étant  accéléré  en  vertu  de  la  néces- 
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sité  OÙ  ils  se  trouvent  d'osciller  simultanément,  sans 
qu'aucun  principe  dynamique  déjà  établi  puisse  faire 
connaître  la  loi  qui  détermine  ces  réactions.  Il  en  est  de 
même  dans  tous  les  autres  cas  relatifs  au  mouvement 
d'un  système  de  corps.  On  éprouve  donc  évidemment  ici 
le  besoin  de  nouvelles  conceptions  dynamiques.  Les 
géomètres,  obéissant,  à  ce  sujet,  à  l'habitude  imposée 
presque  constamment  par  la  faiblesse  de  l'esprit  hu- 
main, ont  d'abord  traité  cette  nouvelle  série  de  recher- 
ches, en  créant  pour  ainsi  dire  un  nouveau  principe  par- 
ticulier relativement  à  chaque  question  essentielle. 
Telles  ont  été  l'origine  et  la  destination  des  diverses 
propriétés  générales  du  mouvement  que  nous  examine- 
rons dans  la  leçon  suivante,  et  qui,  primitivement  envi- 
sagées comme  autant  de  principes  indépendants  les  uns 
des  autres,  ne  sont  plus  aujourd'hui,  aux  yeux  des  géo- 
mètres, que  des  théorèmes  remarquables  fournis  simul- 
tanément par  les  équations  dynamiques  fondamentales. 
On  peut  suivre,  dans  la  Mécanique  analytique^  Thistoire 
générale  de  cette  série  de  travaux,  que  Lagrange  a  pré- 
sentée d'une  manière  si  profondément  intéressante  pour 
l'étude  de  la  marche  progressive  de  l'esprit  humain. 
Cette  manière  de  procéder  a  été  continuellement  adop- 
tée jusqu'à  d'Alembert,  qui  a  mis  fin  à  toutes  ces  re- 
cherches isolées,  en  s'élevant  à  une  conception  générale 
sur  la  manière  de  tenir  compte  de  la  réaction  dyna- 
mique des  corps  d'un  système  en  vertu  de  leurs  liaisons, 
et  en  établissant  par  suite  les  équations  fondanientah^s 
du  mouvement  d'un  système  quelconque.  Cette  concep- 
tion, qui  a  toujours  servi  depuis,  et  qui  servira  indéfini- 
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inciil  (le  l)as('  à  loiilos  los  rochorchos  relatives  à  la  dyna- 
mi(|iie  (les  corps,  consiste  essentiellement  à  faire  rentrer 
les  (jneslions  de  mouvement  dans  de  simples  questions 
d'équilibre,  à  l'aide  de  co  célèbre  principe  général  au- 
(\uv\  l'acroi'd  unanime  des  géomètres  a  donné,  avec  tant 
de  raison,  le  nom  de  principe  de  d'Alembert.  Considé- 
rons donc  maintenant  ce  piincipe  d'une  manière  di- 
recte. 

Lorsque,  par  les  réactions  que  divers  corps  exercent 
les  uns  sur  les  autres  en  vertu  de  leur  liaison,  chacun 
d'eux  prend  un  mouvement  différent  de  celui  que  les 
forces  dont  il  est  animé  lui  eussent  imprimé  s'il  eût  été 
libre,  on  peut  évidemment  regarder  le  mouvement  natu- 
rel comme  décomposé  en  deux,  dont  l'un  est  celui  qui 
aura  effectivement  lieu,  et  dont  l'autre,  par  conséquent, 
a  été  détruit.  Le  principe  de  d'Alembert  consiste  propre- 
ment en  ce  que  tous  les  mouvements  de  ce  dernier 
genre,  ou,  en  d'autres  termes,  les  quantités  de  mouve- 
ments perdues  ou  gagnées  par  les  différents  corps  du 
système  dans  leur  réaction,  se  font  nécessairement  équi- 
libre, en  ayant  égard  aux  conditions  de  liaison  qui  ca- 
ractérisent le  système  proposé.  Cette  lumineuse  concep- 
tion générale  a  été  d'abord  entrevue  par  Jacques 
Bernouilli  dans  un  cas  particulier;  car  telle  est  évidem- 
ment la  considération  qu'il  emploie  pour  résoudre  le 
problème  du  pendule  composé,  lorsqu'il  regarde  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  le  corps  le  plus  rap- 
proché du  point  de  suspension  et  la  quantité  de  mou- 
vement gagnée  par  celui  qui  en  est  le  plus  éloigné, 
comme  devant  nécessairement  satisfaire  à  la  loi  d'équi- 
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libre  du  levier,  relativement  au  point  de  suspension, 
ce  qui  le  conduit  à  former  immédiatement  une  équa- 
tion susceptible  de  déterminer  le  centre  d'oscillation  du 
système  de  poids  le  plus  simple.  Mais  cette  idée  n'était, 
pour  Jacques  Bernouilli,  qu'un  artifice  isolé  qui  n'ôte 
rien  au  mérite  de  la  grande  conception  de  d'Alembert, 
dont  la  propriété  essentielle  consiste  dans  son  entière 
généralité  nécessaire. 

En  considérant  le  principe  de  d'iVlembert  sous  le 
point  de  vue  leplusphilosophique,onpeut,ce  me  semble, 
en  reconaaître  le  véritable  germe  primitif  dans  la  se- 
conde loi  fondamentale  du  mouvement  (voyez  la  quin- 
zième leçon),  établie  par  Newton  sous  le  nom  d'égalité 
de  la  réaction  à  l'action.  Le  principe  de  d'Alembert 
coïncide  exactement,  en  effet,  avec  cette  loi  de  Newton, 
quand  on  envisage  seulement  un  système  de  deux  corps, 
agissant  l'un  sur  l'autre  suivant  la  ligne  qui  les  joint. 
Ce  principe  peut  donc  être  envisagé  comme  la  plus 
grande  généralisation  possible  de  la  loi  de  la  réaction 
égale  et  contraire  à  l'action;  et  cette  manière  nouvelle 
de  le  concevoir  me  parait  propre  à  faire  ressortir  sa  vé- 
ritable nature,  en  lui  donnant  ainsi  un  caractère  phy- 
sique, au  lieu  du  caractère  purement  logique  qui  lui 
avait  été  imprimé  par  d'Alembert.  En  conséquence, 
nous  ne  verrons  désormais  dans  ce  grand  principe  que 
notre  seconde  loi  du  mouvement  étendue  à  un  nombre 
quelconque  de  corps,  disposés  entre  eux  d'une  manière 
quelconque. 

D'après  ce  principe  général,  on  conçoit  que  toute 
question  de  dynamique   pourra  être  immédiatement 
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('«mvci'lic  (Ml  iiiH'  siiiij)l('  quoslioii  i\v  sialique,  puisqu'il 
sulïii'a  loriiKM-,  dans  clia([uo  cas,  les  équations 
(r('Mniilil)i(MMilio  les  inouvenionLs  détruits;  ce  qui  donne 
la  ('('i  lilude  nécessaire  do  pouvoir  mettre  en  équation 
un  piohii'nie  (juelconque  de  dynamique,  et  de  le  faire 
ainsi  dépendre  uniquement  de  reclierclies  analytiques. 
Mais  la  forme  sous  laquellq  le  principe  de  d'Alembert  a 
été  primitivement  conçu  n'est  point  la  plus  convenable 
pour  effectuer  avec  facilité  cette  transformation  fonda- 
mentale, vu  la  g-rande  difficulté  qu'on  éprouve  souvent 
à  discerner  quels  doivent  être  les  mouvements  détruits, 
comme  on  peut  pleinement  s'en  convaincre  par  l'examen 
attentif  du  Traite  de  dynamique  de  d'Alembert,  dont  les 
solutions  sont  ordinairement  si  compliquées.  Hermann, 
et  surtout  Euler  ont  cherché  à  faire  disparaître  la  consi- 
dération embarrassante  des  quantités  de  mouvement 
perdues  ou  gagnées,  en  remplaçant  les  mouvements  dé- 
truits par  les  mouvements  primitifs  composés  avec  les 
mouvements  effectifs  pris  en  sens  contraire,  ce  qui  re- 
vient évidemment  au  même,  puisque,  quand  une  force 
a  été  décomposée  en  deux,  on  peu!  réciproquement  subs- 
tituer à  l'une  des  composantes  la  combinaison  de  la  ré- 
sultante avec  l'autre  composante  prise  en  sens  contraire. 
Dès  lors  le  principe  de  d'Alembert,  envisagé  sous  ce 
nouveau  point  de  vue,  consiste  simplement  en  ce  que 
les  mouvements  effectifs  conformes  à  la  liaison  des  corps 
du  système  devront  nécessairement,  étant  pris  en  sens 
inverse,  faire  toujours  équilibre  aux  mouvements  primi- 
tifs qui  résulteraient  de  la  seule  action  des  forces  propo- 
sées sur  chaque  corps  supposé  libre  ;  ce  qui  peut  d'ail- 
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leurs  être  établi  directement,  car  il  est  évident  que  le 
système  serait  en  équilibre  si  on  imprimait  à  cbaque 
corps  une  quantité  de  mouvement  égale  et  contraire  à 
celle  qu'il  prendra  effectivement.  Cette  nouvelle  forme 
donnée  par  Euler  au  principe  de  d'Alembert  est  la  plus 
convenable  pour  en  faire  usage,  comme  ne  prenant  en 
considération  que  les  mouvements  primitifs  et  les  mou- 
vements effectifs,  qui  sont  les  véritables  éléments  du 
problème  dynamique,  dont  les  uns  constituent  les  don- 
nées et  les  autres  les  inconnues.  Tel  est,  en  effet,  le 
point  de  vue  définitif  sous  lequel  le  principe  de  d'Alem- 
bert a  été  habituellement  conçu  depuis. 

Les  questions  relatives  au  mouvement  étant  ainsi  gé- 
néralement réduites,  de  la  manière  la  plus  simple  pos- 
sible, à  de  pures  questions  d'équilibre,  la  méthode  la 
plus  philosophique  pour  traiter  la  dynamique  ration- 
nelle consiste  à  combiner  le  principe  de  d'Alembert  avec 
le  principe  des  vitesses  virtuelles,  qui  fournit  directe- 
ment, comme  nous  l'avons  vu  dans  la  leçon  précédente, 
toutes  les  équations  nécessaires  à  l'équilibre  d'un  sys- 
tème quelconque.  Telle  est  la  combinaison  conçue  par 
Lagrange,  et  si  admirablement  développée  dans  sa  Mé- 
canique analytique,  qui  a  élevé  la  science  générale  de 
la  mécanique  abstraite  au  plus  haut  degré  de  perfection 
que  l'esprit  humain  puisse  ambitionner  sous  le  rapport 
logique,  c'est-à-dire  à  une  rigoureuse  unité,  toutes  les 
questions  qui  peuvent  s'y  rapporter  étant  désormais  uni- 
formément rattachées  à  un  principe  unique,  d'après  le- 
quel la  solution  définitive  d'un  problème  quelconque  ne 
présente  plus  nécessairement  que  des  difficultés  analy- 


hi]{)  PHIlOïOPHIK  POSITIVK 

li(lii('s.  IN»iir  rlahlir  le  plus  siinpleiiiciil  possible  la  for- 
iniilc  générale  de  la  dyiiamiquo,  concevons  que  toutes 
les  foi'ces  accélérai riccs  (kl  système  quelconque  proposé 
aient  été  décomposées  parallèlement  aux  trois  axes  des 
coordonnées,  et  soient  X,  F,  Z,  les  groupes  de  forces 
correspondant  aux  axes  des  j',  v/,  z;  en  désignant  par 
?n  la  masse  du  système,  il  devra  y  avoir  équilibre,  d'a- 
près le  principe  de  d'Alembert,  entre  les  quantités  pri- 
mitives de  mouvement  m  X,  m  F,  m  Z,  et  les  quantités 
de  mouvement  effectives,  prises  en  sens  contraire,  qui 

,   ,  .  1  ,         .    ,  d'-x  d'y 

seront  évidemment  exprimées  par  — ^^^~Jf'' — 

d'z  . 

—  m  -jj^,  suivant  les  trois  axes.  Ainsi,  appliquant  à  cet 

ensemble  de  forces  le  principe  général  des  vitesses  vir- 
tuelles, en  ayant  soin  de  distinguer  les  variations  rela- 
tives aux  différents  axes,  on  obtiendra  l'équation  : 

/,„(._g)a.  +  /,„(._g)a, 

qui  peut  être  regardée  comme  comprenant  implicite- 
ment toutes  les  équations  nécessaires  pour  l'entière 
détermination  des  diverses  circonstances  relatives  au 
mouvement  d'un  système  quelconque  de  corps  sollicités 
par  des  forces  quelconques.  Les  équations  explicites  se 
déduTont  convenablement,  dans  chaque  cas,  de  cette 
formule  générale,  en  réduisant  toutes  les  variations  au 
plus  petit  nombre  possible,  d'après  les  conditions  de 
liaison  qui  caractériseront  le  système  proposé,  ce  qui 
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fournira  autant  d'équations  distinctes  qu'il  restera  de 
variations  réellement  indépendantes. 

Afin  de  faire  ressortir,  sous  le  point  de  vue  philoso- 
phique, toute  la  fécondité  de  cette  formule,  et  de  mon- 
trer qu'elle  comprend  rigoureusement  l'ensemble  total 
de  la  dynamique,  il  convient  de  remarquer  qu'on  en 
pourrait  même  tirer,  comme  un  simple  cas  particulier, 
la  théorie  du  mouvement  curviligne  d'une  molécule 
unique,  que  nous  avons  spécialement  considérée  dans 
la  première  partie  de  cette  leçon.  En  effet,  il  est  évident 
que,  si  toutes  les  forces  continues  proposées  agissent 
sur  une  seule  molécule,  la  masse  m  disparait  de  l'équa- 
tion générale  précédente,  qui,  en  distinguant  séparé- 
ment le  mouvement  virtuel  relatif  à  chaque  axe,  fournit 
immédiatement  les  trois  équations  fondamentales  éta- 
blies ci-dessus  pour  le  mouvement  d'un  point.  Mais, 
bien  qu'on  doive  considérer  cette  filiation,  sans  laquelle 
on  ne  concevrait  pas  toute  l'étendue  réelle  de  la  formule 
générale  de  la  dynamique,  la  théorie  du  mouvement 
d'une  seule  molécule  n'exige  point  véritablement  l'em- 
ploi du  principe  de  d'Alembert,  qui  est  essentiellement 
destiné  à  l'étude  dynamique  des  systèmes  de  corps. 
Cette  première  théorie  est  trop  simple  par  elle-même,  et 
résulte  trop  immédiatement  des  lois  fondamentales  du 
mouvement,  pour  que  je  n'aie  pas  cru  devoir,  confor- 
mément à  l'usage  ordinaire,  la  présenter  d'abord  isolé- 
ment, afin  de  rendre  plus  nettes  les  importantes  notions 
générales  auxquelles  elle  donne  naissance,  quoique  nous 
devions  finir  par  la  faire  rentrer,  en  vue  d'une  coordina- 
tion plus  parfaite,  dans  la  formule  invariable  ([ui  ren- 
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r»'inu'  iirccssuircnienl  toutes  les  théories  dynamiques 
possibles. 

Ce  serait  sortir  des  limites  naturelles  de  ce  cours  que 
d'indiquer  ici  aucune  application  spéciale  de  cette  for- 
mule générale  à  la  solution  effective  d'un  problème  dy- 
namique quelconque,  la  méthode  devant  être  le  seul 
objet  essentiel  de  nos  considérations  philosophiques, 
sauf  l'indication  des  résultats  principaux  qu'elle  a  pro- 
duits, et  dont  nous  nous  occuperons  dans  la  leçon  sui- 
vante. Je  crois  cependant  devoir  rappeler  à  ce  sujet, 
comme  une  conception  vraiment  relative  à  la  méthode 
bien  plus  qu'à  la  science^  la  distinction  nécessaire,  si- 
gnalée dans  la  leçon  précédente,  entre  les  mouvements 
de  translation  et  les  mouvements  de  rotation.  Pour  étu- 
dier convenablement  le  mouvement  d'un  système  quel- 
conque, il  faut,  en  effet,  l'envisager  comme  composé 
d'une  translation  commune  à  toutes  ses  parties,  et  d'une 
rotation  propre  à  chacun  de  ses  points  autour  d'un  cer- 
tain axe  constant  ou  variable.  Par  des  motifs  de  simpli- 
fication analytique  dont  nous  aurons  occasion,  dans  la 
leçon  suivante,  d'indiquer  l'origine,  les  géomètres  con- 
sidèrent toujours  de  préférence  le  mouvement  de  rotation 
d'un  système  quelconque  relativement  à  son  centre  de 
gravité,  ou,  pour  mieux  dire,  à  son  centre  des  moyennes 
distances,  qui  présente,  sous  ce  rapport,  des  propriétés 
générales  très  remarquables,  dont  la  découverte  est  due 
à  Euler.  Dès  lors  l'analyse  complète  du  mouvement 
d'un  système  animé  de  forces  quelconques  consiste  es- 
sentiellement :  r  à  déterminer  à  chaque  instant  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  et  la  direction  dans  laquelle 
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il  se  meut,  ce  qui  suffit  pour  faire  connaître^  comme 
nous  le  constaterons,  tout  ce  qui  concerne  la  translation 
du  système  ;  2"  à  déterminer  également  à  chaque  ins- 
tant la  direction  de  l'axe  instantané  de  rotation  passant 
par  le  centre  de  gravité,  et  la  vitesse  de  rotation  de 
chaque  partie  du  système  autour  de  cet  axe.  Il  est  clair, 
en  effet,  que  toutes  les  circonstances  secondaires  du 
mouvement  pourront  nécessairement  être  déduites,  dans 
chaque  cas,  de  ces  deux  déterminations  principales. 

La  formule  générale  de  la  dynamique,  établie  ci-des- 
sus, est  évidemment,  par  sa  nature,  tout  aussi  directe- 
ment applicable  au  mouvement  des  fluides  qu'à  celui  des 
solides,  pourvu  qu'on  prenne  convenablement  en  con- 
sidération les  conditions  qui  caractérisent  l'état  fluide, 
soit  liquide,  soit  gazeux,  ce  que  nous  avons  eu  occasion 
d'indiquer  dans  la  leçon  précédente  au  sujet  de  l'équi- 
libre. Aussi  d'Alembert,  après  avoir  découvert  le  prin- 
cipe fondamental  qui  lui  a  permis,  vu  les  progrès  de  la 
statique,  de  traiter  dans  son  ensemble  la  dynamique 
d'un  système  quelconque,  en  a-t-il  fait  immédiatement 
application  à  l'établissement  des  équations  générales  du 
mouvement  des  fluides,  entièrement  inconnues  jusqu'a- 
lors. Ces  équations  s'obtiennent  surtout  avec  une  grande 
facilité  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  tel 
qu'il  est  exprimé  par  la  formule  générale  précédente. 
Cette  partie  de  la  dynamique  ne  laisse  donc  réellement 
rien  à  désirer  sous  le  rapport  concret,  et  ne  présente 
plus  que  des  difficultés  purement  analytiques,  relatives 
à  l'intégration  des  équations  aux  différences  partielles 
auxquelles  on  parvient.  Mais  il  faut  reconnaître  que  cette 
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iiili'Hi'alioii  générale  offrant  jusqu'ici  des  obstacles  in- 
surmontables, les  connaissances  effectives  qu'on  peut 
déduire  de  cette  tbéorie  sont  encore  extrêmement  im- 
parfaites, même  dans  les  cas  les  plus  simples  ;  ce  qui 
nous  semblera  sans  doute  inévitable,  en  considérant  la 
grande  complication  que  nous  avons  déjà  reconnue  à  cet 
égard  dans  les  questions  de  pure  statique,  dont  la  na- 
ture est  cependant  bien  moins  complexe.  Le  seul  pro- 
blème de  l'écoulement  d'un  liquide  pesant  par  un  orifice 
donné,  quelque  facile  qu'il  doive  paraître,  n'a  pu  en- 
core être  résolu  d'une  manière  vraiment  satisfaisante. 
Afin  de  simplifier  suffisamment  les  recherches  analy- 
tiques dont  il  dépend,  les  géomètres  ont  été  obligés 
d'adopter  la  célèbre  hypothèse  proposée  par  Daniel 
Bernouilli,  sous  le  nom  parallélisme  des  tranches,  qui 
permet  de  ne  considérer  le  mouvement  que  par  tran- 
ches, au  lieu  de  devoir  l'envisager  molécule  à  molécule. 
Mais  cette  hypothèse  qui  consiste  à  regarder  chaque  sec- 
tion horizontale  du  liquide  comme  se  mouvant  en  tota- 
lité et  prenant  la  place  de  la  suivante,  est  évidemment 
en  contradiction  formelle  avec  la  réalité  dans  presque 
tous  les  cas,  excepté  dans  un  petit  nombre  de  circons- 
tances choisies  pour  ainsi  dire  expressément,  à  cause  des 
mouvements  latéraux  dont  une  telle  hypothèse  fait 
complètement  abstraction,  et  dont  l'existence  sensible 
impose  nécessairement  la  loi  d'étudier  isolément  le  mou- 
vement de  chaque  molécule.  La  science  générale  de 
l'hydrodynamique  ne  peut  donc  réellement  encore  être 
envisagée  que  comme  étant  à  sa  naissance,  même  relati- 
vement aux  liquides,  et  à  plus  forte  raison  à  l'égard  des 
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gaz.  Mais  il  importe  éminemment  de  reconnaître,  d'un 
autre  côté,  que  tous  les  grands  travaux  qui  restent  à 
faire  sous  ce  rapport  consistent  essentiellement  dans  les 
progrès  de  la  seule  analyse  mathématique,  les  équations 
fondamentales  du  mouvement  des  fluides  étant  irrévo- 
cablement établies. 

Après  avoir  considéré  sous  ces  divers  aspects  princi- 
paux le  caractère  général  de  la  méthode  en  mécanique 
rationnelle,  et  indiqué  comment  toutes  les  questions 
qu'elle  peut  offrir  se  réduisent  à  des  recherches  pure- 
ment analytiques,  il  nous  reste  maintenant,  pour  com- 
pléter l'examen  philosophique  de  cette  science  fonda- 
mentale, à  envisager,  dans  la  leçon  suivante,  les  résul- 
tats principaux  obtenus  par  l'esprit  humain  en  procédant 
ainsi,  c'est-à  dire  les  propriétés  générales  les  plus  re- 
marquables de  l'équilibre  et  du  mouvement. 
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DIX-HUITIÈME  LEÇON 

Contiiiflérutions  («ur  les  théorèmes  généraux  de  mécanique 
rationnelle. 

Le  but  et  l'esprit  de  cet  ouvrage,  aussi  bien  que  son 
étendue  naturelle,  nous  interdisent  nécessairement  ici 
tout  développement  spécial  relatif  à  l'application  des 
équations  fondamentales  de  l'équilibre  et  du  mouvement 
à  la  solution  effective  d'aucun  problème  mécanique  par- 
ticulier. Néanmoins,  on  ne  se  formerait  qu'une  idée  in- 
complète du  caractère  philosophique  de  la  mécanique 
rationnelle  envisagée  dans  son  ensemble,  si,  après  avoir 
convenablement  étudié  la  méthode,  on  ne  considérait 
enfin  les  grands  résultats  théoriques  de  la  science,  c'est- 
à-dire  les  principales  propriétés  générales  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  découvertes  jusqu'ici  par  les  géomètres, 
et  qui  nous  restent  maintenant  à  examiner.  Ces  diverses 
propriétés  ont  été  conçues  dans  l'origine  comme  autant 
de  véritables  y^r me dont  chacun  était  destiné  primi- 
tivement à  procurer  la  solution  d'un  certain  ordre  de 
nouveaux  problèmes  mécaniques,  supérieurs  aux  mé- 
thodes connues  jusqu'alors.  Mais,  depuis  que  l'ensemble 
de  la  mécanique  rationnelle  a  pris  son  caractère  systé- 


MATHÉMATIQUE  5G7 

matique  définitif,  chacun  de  ces  anciens  principes  a  été 
ramené  à  n'être  plus  qu'un  simple  théorème  plus  ou  moins 
g-énéral,  résultat  nécessaire  des  théories  fondamentales 
de  la  statique  et  de  la  dynamique  abstraites  :  c'est  seule- 
ment sous  ce  point  de  vue  philosophique  que  nous 
devons  les  envisager  ici.  Commençons  par  ceux  qui  se 
rapportent  à  la  statique. 

Le  théorème  le  plus  remarquable  qui  ait  été  déduit 
jusqu'à  présent  des  équations  générales  de  l'équilibre 
est  la  célèbre  propriété,  primitivement  découverte  par 
Torricelli,  relativement  à  l'équilibre  des  corps  pesants. 
Elle  consiste  proprement  en  ce  que,  quand  un  système 
quelconque  de  corps  pesants  est  dans  sa  situation  d'équi- 
libre, son  centre  de  gravité  est  nécessairement  placé  au 
point  le  plus  bas  ou  le  plus  haut  possible,  comparative- 
ment à  toutes  les  positions  qu'il  pourrait  prendre  d'après 
toute  autre  situation  du  système.  Torricelli  a  d'abord 
présenté  cette  propriété  comme  immédiatement  vérifiée 
par  les  conditions  d'équilibre  connues  de  tous  les  sys- 
tèmes de  poids  considérés  jusqu'alors.  Mais  les  considé- 
rations générales  d'après  lesquelles  il  a  tenté  ensuite  de 
la  démontrer  directement  sont  réellement  peu  satisfai- 
santes, et  offrent  un  exemple  sensible  de  la  nécessité  de 
se  défier,  dans  les  sciences  mathématiques^  de  toute  idée 
dont  le  caractère  n'est  point  parfaitement  précis,  quelque 
plausible  qu'elle  puisse  d'ailleurs  paraître.  En  effet,  le 
raisonnement  de  Torricelli  consiste  essentiellement  à  re- 
marquer que,  la  tendance  naturelle  du  poids  étant  de 
descendre,  il  y  aura  nécessairement  équilibre  si  le  centre 
de  gravité  se  trouve  placé  le  plus  bas  possible.  L'insuffi- 
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saiico  (l(>  cvWo  coiisidéralioii  est  évidente,  puisqu'elle 
n  t'xpliijuc  point  pourquoi  il  y  a  également  équilibre 
(piaiid  renire  de  gravité  est  placé  le  plus  haut  possible, 
iM  (pi\dle  tendrait  même  à  démontrer  que  ce  second  cas 
d'équilibre  ne  peut  exister,  tandis  que,  sous  le  point  de 
vue  théorique,  il  est  aussi  réel  que  le  premier,  quoique, 
par  le  défaut  de  stabilité,  on  ait  rarement  occasion  de 
l'observer  dans  la  pratique.  Ainsi ,  pour  choisir  un  exemple 
très  simple,  la  loi  d'équilibre  d'un  pendule  exige  que  le 
centre  de  gravité  du  poids  soit  placé  sur  la  verticale  me- 
née parle  point  de  suspension,  ce  qui  offre  une  vérifica- 
tion palpable  du  théorème  de  Torricelli;  mais,  quand  on 
fait  abstraction  de  la  stabilité,  il  est  évident  que  ce  centre 
de  gravité  peut  d'ailleurs  être  indifféremment  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  de  suspension,  l'équilibre  ayant 
également  lieu  dans  les  deux  cas. 

La  véritable  démonstration  générale  du  théorème  de 
Torricelli  consiste  à  le  déduire  du  principe  fondamental 
des  vitesses  virtuelles,  qui  le  fournit  immédiatement 
avec  la  plus  grande  facilité.  Il  suffit,  en  effet,  pour  cela, 
d'appliquer  directement  ce  principe  à  l'équilibre  d'un 
système  quelconque  de  corps  pesants,  à  l'égard  duquel 
il  donne  aussitôt  l'équation 

Pdz  =  o, 

où  P  désigne  un  quelconque  des  poids,  et  z  la  hauteur 
verticale  de  son  centre  de  gravité.  Or,  d'après  la  défini- 
tion générale  du  centre  de  gravité  de  tout  système  de 
poids,  on  a  évidemment  en  nommant  Pj  le  poids  total 
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du  système,  et  s,  l'ordonnée  verticale  de  son  centre  de 
gravité,  la  relation 

J  Pdz=zP,dz,. 

Ainsi  Téquation  des  vitesses  virtuelles  devient,  dans  ce 
cas,  dz^=o  ;  ce  qui,  conformément  à  la  théorie  analy- 
tique g"énérale  des  maxima  et  minima,  démontre  immé- 
diatement que  la  hauteur  verticale  du  centre  de  gravité 
du  système  est  alors  un  maximum  ou  un  minimum^ 
comme  l'indique  le  théorème  de  Torricelli. 

Cette  importante  propriété,  indépendamment  du  grand 
intérêt  qu'elle  présente  sous  le  point  de  vue  physique, 
peut  même  être  avantageusement  employée  pour  faciliter 
la  solution  générale  de  plusieurs  problèmes  essentiels 
de  statique  rationnelle,  relativement  aux  corps  pesants. 
Ainsi,  par  exemple,  elle  suffit  à  l'entière  résolution  de 
la  célèbre  question  de  la  chaînette,  c'est-à-dire  de  la  fi- 
gure que  prend  une  chaîne  pesante  suspendue  à  deux 
points  fixes,  et  ensuite  librement  abandonnée  à  la  seule 
influence  de  la  gravité,  en  la  supposant  parfaitement 
flexible,  et  de  plus  inextensible.  En  effet,  le  théorème  de 
Torricelli  indiquant  alors  que  le  centre  de  gravité  doit 
être  placé  le  plus  bas  possible,  le  problème  appartient 
immédiatement  à  la  théorie  générale  des  isopérimètres, 
indiquée  dans  la  huitième  leçon,  puisqu'il  se  réduit  à 
déterminer,  parmi  toutes  les  courbes  de  même  contour 
tracées  entre  les  deux  points  fixes  donnés,  quelle  est 
celle  qui  jouit  de  cette  propriété  caractéristique,  que  la 
hauteur  verticale  de  son  centre  de  gravité  totale  soit  un 
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minimum,  coiulilioii  qui  suff'il  pour  déterminer  complè- 
Ifiiienl,  ù  Taidc  du  calcul  des  variations,  l'équation  dif- 
féientielle,  et  ensuite  l'équalion  finie  de  la  courbe  cher- 
ché(\  Il  en  est  de  môme  dans  quelques  autres  questions 
intéressantes  relatives  à  l'équilibre  des  poids. 

Le  théorème  de  Torricelli  a  éprouvé  plus  tard  une 
importante  généralisation  par  les  travaux  de  Maupertuis, 
qui,  sous  le  nom  de  loi  du  repos,  a  découvert  une  pro- 
priété très  étendue  de  l'équilibre,  dont  celle  ci-dessus 
considérée  n'est  plus  qu'un  simple  cas  particulier.  C'est 
seulement  à  la  pesanteur  terrestre,  ou  à  la  gravité  pro- 
prement dite,  que  s'applique  la  loi  trouvée  par  Torricelli. 
Celle  de  Maupertuis  s'étend,  au  contraire,  à  toutes  les 
forces  attractives  qui  peuvent  faire  tendre  les  corps  d'un 
système  quelconque  vers  des  centres  fixes,  ou  les  uns 
vers  les  autres,  suivant  une  fonction  quelconque  de  la 
distance,  indépendante  de  la  direction,  ce  qui  comprend 
toutes  les  grandes  forces  naturelles.  On  sait  que,  dans 
ce  cas,  l'expression  P 6p  +  P'âp'  +  etc.,  qui  forme  le 
premier  membre  de  l'équation  générale  des  vitesses  vir- 
tuelles, se  trouve  nécessairement  être  toujours  une  dif- 
férentielle exacte.  Par  conséquent,  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  consiste  alors  proprement  en  ce  que  la  varia- 
tion de  son  intégrale  est  nulle,  ce  qui  indique  évidem- 
ment, d'après  la  théorie  fondamentale  des  maxima  et 
minima,  que  cette  intégrale  est  constamment, 

dans  le  cas  d'équilibre,  un  maximum  ou  un  minimum. 
C'est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  Maupertuis,  considé- 
rée sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  déduite  ainsi 
directement  avec  une  extrême  simplicité  du  principe 
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fondamental  des  \itesses  virtuelles,  qui  duit  nécessaire- 
ment renfermer  impHcitement  toutes  les  propriétés  aux- 
quelles peut  donner  lieu  la  théorie  de  réquilibre.  Le  théo- 
rème de  Maupertuis  a  été  présenté  par  Lagrange  sous 
un  aspect  plus  concret  et  plus  remarquable,  en  le  ratta- 
chant à  la  noiion  des  forces  vives,  dont  nous  nous  occu- 
perons plus  bas.  Lasrrans^e.  considérant  qu^^  l  intHorab^ 
y  Poz  envisasrée  par  Maupertuis  est  nécessairenit-nt 
toujours,  d'après  la  théorie  analytique  générale  du  mou- 
vement, le  complément  de  la  somme  des  furces  vives  du 
système  à  une  certain*^  constante,  en  a  conclu  que  cette 
somme  de  forces  vives  est  un  rrànimuin  b-rsque  l'inté- 
^ale  précédente  est  un  macimum.  et  réci|a  oquement. 
D'après  cela,  le  théorème  de  Maupertuis  peut  être  envi- 
sagé plus  simplement  comme  consistant  en  ce  que  la  si- 
tuation d'équilibre  d"un  svstème  quelc'jnqun  est  cons- 
tamment celle  dans  laquelle  la  somme  des  f<'rces  vives 
se  trouve  être  un  marimum  ou  un  minimum.  Il  est  évi- 
dent que.  dans  le  cas  particulier  de  la  pesanteur  ter- 
restre, cette  loi  coïncide  exactement  avec  celle  de  Torri- 
celli,  la  force  \'ive  étant  alors  égale,  criiirn^  un  sait,  au 
produit  du  poids  par  la  hauteur  verticale  du  eentr^/  de 
gra\'ité,  laquelle  doit  donc  dnvenir  nécessairement  un 
maximum  <:ai  un  mini/in/m ,  s'il  v  a  équilibre. 

Une  autre  propriété  générale  très  remarquable  de 
l'équilibre,  qui  peut  être  regardée  comme  le  complé- 
ment indispensable  du  théorème  de  Torricelli  et  de  Mau- 
pertuis, consiste  dans  la  distinction  fondamentale  des  cas 
de  stabilitf^  ou  i\ instabilité-  d^  r»'-quilibre.  On  sait  que 
l'équilibre  peut  être  stablp  ou  in-^tablj'.  c'est-à-dire  que  le 
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roips,  infiniment  peu  écarté  de  sa  situation  d'équilibre, 
peut  tendre  à  y  revenir,  et  y  retourne,  en  effet,  après  un 
certain  nombre  d'oscillations  bientôt  anéanties  par  la 
résistance  du  milieu,  les  frottements,  etc.,  ou  bien  qu'il 
tend,  au  contraire,  à  s'en  éloigner  de  plus  en  plus,  pour 
ne  s'arrêter  que  dans  une  nouvelle  position  d'équilibre 
stable.  Ce  que  nous  appelons  physiquement  l'état  de 
repos  d'un  corps  n'est  réellement  autre  chose  que  V équi- 
libre stable^  car  le  repos  abstrait,  tel  que  les  géomètres 
le  conçoivent  lorsqu'ils  supposent  un  corps  qui  ne  serait 
sollicité  par  aucune  force,  ne  saurait  évidemment  exister 
dans  la  nature,  où  il  ne  peut  y  avoir  que  des  équilibres 
plus  ou  moins  durables.  L'équilibre  instable^  au  con- 
traire, constitue  effectivement  ce  que  le  vulgaire  appelle 
proprement  équilibre^  qui  désigne  toujours  un  état  plus 
ou  moins  passager  et  artificiel.  La  propriété  générale 
que  nous  considérons  maintenant,  et  dont  la  démonstra- 
tion complète  est  due  à  Lagrange,  consiste  en  ce  que, 
dans  un  système  quelconque,  l'équilibre  est  stable  ou 
instable^  suivant  que  l'intégrale  envisagée  par  Mauper- 
tuis,  et  qui  a  été  indiquée  ci-dessus,  se  trouve  être  un 
minimiitn  ou  un  maximum  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
comme  nous  l'avons  dit,  suivant  que  la  somme  des  forces 
vives  est  un  maximum  ou  un  minimum.  Ce  beau  théo- 
rème de  mécanique,  appliqué  au  cas  le  plus  simple  et  le 
plus  remarquable,  à  celui  de  l'équilibre  des  corps  pesants 
considéré  par  Torricelli,  apprend  alors  que  le  système 
est  dans  un  état  d'équilibre  stable,  quand  le  centre  de 
gravité  est  placé  le  plus  bas  possible,  et  dans  un  état 
d'équilibre  instable  quand,  au  contraire,  le  centre  de 
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gravité  est  placé  le  plus  haut  possible,  ce  qu'il  est  aisé 
de  vérifier  directement  pour  les  systèmes  les  moins  com- 
pliqués. Ainsi,  par  exemple,  l'équilibre  d'un  pendule  est 
évidemment  stable,  quand  le  centre  de  gravité  du  poids 
se  trouve  être  situé  au-dessous  du  point  de  suspension,  et 
instable  quand  il  est  au-dessus.  De  même,  un  ellipsoïde 
de  révolution,  posé  sur  un  plan  horizontal,  est  en  équi- 
libre stable  quand  il  repose  sur  le  sommet  de  son  pelit 
axe,  et  en  équilibre  instable  quand  c'est  sur  le  sommet 
de  son  grand  axe.  La  seule  observation  aurait  suffi,  sans 
doute,  pour  distinguer  les  deux  états  dans  des  cas  aussi 
simples.  Mais  la  théorie  la  plus  profonde  a  été  néces- 
saire pour  dévoiler  aux  géomètres  que  cette  distinction 
fondamentale  était  également  applicable  aux  systèmes 
les  plus  composés,  en  montrant  que  lorsque  l'intégrale 
relative  à  la  somme  des  moments  virtuels  est  un  mini- 
mum^ le  système  ne  peut  faire  autour  de  sa  situation 
d'équilibre  que  des  oscillations  très  petites  et  dont  Téten- 
due  est  déterminée,  tandis  que,  si  cette  intégrale  est,  au 
contraire,  numaximum^  ces  oscillations  peuvent  acquérir 
et  acquièrent,  en  effet,  une  étendue  finie  et  quelconque. 
Il  est,  d'ailleurs,  inutile  d'avertir  que,  par  leur  nature, 
ces  propriétés,  ainsi  que  les  précédentes,  ont  lieu  dans 
les  fluides  tout  aussi  bien  que  dans  les  solides,  ce  qui  est 
également  le  caractère  de  toutes  les  propriétés  méca- 
niques générales  à  l'examen  desquelles  nous  avons  des- 
tiné cette  leçon. 

Considérons  maintenant  les  théorèmes  g-énéraux  de 
mécanique  relatifs  au  mouvement. 

Depuis  que  ces  propriétés  ont  cessé  d'être  envisagées 
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('oiniiu'  iiiilaiil  (le  principes,  et  qu'on  n'y  a  vu  que  de 
simples  résultais  nécessaires  des  théories  dynamiques 
fondamentales,  la  manière  la  plus  directe  et  la  plus  con- 
venable de  les  établir  consiste  à  les  présenter,  ainsi  que 
l'a  fait  Lag-range,  comme  des  conséquences  immédiates 
de  l'équation  générale  de  la  dynamique,  déduite  de  la 
combinaison  du  principe  de  d'AIembert  avec  le  principe 
des  vitesses  virtuelles,  telle  que  nous  l'avons  exposée  dans 
la  leçon  précédente.  On  doit  mettre  au  nombre  des  avan- 
tages les  plus  sensibles  de  cette  méthode^,  comme  La- 
grange  l'a  justement  remarqué  ,  cette  facilité  qu'elle 
offre  pour  la  démonstration  de  ces  grands  théorèmes  de 
dynamique  dans  leur  plus  grande  généralité,  démons- 
tration à  laquelle  on  ne  pouvait  autrement  parvenir  que 
par  des  considérations  indirectes  et  fort  compliquées. 
Néanmoins,  la  nature  de  ce  cours  nous  interdit  d'in- 
diquer spécialement  ici  chacune  de  ces  démonstrations, 
et  nous  devons  nous  borner  à  considérer  seulement  les 
divers  résultats. 

Le  premier  théorème  général  de  dynamique  est  celui 
que  Newton  a  découvert  relativement  au  mouvement  du 
centre  de  gravité  d'un  système  quelconque,  et  qui  est 
habituellement  connu  sous  le  nom  principe  de  la  con- 
servation du  mouvement  du  centre  de  gravité.  New^ton  a 
reconnu  le  premier  et  démontré  par  des  considérations 
extrêmement  simples,  au  commencement  de  son  grand 
traité  des  Principes  mathématiques  de  la  philosophie 
naturelle,  que  l'action  mutuelle  des  corps  d'un  système 
les  uns  sur  les  autres,  soit  par  attraction,  soit  par  im- 
pulsion, en  un  mot,  d'une  manière  quelconque,  en 
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ayant  convenablement  égard  à  l'égalité  constante  et  né- 
cessaire entre  la  réaction  et  l'action,  ne  peut  nullement 
altérer  l'état  du  centre  de  gravité,  en  sorte  que,  s'il  n'y 
a  pas  d'autres  forces  accélératrices  que  ces  actions  réci- 
proques, et  si  les  forces  extérieures  du  système  se  ré- 
duisent seulement  à  des  forces  instantanées,  le  centre 
de  gravité  restera  toujours  immobile  ou  se  mouvra 
uniformément  en  ligne  droite.  D'Alembert  a,  depuis, 
généralisé  cette  propriété  et  prouvé  que,  quelque  alté- 
ration que  puisse  introduire  l'action  mutuelle  des  corps 
du  système  dans  le  mouvement  de  chacun  d'eux,  le 
centre  de  gravité  n'en  est  jamais  affecté,  et  que  son  mou- 
vement a  constamment  lieu  comme  si  toutes  les  forces 
du  système  y  étaient  directement  appliquées  parallèle- 
ment à  leur  direction,  quelles  que  soient  les  forces  exté- 
rieures de  ce  système,  et  en  supposant  seulement  qu'il 
ne  présente  aucun  point  fixe.  C'est  ce  qu'il  est  aisé  de 
démontrer  en  développant,  dans  la  formule  générale  de 
la  dynamique,  les  équations  relatives  au  mouvement  de 
translation  qui,  par  la  propriété  analytique  fondamen- 
tale du  centre  de  gravité,  se  trouvent  coïncider  avec 
celles  qu'aurait  fournies  le  mouvement  isolé  de  ce  centre 
si  la  masse  totale  du  système  y  eût  été  supposée  con- 
densée, et  qu'on  l'eût  conçue  animée  de  toutes  les  forces 
extérieures  du  système.  Le  principal  avantage  de  ce  beau 
théorème  est  de  pouvoir  ainsi,  en  ce  qui  concerne  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  faire  rentrer  le  cas 
d'un  corps  ou  d'un  système  quelconque  dans  celui  d'une 
molécule  unique.  Comme  le  mouvement  de  translation 
d'un  système  doit  être  estimé  par  le  mouvemcFit  de  son 
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cciih  t'  (le  gravité,  on  parvient  donc  de  cette  manière  à 
réduire  la  seconde  [)artie  de  la  dynamique  à  la  première 
pour  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  mouvements  de  trans- 
lalioii,  d'où  résulte,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  sentir,  une 
iinporlante  simplification  dans  la  solution  de  tout  pro- 
blème dynamique  particulier,  puisqu'on  peut  alors  né- 
gliger, dans  cette  partie  de  la  recherche,  les  effets  de 
l'action  mutuelle  de  tous  les  corps  proposés,  dont  la  dé- 
termination constitue  ordinairement  la  principale  diffi- 
culté de  chaque  question. 

On  ne  se  fait  pas  communément  une  assez  juste  idée 
de  l'entière  généralité  théorique  des  grands  résultats  de 
la  mécanique  rationnelle,  qui  sont  nécessairement  appli- 
cables, par  eux-mêmes,  à  tous  les  ordres  de  phénomè- 
nes naturels,  puisque  nous  avons  reconnu  que  les  lois 
fondamentales  sur  lesquelles  repose  tout  l'édifice  systé- 
matique de  la  science  ne  souffrent  d'exception  dans  au- 
cune classe  quelconque  de  phénomènes,  et  constituent 
les  faits  les  plus  généraux  de  l'univers  réel,  quoiqu'on 
paraisse  ordinairement,  dans  ce  genre  de  conceptions, 
avoir  seulement  en  vue  le  monde  inorganique.  Aussi 
est-il  à  propos,  ce  me  semble,  de  faire  remarquer  for- 
mellement ici,  au  sujet  de  cette  première  propriété  géné- 
rale du  mouvement,  que  le  théorème  a  également  lieu 
dans  les  corps  vivants  comme  dans  les  corps  inanimés. 
Quelle  que  puisse  être,  en  effet,  la  nature  des  phéno- 
mènes qui  caractérisent  les  corps  vivants,  ils  ne  sauraient 
consister  tout  au  plus  qu'en  certaines  actions  particu- 
lières des  molécules  les  unes  sur  les  autres,  qui  ne  s'ob- 
serveraient point  dans  les  corps  bruts,  sans  qu'on  doive 
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douter  d'ailleurs  que  la  réaction  y  soit  toujours,  aussi 
bien  qu'en  tout  autre  cas,  égale  au  contraire  à  l'action. 
Ainsi,  par  la  nature  même  du  théorème  que  nous  ve- 
nons de  considérer ,  il  doit  nécessairement  se  vérifier 
aussi  bien  pour  les  corps  vivants  que  pour  les  corps 
bruts,  puisque  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est 
indépendant  de  ces  actions  intérieures  mutuelles.  Il  en 
résulte,  par  exemple,  qu'un  corps  vivant,  quel  que  soit 
le  jeu  interne  de  ses  organes,  ne  saurait  de  lui-même 
déplacer  son  centre  de  gravité,  quoiqu'il  puisse  faire 
exécuter  à  quelques-uns  de  ses  points  certains  mouve- 
ments partiels  autour  de  ce  centre.  Ne  vérifie-t-on  pas 
clairement,  en  effet,  que  la  locomotion  totale  d'un  corps 
vivant  serait  entièrement  impossible  sans  le  secours  ex- 
térieur que  lui  fournit  la  résistance  et  le  frottement  du 
sol  sur  lequel  il  ^^e  meut,  ou  du  fluide  qui  le  contient  ? 
On  peut  faire  des  remarques  exactement  analogues,  re- 
lativement à  toutes  les  autres  propriétés  dynamiques 
générales  qui  nous  restent  à  considérer,  et  pour  chacune 
desquelles  je  me  dispenserai,  par  conséquent,  d'indi- 
quer spécialement  son  applicabilité  nécessaire  aux  corps 
vivants  aussi  bien  qu'aux  corps  inertes. 

Le  second  théorème  général  de  dynamique  consiste 
dans  le  célèbre  et  important  principe  des  aires,  dont  la 
première  idée  est  due  à  Képler,  qui  découvrit  et  démon- 
tra fort  simplement  cette  propriété  pour  le  cas  du  mou- 
vement d'une  molécule  unique,  ou,  en  d'autres  termes, 
d'un  corps  dont  tous  les  points  se  meuvent  identique- 
ment. Képler  établit,  par  les  considérations  les  plus  élé- 
mentaires, que,  si  la  force  accélératrice  totale  dont  une 
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iiloirciilo  est  animée  lond  coiislamnierit  vers  un  point 
fixe,  le  rayon  vocleur  du  mobile  décrit  autour  de  ce 
j)()inl  (les  aires  égales  en  temps  égaux,  dételle  sorte  que 
Taire  décrite  au  bout  d'un  temps  quelconque  croît  pro- 
portionneUement  à  ce  temps.  Il  fit  voir  en  outre  que, 
réciproquement,  si  une  semblable  relation  a  été  véri- 
fiée dans  le  mouvement  d'un  corps  par  rapport  à  un  cer- 
tain point,  c'est  une  preuve  suffisante  de  l'action  sur  ce 
corps  d'une  force  dirigée  sans  cesse  vers  ce  point.  Cette 
belle  propriété  se  déduit  d'ailleurs  très  aisément  des 
équations  g-énérales  du  mouvement  curviligne  d'une  mo- 
lécule, exposées  dans  la  leçon  précédente,  en  plaçant 
l'origine  des  coordonnées  au  centre  des  forces,  et  con- 
sidérant l'expression  de  l'aire  décrite  sur  l'un  quelconque 
des  plans  coordonnés  par  la  projection  correspondante 
du  rayon  vecteur  du  mobile.  Cette  découverte  de  Kepler 
est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  eu  lieu  avant  que 
la  dynamique  eût  été  réellement  créée  par  Galilée.  Nous 
aurons  occasion  de  remarquer,  dans  la  partie  astrono- 
mique de  ce  cours,  que  Képler  ayant  reconnu  que  les 
rayons  vecteurs  des  planètes  décrivent  autour  du  soleil 
des  aires  proportionnelles  aux  temps,  ce  qui  constitue  la 
première  de  ses  trois  grandes  lois  astronomiques,  en 
conclut  ainsi  que  les  planètes  sont  continuellement  ani- 
mées d'une  tendance  vers  le  soleil,  dont  il  était  réservé 
à  Newton  de  découvrir  la  loi. 

Mais,  quelle  que  soit  l'importance  de  ce  premier  théo- 
rème des  aires,  qui  est  ainsi  une  des  bases  essentielles 
de  la  mécanique  céleste,  on  ne  doit  plus  y  voir  aujour- 
d'hui que  le  cas  particulier  le  plus  simple  du  grand  théo- 
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rème  général  des  aires,  découvert  presque  simultanément 
et  sous  des  formes  différentes  par  d'Arcy,  par  Daniel 
Bernouilli  et  par  Euler,  vers  le  milieu  du  siècle  dernier. 
La  découverte  de  Képler  n'était  relative  qu'au  mouve- 
ment d'un  point;  celle  de  d'Arcy  se  rapporte  au  mouve- 
ment de  tout  système  quelconque  de  corps  agissant  les 
uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque,  ce  qui 
constitue  un  cas,  non-seulement  plus  compliqué,  mais 
même  essentiellement  différent,  à  cause  de  ces  actions 
mutuelles.  Le  théorème  consiste  alors  en  ce  que,  par 
suite  de  ces  influences  réciproques,  l'aire  que  décrira 
séparément  le  rayon  vecteur  de  chaque  molécule  du 
système  à  chaque  instant  autour  d'un  point  quelconque 
pourra  bien  être  altérée,  mais  que  la  somme  algébrique 
des  aires  ainsi  décrites  par  les  projections  sur  un  plan 
quelconque  des  rayons  vecteurs  de  toutes  les  molécules, 
en  donnant  à  chacune  de  ces  aires  le  signe  convenal)le 
d'après  la  règle  ordinaire,  ne  souffrira  aucun  changement, 
en  sorte  que,  s'il  n'y  a  pas  d'autres  forces  accélératrices 
dans  le  système  que  ces  actions  mutuelles,  celte  somme 
des  aires  décrites  demeurera  invariable  en  un  temps 
donné,  et  croîtra  par  conséquent  proportionnellement 
au  temps.  Quand  le  système  ne  présente  aucun  point 
fixe,  celte  propriété  remarquable  a  lieu  relativement  à 
un  point  quelconque  de  l'espace;  tandis  qu'elle  se  vérifie 
seulement  en  prenant  le  point  fixe  pour  centre  des  aires, 
si  le  système  en  offre  un.  Enfin,  lorsque  les  corps  du 
système  sont  animés  de  forces  accélératrices  extérieures^ 
si  ces  forces  tendent  constamment  vers  un  même  point, 
le  théorème  des  aires  subsiste  encore,  mais  uniquement 
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à  l'égard  de  ce  point.  Celle  dernière  parlie  de  la  propo- 
sition générale  fournil  évidemmenl,  comme  cas  particu- 
lier, le  Ihéorème  de  Kepler,  en  supposant  que  le  système 
se  réduise  à  une  seule  molécule. 

Dans  l'application  de  ce  théorème,  on  remplace  ordi- 
nairement la  somme  des  aires  correspondantes  à  toutes 
les  molécules  du  système  par  la  somme  équivalente  des 
produits  de  la  masse  de  chaque  corps  par  l'aire  qui  s'y 
rapporte,  ce  qui  dispense  de  partager  le  système  en  mo- 
lécules de  même  masse. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  le  théorème  général 
des  aires  a  été  découvert  par  d'Arcy;  c'est  celle  qu'on 
emploie  habituellement.  Gomme  l'aire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  de  chaque  corps  dans  un  instant  infiniment 
petit  est  évidemmenl  proportionnelle  au  produit  de  la 
vitesse  de  ce  corps  par  sa  distance  au  point  fixe  que  l'on 
considère,  on  peut  substituer  à  la  somme  des  aires  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  ce  point  de  toutes 
les  forces  du  système  projetées  sur  un  même  plan  quel- 
conque. Sous  ce  point  de  vue,  le  théorème  des  aires  pré- 
sente, suivant  la  remarque  de  Laplace,  une  propriété 
générale  du  mouvement  analogue  à  une  de  celles  de 
l'équilibre,  puisqu'il  consiste  alors  en  ce  que  cette  somme 
des  moments,  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre,  est  cons- 
tante dans  le  cas  du  mouvement.  C'est  ainsi  que  ce 
théorème  a  été  trouvé  par  Euler  et  par  Daniel  Ber- 
nouilli. 

Quelle  que  soit  l'interprétation  concrète  qu'on  juge 
convenable  de  lui  donner,  il  est  une  simple  conséquence 
analytique  directe  de  la  formule  générale  de  la  dyna- 
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mique.  Il  suffit,  pour  l'en  déduire,  de  développer  cette 
formule  en  formant  les  équations  qui  se  rapportent  au 
mouvement  de  rotation,  et  dans  lesquelles  on  apercevra 
immédiatement  l'expression  analytique  du  théorème  des 
aires  ou  des  moments,  en  ayant  ésrard  aux  conditions 
ci-dessus  indiquées.  Sous  le  rapport  analytique,  on  peut 
dire  que  l'utilité  de  ce  théorème  consiste  essentiellement 
à  fournir,  daus  tous  les  cas,  trois  intégrales  premières  des 
équations  générales  du  mouvement  ;  qui  sont  par  elles- 
mêmes  du  second  ordre,  ce  qui  tend  à  faciliter  singuliè- 
rement la  solution  définitive  de  chaque  problème  dyna- 
mique particulier. 

Le  théorème  des  aires  suffit,  pour  déterminer,  dans 
le  mouvement  général  d'un  système  quelconque,  tout  ce 
qui  se  rapporte  aux  mouvements  de  rotation,  comme  le 
théorème  du  centre  de  gra\ité  détermine  tout  ce  qui  est 
relatif  aux  mouvements  de  translation.  Ainsi,  par  la 
seule  combinaison  de  ces  deux  propriétés  générales,  on 
pourrait  procéder  à  l'étude  complète  du  mouvement  d'un 
système  quelconque  de  corps,  soit  quant  à  la  translation, 
soit  quant  à  la  rotation. 

Je  ne  dois  pas  négliger  de  signaler  sommairement  ici, 
au  sujet  du  théorème  des  aires,  la  clarté  inespérée  et  la 
simplicité  admirable  que  M.  Poinsot  y  a  introduites  en 
y  appliquant  sa  conception  fondamentale  relative  aux 
mouvements  de  rotation,  que  nous  avons  considérée 
sous  le  point  de  vue  statique  dans  la  seizième  leçon.  En 
substituant  aux  aires  ou  aux  moments  considérés  jus- 
qu'alors par  les  géomètres  les  couples  qu'engendrent 
les  forces  proposées,  M.  Poinsot  a  fait  éprouver  à  cette 
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llicol'ic  lin  jxu'fecliomicmoiiL  pliilosopliique  très  impor- 
lanl,  \w  mo  paniîl  pas  encore  avoir  été  suffisamment 
stMili.  Il  a  donné  ainsi  une  valeur  concrète,  un  sens  dy- 
namique pi'opii^  el  direct,  à  ce  qui  n'était  auparavant 
(ju'nn  simple  énoncé  géométrique  d'une  partie  des  équa- 
tions fondamentales  du  mouvement,  Une  aussi  heureuse 
transformation  générale  est  destinée,  sans  doute,  à  ac- 
croître nécessairement  les  ressources  de  l'esprit  humain 
pour  l'élaboration  des  idées  dynamiques,  en  tout  ce  qui 
concerne  la  théorie  des  mouvements  de  rotation.  On 
peut  voir  dans  le  beau  mémoire  de  M.  Poinsot  sur  les 
propriétés  des  moments  et  des  aires,  qui  se  trouve  an- 
nexé à  sa  Statique^  avec  quelle  facilité  il  est  parvenu, 
d'après  cette  lumineuse  conception,  non  seulement  à 
rendre  élémentaire  une  théorie  jusqu'alors  fondée  sur  la 
plus  haute  analyse,  mais  à  découvrir  à  cet  égard  de  nou- 
velles propriétés  générales  très  remarquables,  que  nous 
ne  devons  point  considérer  ici,  et  qu'il  eût  été  difficile 
d'obtenir  par  les  méthodes  antérieures. 

Le  théorème  des  aires  a  été,  pour  l'illustre  Laplace, 
l'origine  de  la  découverte  d'une  autre  propriété  dyna- 
mique très  remarquable,  celle  de  ce  qu'il  a  nommé  le 
plan  innariable ,  dont  la  considération  est  surtout  si  im- 
portante dans  la  mécanique  céleste.  La  somme  des  aires 
projetées  par  tous  les  corps  du  système  sur  un  plan 
quelconque  étant  constante  en  un  temps  donné,  Laplace 
a  cherché  la  direction  du  plan  à  l'égard  duquel  cette 
somme  se  trouvait  être  la  plus  grande  possible.  Or, 
d'après  la  manière  dont  ce  plan  de  la  plus  grande  aire 
ou  du  plus  grand  moment  est  déterminé,  Laplace  a  dé- 
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montré  que  sa  direction  est  nécessairement  indépen- 
dante de  la  réaction  mutuelle  des  différentes  parties  du 
système,  en  sorte  que,  par  sa  nature,  ce  plan  doit  rester 
continuellement  invariable,  quelles  que  puissent  jamais 
être  les  altérations  introduites  dans  la  situation  de  ces 
corps  par  leurs  influences  réciproques,  pourvu  qu'il  ne 
survienne  aucune  nouvelle  force  extérieure.  On  conçoit 
aisément  de  quelle  importance  doit  être,  comme  nous 
l'expliquerons  spécialement  dans  la  seconde  partie  de  ce 
cours,  la  détermination  d'un  tel  plan  relativement  à 
notre  système  solaire,  puisque,  en  y  rapportant  tous  nos 
mouvements  célestes,  il  nous  procure  l'inappréciable 
avantage  d'avoir  un  terme  de  comparaison  nécessaire- 
ment fixe,  à  travers  tous  les  dérangements  que  l'action 
mutuelle  de  nos  planètes  pourra  faire  subir  dans  la  suite 
des  temps  à  leurs  distances,  à  leurs  révolutions  et  même 
aux  plans  de  leurs  orbites,  ce  qui  est  une  première  con- 
dition évidemment  indispensable  pour  que  nous  puis- 
sions exactement  connaître  en  quoi  consistent  ces  al- 
térations. Malheureusement  nous  aurons  occasion  de 
remarquer  que  l'incertitude  où  nous  sommes  jusqu'ici 
relativement  à  la  valeur  exacte  de  plusieurs  données  es- 
sentielles ne  nous  permet  pas  encore  de  déterminer  avec 
toute  la  précision  suffisante  la  situation  de  ce  plan.  Mais 
cette  difficulté  d'application  n'affecte  en  aucune  manière 
le  caractère  de  ce  beau  théorème,  considéré  sous  le  point 
de  vue  de  la  mécanique  rationnelle,  le  seul  que  nous  de- 
vions adopter  ici. 

La  théorie  du  plan  invariable  a  été  notablement  perfec- 
tionnée dans  ces  derniers  temps  par  M.  Poinsot,  qui  a  dù 
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nalurcIlcMuonl  y  Iransportor  sa  conception  propre  rela- 
livciiKMil  à  la  théorie  générale  des  aires  ou  dos  moments, 
il  a  d'abord  considérablement  simplifié  la  notion  fonda- 
inonlab'  de  ce  plan,  de  façon  k  la  rendre  aussi  élémen- 
taire qu'il  est  possible,  en  montrant  qu'un  tel  plan  n'est 
réellement  autre  chose  que  le  plan  du  couple  général 
résultant  de  tous  les  couples  engendrés  par  les  différentes 
forces  du  système,  ce  qui  le  définit  immédiatement  par 
une  propriété  dynamique  très  sensible,  au  lieu  delà  seule 
propriété  géométrique  du  maximum  des  aires.  Quand 
une  conception  quelconque  a  été  vraiment  simplifiée 
dans  sa  nature,  l'élaboration  en  étant  par  cela  même  fa- 
cilitée, elle  ne  saurait  manquer  de  prendre  plus  d'exten- 
sion et  de  conduire  à  des  résultats  nouveaux  :  telle  est, 
en  effet,  la  marche  ordinaire  de  l'esprit  humain  dans  les 
sciences,  que  les  théories  les  plus  fécondes  en  décou- 
vertes n'ont  été  le  plus  souvent,  à  leur  origine,  qu'un 
moyen  de  rendre  plus  simple  la  solution  de  questions 
déjà  traitées.  Le  travail  que  nous  considérons  ici  en  a 
offert  une  nouvelle  preuve.  Car  la  théorie  de  M.  Poinsot 
a  permis  d'introduire  un  plus  haut  degré  de  précision 
dans  la  détermination  du  plan  invariable  propre  à  notre 
système  solaire,  en  signalant  et  rectifiant  une  impor- 
tante lacune  que  Laplace  y  avait  laissée.  Ce  grand  géo- 
mètre, en  calculant  la  situation  du  plan  du  maximum 
des  aires,  avait  cru  ne  devoir  prendre  en  considération 
que  les  aires  principales,  produites  par  la  circulation  des 
planètes  autour  du  soleil,  sans  tenir  aucun  compte  de 
celles  dues  aux  mouvements  des  satellites  autour  des 
planètes,  ou  à  la  rotation  de  tous  ces  astres  et  du  soleil 
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lui-même.  M.  Poinsot  vient  de  prouver  la  nécessité 
d'avoir  égard  à  ces  divers  éléments,  sans  quoi  le  plan 
ainsi  déterminé  ne  pourrait  point  être  regardé  comme 
rigoureusement  invariable  ;  et  en  cherchant  la  direction 
du  véritable  plan  invariable  aussi  exactement  que  le 
comporte  l'imperfection  actuelle  de  la  plupart  des 
données,  il  a  fait  voir  que  ce  plan  diffère  sensiblement  de 
celui  trouvé  par  Laplace,  ce  qu'il  est  facile  de  concevoir 
par  la  seule  considération  de  l'aire  immense  que  doit 
introduire  dans  le  calcul  la  masse  énorme  du  soleil, 
quoique  sa  rotation  soit  très  lente. 

Pour  compléter  l'indication  des  propriétés  dynamiques 
les  plus  importantes  relatives  au  mouvement  de  rotation, 
il  convient  maintenant  de  signaler  ici  les  beaux  théo- 
rèmes découverts  par  Euler  sur  ce  qu'il  a  nommé  les 
moments  d'inertie  et  les  axes  principaux^  qu'on  doit 
mettre  au  nombre  des  résultats  généraux  les  plus  im- 
portants de  la  mécanique  rationnelle.  Euler  a  donné  le 
nom  de  moment  d'inertie  d'un  corps  à  l'intégrale  qui 
exprime  la  somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque 
molécule  par  le  carré  de  sa  distance  à  l'axe  autour  du- 
quel le  corps  tourne,  intégrale  dont  la  considération  doit 
évidemment  être  très  essentielle,  puisqu'elle  peut  être 
naturellement  regardée  comme  la  mesure  exacte  de 
l'énergie  de  rotation  du  corps.  Quand  la  masse  proposée 
est  homogène,  ce  moment  d'inertie  se  détermine  comme 
les  autres  intégrales  analogues  relatives  à  la  forme  d'un 
corps;  lorsque,  au  contraire,  cette  masse  est  hétérogène, 
il  faut  de  plus  connaîire  la  loi  de;  la  densité  dans  les 
diverses  couches  qui  la  composent,  et,  à  cela  près,  l'inté" 
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m  alioii  nvsi  alors  seiilomeiil  que  plus  compliquée.  Celte 
iioliou  éliiiil  établie,  Euler,  comparant,  en  général,  les 
niomonls  (rinorlie  d'un  même  corps  quelconque  par 
i  aj)|)oi  l  a  (ous  les  axes  de  rotation  imaginables  passant 
en  un  point  doinie,  détermina  les  ax(\s  relativement  aux- 
([ueis  le  moment  d'inertie  doit  être  un  maxiyiium  ou  un 
ndnimum,  en  considérant  surtout  ceux  qui  se  coupent 
au  centre  de  gravité,  et  qui  se  distinguent  en  ce  qu'ils 
produisent  nécessairement  des  moments  moindres  que 
si,  avec  la  même  direction,  ils  étaient  placés  partout 
ailleurs.  Il  découvrit  ainsi  qu'il  existe  constamment^  en 
un  point  quelconque  d'un  corps,  et  particulièrement  au 
centre  de  gravité,  trois  axes  rectangulaires,  tels  que  le 
moment  d'inertie  du  corps  est  un  maximum  à  l'égard  de 
l'un  d'entre  eux,  et  un  minimum  à  l'égard  d'un  autre. 
Ces  axes  sont  d'ailleurs  caractérisés  par  une  autre  pro- 
priété commune  qui  leur  sert  habituellement  aujourd'hui 
de  définition  analytique,  et  qui  constitue,  en  effet,  pour 
l'analyse,  le  principal  avantage  que  l'on  trouve  à 
rapporter  le  mouvement  du  corps  à  ces  trois  axes.  Cette 
propriété  consiste  en  ce  que,  lorsque  ces  trois  axes 
sont  pris  pour  ceux  des  coordonnées  x,  y,  z,  les  inté- 
grales f  xzdm^  f  xydm,  f  yzdm  (m  exprimant  la  masse 
du  corps),  sont  nulles  relativement  au  corps  tout  entier, 
ce  qui  simplifie  notablement  les  équations  générales  du 
mouvement  de  rotation.  Mais  le  principal  théorème 
dynamique  découvert  par  Euler  à  l'égard  de  ces  axes,  et 
d'après  lequel  il  les  a  justement  appelés  axes  principaux 
de  rotation,  consiste  dans  la  stabilité  des  rotations  qui 
leur  correspondent  ;  c'est-à-dire  que,  si  le  corps  a 
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commencé  à  tourner  autour  d'un  de  ces  axes,  cette  ro- 
tation persistera  indéfiniment  de  la  même  manière,  ce 
qui  n'aurait  pas  lieu  pour  tout  autre  axe  quelconque,  la 
rotation  instantanée  s'exécutant  en  général  autour  d'un 
axe  continuellement  variable.  Ce  système  des  axes  prin- 
cipaux est  généralement  unique  dans  chaque  corps  : 
cependant,  si  tous  les  moments  d'inertie  étaient 
constamment  égaux  entre  eux,  la  direction  de  ces  axes 
deviendrait  totalement  indéterminée,  pourvu  qu'on  les 
choisit  toujours  perpendiculaires  entre  eux,  ce  qui  a 
lieu,  par  exemple,  dans  une  sphère  homogène,  où  l'on 
peut  regarder  comme  des  axes  permanents  de  rotation 
tous  les  systèmes  d'axes  rectangulaires  passant  par  le 
centre.  Il  y  aurait  encore  un  certain  degré  d'indétermi- 
nation si  le  corps  était  un  solide  de  révolution,  l'axe 
géométrique  étant  alors  un  des  axes  dynamiques  prin- 
cipaux ;  mais  les  deux  autres  pouvant  évidemment  être 
pris  à  volonté  dans  un  plan  perpendiculaire  au  premier. 
La  détermination  des  axes  principaux  présente  souvent 
de  grandes  difficultés  en  considérant  des  corps  de  figure 
et  de  constitution  quelconques  ;  mais  elle  s'effectue  avec 
une  extrême  facilité  dans  les  cas  peu  compliqués,  que  la 
mécanique  céleste  nous  présente  heureusement  comme 
les  plus  communs.  Par  exemple,  dans  un  ellipsoïde  ho- 
mogène, ou  même  seulement  composé  de  couches  sem- 
blables et  concentriques  d'inégale  densité,  mais  dont 
chacune  est  homogène,  les  trois  diamètres  conjugués 
rectangulaires  sont  eux-mêmes  les  axes  dynamiques 
principaux  :  le  moment  d'inertie  du  corps  est  un  înaxi- 
mum  relativement  au  plus  petit  de  ces  diamètres,  el  un 
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fnininium  à  l'égard  du  plus  grand.  Quand  les  axes  prin- 
('i|)aux  d'un  corps  ou  d'un  système  sont  déterminés  ainsi 
({lie  les  moments  d'inertie  correspondants,  si  le  système 
lu'  lourne  pas  autour  de  l'un  de  ces  axes,  Euler  a  établi 
(l(\s  formules  générales  très  simples,  qui  font  connaître 
constamment  les  angles  que  doit  faire  avec  eux  la  droite 
autour  de  laquelle  s'exécute  spontanément  la  rotation 
instantanée,  et  la  valeur  du  moment  d'inertie  qui  s'y 
rapporte,  ce  qui  suffit  pour  l'analyse  complète  du  mou- 
vement de  rotation. 

Tels  sont  les  théorèmes  généraux  de  dynamique  qui 
se  rapportent  directement  à  l'entière  détermination  du 
mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système  quelconque, 
soit  quant  à  la  translation,  soit  quant  à  la  rotation.  Mais 
outre  ces  propriétés  fondamentales,  les  géomètres  en 
ont  encore  découvert  plusieurs  autres  très  générales, 
qui,  sans  être  aussi  strictement  indispensables,  méritent 
singulièrement  d'être  signalées  dans  un  examen  philoso- 
phique de  la  mécanique  rationnelle,  à  cause  de  leur 
extrême  importance  pour  la  simplification  des  recherches 
spéciales. 

La  première  et  la  plus  remarquable  d'entre  elles,  celle 
qui  présente  les  plus  précieux  avantages  pour  les  appli- 
cations, consiste  dans  le  célèbre  théorème  de  la  conser- 
vation des  forces  vives.  La  découverte  primitive  en  est 
due  à  Huyghens,  qui  fonda  sur  cette  considération  sa 
solution  du  problème  du  centre  d'oscillation.  La  notion 
en  fut  ensuite  généralisée  par  Jean  Bernouilli,  car 
Huyghens  ne  l'avait  établie  que  relativement  au  mouve- 
ment des  corps  pesants.  Mais  Jean  Bernouilli,  accordant 
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une  importance  exagérée  et  vicieuse  à  la  fameuse  dis- 
tinction introduite  par  Leibnitz  entre  les  forces  mortes 
et  les  forces  vives,  tenta  vainement  d'ériger  ce  théorème 
en  une  loi  primitive  de  la  nature,  tandis  qu'il  ne  saurait 
être  qu'une  conséquence  plus  ou  moins  générale  des 
théories  dynamiques  fondamentales.  Les  travaux  les 
plus  importants  dont  cette  propriété  du  mouvement  ait 
été  le  sujet  sont  certainement  ceux  de  l'illustre  Daniel 
Bernouilli,  qui  donna  au  théorème  des  forces  vives  sa 
plus  grande  extension,  ainsi  que  la  forme  systématique 
sous  laquelle  nous  le  concevons  aujourd'hui,  et  qui  en 
fit  surtout  un  si  heureux  usage  pour  l'étude  du  mouve- 
ment des  fluides. 

On  sait  que,  depuis  Leibnitz,  les  géomètres  appellent 
force  vive  d'un  corps  le  produit  de  sa  masse  par  le  carré 
de  sa  vitesse,  en  faisant  d'ailleurs  complètement  abs- 
traction des  considérations  trop  vagues  qui  avaient 
conduit  Leibnitz  à  former  une  telle  expression.  Le 
théorème  général  que  nous  envisageons  ici  consiste  en 
ce  que  quelques  altérations  qui  puissent  survenir  dans 
le  mouvement  de  chacun  des  corps  d'un  système  quel- 
conque en  vertu  de  leur  action  réciproque,  la  somme 
des  forces  vives  de  tous  ces  corps  reste  constamment  la 
môme  en  un  temps  donné.  C'est  ce  qu'on  démontre 
aujourd'hui  avec  la  plus  grande  facilité  d'après  les 
équations  fondamentales  du  m.ouvement  d'un  système 
quelconque,  et  surtout  comme  l'a  fait  Lagrange,  en 
partant  de  la  formule  générale  de  la  dynamique  exposée 
dans  la  leçon  précédente.  Sous  le  point  de  vue  analytique, 
l'extrême  utilité  de  ce  beau  théorème  consiste  essen- 
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licllenicnl  en  ce  qu'il  fournil  toujours  d'avance  une 
première  équation  finie  enlre  les  masses  et  les  vitesses 
(les  différents  corps  du  système.  Cette  relation,  qui  peut 
être  envisagée  comme  une  des  intégrales  définitives  des 
équations  différentielles  du  mouvement,  suffit  à  l'entière 
solution  du  problème,  toutes  les  fois  qu'il  est  réduc- 
tible à  la  détermination  du  mouvement  d'un  seul  des 
corps  que  l'on  considère,  détermination  qui  s'effectue 
alors  avec  une  grande  facilité. 

Mais  pour  se  faire  une  juste  idée  de  cette  importante 
propriété,  il  est  indispensable  de  remarquer  qu'elle  est 
assujettie  à  une  limitation  considérable,  qui  ne  permet 
point,  sous  le  rapport  de  la  généralité,  de  la  placer  sur  la 
même  ligne  que  les  théorèmes  précédemment  examinés. 
Cette  limitation,  découverte  à  la  fin  du  dernier  siècle 
par  Carnot,  consiste  en  ce  que  la  somme  des  forces  vives 
subit  constamment  une  diminution  dans  le  choc  des 
corps  qui  ne  sont  pas  parfaitement  élastiques,  et  géné- 
ralement toutes  les  fois  que  le  système  éprouve  un  chan- 
gement brusque  quelconque.  Carnot  a  démontré  qu'alors 
il  y  a  une  perte  de  forces  vives  égale  à  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  par  ce  change- 
ment. Ainsi  le  théorème  de  la  conservation  des  forces 
vives  n'a  lieu  qu'autant  que  le  mouvement  du  système 
varie  seulement  par  degrés  insensibles,  ou  qu'il  ne  sur- 
vient de  choc  qu'entre  des  corps  doués  d'une  élasticité 
parfaite.  Cette  importante  considération  complète  la  no- 
tion générale  qu'on  doit  se  former  d'une  propriété  aussi 
remarquable. 

De  tous  les  grands  théorèmes  de  mécanique  ration- 
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nelle,  celui  que  nous  venons  d'envisager  est  sans  con- 
tredit le  plus  important  pour  les  applications  à  la  méca- 
nique industrielle  ;  c'est-à-dire  en  ce  qui  concerne  la 
théorie  du  mouvement  des  machines,  en  tant  qu'elle  est 
susceptible  d'être  établie  d'une  manière  exacte  et  pré- 
cise. Le  théorème  des  forces  vives  a  commencé  à  fournir 
jusqu'ici,  sous  ce  point  de  vue,  des  indications  générales 
très  précieuses,  qui  ont  été  surtout  présentées  avec  une 
netteté  et  une  concision  parfaites,  dans  le  travail  de 
Carnot,  auquel  on  n'a  ajouté  depuis  rien  de  vraiment 
essentiel.  Ce  théorème  présente  directement,  en  effet, 
la  considération  dynamique  d'une  machine  quelconque 
sous  son  véritable  aspect,  en  montrant  que,  dans  toute 
transmission  et  modification  du  mouvement  effectuée 
par  une  machine,  il  y  a  simplement  échange  de  force 
vive  entre  la  masse  du  moteur  et  celle  du  corps  à  mou- 
voir. Cet  échange  serait  complet,  c'est-à-dire  toute  la 
force  vive  du  moteur  serait  utilisée  en  évitant  les  chan- 
gements brusques,  si  les  frottements,  la  résistance  des 
milieux,  etc.,  n'ea  absorbaient  nécessairement  une  por- 
tion plus  ou  moins  considérable  suivant  que  la  machine 
est  plus  ou  moins  compliquée.  Cette  notion  met  dans 
tout  son  jour  l'absurdité  de  ce  qu'on  a  appelé  le  mou- 
vement perpétuel,  en  indiquant  même  d'une  manière 
générale  à  quel  instant  la  machine  abandonnée  à  sa 
seule  impulsion  primitive  doit  s'arrêter  spontanément  ; 
mais  cette  absurdité  est  d'aiheurs  de  sa  nature  tellement 
sensible,  (|u'Hiiyhgens  avait,  au  contraire,  fondé  en 
pai  tie  sa  démonstration  du  théorème  des  forces  vives 
sur  l'évidence  manifeste  d'une  telle  iui possibilité.  Quoi 
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(ju'il  (Ml  soil,  co  théorème  doiino  une  idée  nelle  de  la 
véritable  perfection  dynamique  d'une  machine,  en  la 
réihiisanl  à  utiliser  la  plus  grande  fraction  possible  de  la 
force  vive  du  moteur,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  généra- 
lement qu'en  s'efforçant  de  simplifier  le  mécanisme  au- 
tant que  le  comporte  la  nature  du  moteur.  On  conçoit, 
en  effet,  que  si  l'on  mesure,  comme  il  semble  naturel  de 
le  faire,  l'effet  dynamique  utile  d'un  moteur  en  un  temps 
donné  par  le  produit  du  poids  qu'il  peut  élever  et  de  la 
hauteur  à  laquelle  il  le  transporte,  cet  effet  équivaut  im- 
médiatement, d'après  les  lois  du  mouvement  vertical 
des  corps  pesants,  à  une  force  vive,  et  non  à  une  quan- 
tité de  mouvement.  Sous  ce  point  de  vue,  la  fameuse 
discussion  soulevée  par  Leibiiitz  au  sujet  des  forces  vives, 
et  à  laquelle  prirent  part  tous  les  grands  géomètres  de 
cette  époque,  ne  doit  point  être  regardée  comme  aussi 
dépourvue  de  réalité  que  d'Alembert  a  paru  le  croire. 
On  s'était  sans  doute  mépris  en  pensant  que  la  méca- 
nique rationnelle  était  intéressée  dans  cette  contestation, 
qui  ne  saurait,  en  effet,  selon  la  remarque  de  d'Alembert, 
exercer  sur  elle  la  moindre  influence  réelle.  Le  point  de 
vue  théorique  et  le  point  de  vue  pratique  n'avaient  pas 
été  assez  soigneusement  séparés  par  les  géomètres  qui 
suivirent  cette  discussion.  Mais,  sous  le  seul  point  de 
vue  de  la  mécanique  industrielle,  elle  n'en  avait  pas 
moins  une  véritable  importance.  Elle  pourrait  même 
être  utilement  reprise  aujourd'hui,  car  les  objections 
qui  ont  été  faites  contre  la  mesure  vulgaire  de  la  valeur 
dynamique  des  moteurs  méritent  d'être  prises  en  sé- 
rieuse   considération,   vu  qu'il  semble  en  effet  peu 
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rationnel  de  prendre  pour  imité  un  mouvement  qui  n'est 
point  uniforme. 

Mais,  quelque  décision  qu'on  finisse  par  adopter  sur 
cette  contestation  non  terminée,  l'application  du  théo- 
rème des  forces  vives  n'en  conservera  pas  moins  toute 
son  importance  pour  montrer  sous  son  vrai  jour  la  des- 
tination réelle  des  machines,  en  prouvant  que  nécessai- 
rement elles  font  perdre  en  vitesse  ou  en  temps  ce 
qu'elles  font  gagner  en  force,  ou  réciproquement,  de  telle 
sorte  que  leur  utilité  consiste  essentiellement  à  échanger 
les  uns  dans  les  autres  les  divers  facteurs  de  l'effet  à 
produire,  sans  pouvoir  jamais  l'augmenter  par  elles- 
mêmes  dans  sa  totalité,  et  en  lui  faisant  constamment 
subir  au  contraire  une  inévitable  diminution,  ordinai- 
rement très  notable.  Il  est  douteux,  du  reste,  que  l'ap- 
plication de  ce  théorème  puisse  à  aucune  époque  etré 
poussée  beaucoup  plus  loin  que  les  indications  générales 
de  ce  genre,  car  le  véritable  calcul  à  priori  de  l'effet 
précis  d'une  machine  quelconque  donnée  présente, 
comme  problème  de  dynamique,  une  trop  grande  com- 
plication, et  exige  la  connaissance  exacte  d'un  trop 
grand  nombre  de  relations  encore  complètement  incon- 
nues, pour  pouvoir  être  efficacement  tenté  dans  la  plu- 
part des  cas  (1). 

(1)  La  véritable  théorie  propre  de  la  mécanique  industrielle,  qui  n'est 
nullement,  ainsi  qu'on  le  croit  souvent,  une  simple  dérivation  de  la 
phoronomie  ou  mécanique  rationnelle,  et  qui  se  rapporte  à  un  ordre 
d'idées  complètement  distinct,  n'a  point  encore  été  conçue.  Il  en  est,  à 
cet  égard,  comme  de  toute  autre  science  d'application  dont  l'esprit 
humain  ne  possède  jusqu'ici  que  quelques  éléments  insuffisants,  selon 
la  remarque  indiquée  dans  notre  seconde  leçon.  La  mécanique  iudus- 
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Le  moiivomcnl  d'un  système  quelconque  présente  une 
aulio  propriété  générale  très  remarquable,  quoique 
moins  imporlanle,  soit  sous  le  rapport  analytique,  soit 
surtout  sous  le  rapport  physique,  que  celle  qui  vient 
d'être  examinée  :  c'est  la  propriété  exprimée  par  le 
célèbre  théorème  général  de  dynamique  auquel  Mau- 
pertuis  a  donné  la  dénomination  si  vicieuse  de  principe 
de  la  moindre  action. 

La  filiation  des  idées  au  sujet  de  cette  découverte 
remonte  à  une  époque  très  éloignée,  car  les  géomètres 
de  l'antiquité  avaient  déjà  fait  quelques  remarques 
qu'on  peut  concevoir  aujourd'hui  comme  équivalentes  à 

trielle,  abstraction  faite.de  la  formation  des  moteurs,  qui  dépend  de 
l'ensemble  de  nos  connaissances  sur  la  nature,  se  compose  de  deux 
classes  de  recherches  très  différentes,  les  unes  dynamiques,  les  autres 
géométriques.  Les  premières  ont  pour  objet  la  détermination  des  appa- 
reils les  plus  convenables,  afin  d'utiliser  autant  que  possible  les  forces 
motrices  données;  c'est-à-dire  d'obtenir  entre  la  force  vive  du  corps  à 
mouvoir  et  celle  du  moteur  le  rapport  le  plus  rapproché  de  l'unité,  en 
ayant  égard  aux  modifications  exigées  dans  la  vitesse  par  la  destination 
connue  de  la  machine.  Quant  aux  autres,  on  s'y  propose  de  changer  à 
volonté,  à  l'aide  d'un  mécanisme  convenable,  les  lignes  décrites  par  les 
points  d'application  des  forces.  En  un  mot,  le  mouvement  est  modifié, 
dans  les  unes,  quant  à  son  intensité;  dans  les  autres,  quant  à  sa  direc- 
tion. Les  premières  se  rapportent  à  une  doctrine  entièrement  neuve,  au 
sujet  de  laquejle  il  n'a  encore  été  produit  aucune  conception  directe  et 
vraiment  rationnelle.  Il  en  est  à  peu  près  de  même  pour  les  autres,  qui 
dépendent  de  cette  géométrie  de  situation  entrevue  par  Leibnitz,  mais 
qui  n'a  fait  jusqu'ici  presqu'aucuu  progrès.  Je  ne  connais,  à  cet  égard, 
d'autre  travail  réel  qu'une  ingénieuse  considération  élémentaire  pré- 
sentée par  Monge,  et  qui,  quoique  simplement  empirique,  mérite  d'être 
notée  ici,  ne  fût-ce  que  pour  indiquer  la  véritable  nature  de  cet  ordre 
d'idées. 

Monge  est  parti  de  cette  observation,  très  plausible,  en  effet,  que, 
dans  la  réalité,  les  mouvements  exécutés  par  les  machines  sont  ou  recti- 
lignes  ou  circulaires,  chacun  pouvant  être  d'ailleurs  ou  continu  ou 
alternatif.  11  a,  dès  lors,  envisagé  toute  machine  comme  destinée,  sous 
le  rapport  géométrique,  à  transformer  ces  divers  mouvements  élé- 
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la  vérification  de  ce  théorème  dans  le  cas  particulier  le 
plus  simple.  Ptolémée,  en  effet,  observe  expressément, 
quant  à  la  loi  de  la  réflexion  de  la  lumière,  que,  par  la 
nature  de  cette  loi,  la  lumière  en  se  réfléchissant  se 
trouve  suivre  le  plus  court  chemin  possible  pour  par- 
venir d'un  point  à  un  autre.  Lorsque  Descartes  et 
Snellius  eurent  découvert  la  loi  réelle  de  la  réfraction. 
Fermât  rechercha  si  on  ne  pourrait  point  y  arriver  à 
priori  d'après  quelque  considération  analogue  à  la  re- 
marque de  Ptolémée.  Le  minimum  ne  pouvant  alors 
avoir  lieu  relativement  à  la  longueur  du  chemin  par- 
couru, puisque  la  route  rectiligne  eût  été  possible  dans 
ce  cas,  Fermât  présuma  qu'il  existerait  à  l'égard  du 
temps.  Il  se  proposa  donc,  en  regardant  la  route  de  la 
lumière  comme  composée  de  deux  droites  différentes, 
séparées,  sous  un  angle  inconnu,  à  la  surface  du  corps 
réfringent,  quelle  devait  être  cette  direction  relative  pour 
que  le  temps  employé  par  la  lumière  dans  son  trajet  fût  le 
moindre  possible,  et  il  eut  le  bonheur  de  trouver  d'après 
cette  seule  considération  une  loi  de  la  réfraction  exac- 
tement conforme  à  celle  directement  déduite  des  obser- 
vations par  Snellius  et  par  Descartes.  Cette  belle  solution 

mentaires  les  uns  dans  les  autres.  Cela  posé,  en  épuisant  toutes  les 
combinaisons  diverses  qu'une  telle  transformation  peut  offrir,  il  en 
a  vu  résulter  nécessairement  dix  séries  d'appareils  dans  lesquelles 
peuvent  être  rangées  toutes  les  machines  connues,  ainsi  que  celles 
qu'on  imaginera  plus  tard.  Les  tableaux  résultant  de  cette  classification 
peuvent  donc  être  envisagés  comme  présentant  au  mécanicien  les 
moyens  empiriques  de  résoudre,  dans  chaque  cas,  le  problème  de 
la  transformation  du  mouvement,  en  choisissant,  parmi  tous  les  appa- 
reils propres  à  remplir  la  condition  proposée,  celui  qui  présente 
d'ailleurs  le  plus  d'avantages. 
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(>sl  (l'ailUMirs  éniinenuiioiil  rciiiarquable  dans  Fhisloire 
i^énéralc  des  progros  d(^  raiialysc  mathématique,  comme 
ayant  offert  à  Fermât  la  première  application  importante 
de  sa  célèbre  mélliode  de  DHixintis  cl  //uniniis,  qui  con- 
liciil  le  \  érilald('  ^cr  ine  primilif  du  calcul  différenliid. 

La  compaL'aisoîï  de  la  i'einar(|ue  de  Ptolémée  avec  le 
Iravail  de  Fermât  envisagé  sons  le  point  de  vue  dyna- 
niiijue  devint  pour  Maupertuis  la  base  de  la  découverte 
du  Ihcorème  que  nous  considérons.  Quoiqu'égaré,  bien 
plus  que  conduit,  par  de  vagues  considérations  méta- 
physiques sur  la  prétendue  économie  des  forces  dans  la 
nature,  il  finit  par  arriver  à  ce  résultat  important,  que  la 
trajectoire  d'un  corps  soumis  à  l'action  de  forces  quel- 
conques devait  nécessairement  être  telle,  que  l'intégrale 
du  produit  de  la  vitesse  du  mobile  par  l'élément  de  la 
courbe  décrite  fût  toujours  un  minimiim^  relativement  à 
sa  valeur  dans  toute  autre  courbe.  Mais  Lagrange  est 
avec  justice  généralement  regardé  par  les  géomètres 
actuels  comme  le  véritable  fondateur  de  ce  théorème, 
non-seulement  pour  l'avoir  généralisé  autant  que  pos- 
sible, mais  surtout  pour  en  avoir  découvert  la  véritable 
démonstration  en  le  rattachant  aux  théories  dynamiques 
fondamentales,  et  en  le  dégageant  des  notions  confuses 
et  arbitraires  que  Maupertuis  avait  employées.  Il  ne 
subsiste  maintenant  d'autre  trace  du  travail  de  Mauper- 
tuis que  le  nom  qu'il  a  imposé  à  ce  théorème,  et  dont 
l'impropriété  est  universellement  reconnue,  quoique, 
pour  plus  de  brièveté,  on  ait  continué  à  s'en  servir.  Le 
théorème,  tel  qu'il  a  été  établi  par  Lagrange  relativement 
a  un  système  quelconque  de  corps,  consiste  en  ce  que, 
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quelles  que  soient  leurs  attractions  réciproques,  ou  leurs 
tendances  vers  des  centres  fixes,  les  trajectoires  décrites 
par  ces  corps  sont  toujours  telles  que  la  somme  des  pro- 
duits de  la  masse  de  chacun  d'eux,  et  de  l'intégrale  rela- 
tive à  sa  vitesse  multipliée  par  l'élément  de  la  courbe 
correspondante,  est  nécessairement  un  maximum  ou  un 
minimum,  cette  somme  étant  étendue  à  la  totalité  du 
système.  11  importe  d'ailleurs  de  remarquer  que  la  dé- 
monstration de  ce  théorème  général  étant  fondée  sur  le 
théorème  des  forces  vives,  il  est  inévitablement  assu- 
jetli  aux  mêmes  limitations  que  celui-ci. 

Outre  la  belle  propriété  du  mouvement  contenue  dans 
cette  proposition  remarquable,  on  conçoit  que,  sous  le 
rapport  analytique,  elle  peut  être  envisagée  comme oin 
nouveau  moyen  de  former  les  équations  différentielles 
qui  doivent  conduire  à  la  détermination  de  chaque  mou- 
vement spécial.  Il  suffit,  en  effet,  conformément  à  la  mé- 
thode générale  des  maxima  et  mÀnima  fournie  par  le 
calcul  des  variations,  d'exprimer  que  la  somme  précé- 
demment indiquée  est  un  maximum  ou  un  minimum 
(soit  absolu,  soit  relatif  suivant  les  cas),  en  rendant  sa 
variation  nulle  Lagrange  a  expressément  montré 
comment,  d'après  cette  seule  considération,  on  peut,  en 
général,  retrouver  la  formule  fondamentale  de  la  dyna- 
mi(|ue.  Mais,  quelqu'utile  que  puisse  être  en  certains  cas 
une  telle  manière  de  procéder,  il  ne  faut  point  s'exagérer . 
son  importance  ;  car  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue 
qu'elle  ne  fournit  pai"  elle-même  aucune  intégrale  finie 
des  équations  du  mouvement;  elle  se  borne  seulement  à 
établir  ces  équations  d'une  autre  manière,  qui  peut 
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(|iiol(jiit'fois  elrc  plus  convenable.  Sous  ce  rapport,  le 
Ihéoiènic  de  la  moindre  action  est  certainement  moins 
précieux  que  celui  des  forces  vives.  Quoi  qu'il  en  soit,  il 
convieiil  de  remarquer  ici  avec  Lagrang-e  que  l'ensemble 
(b'  ces  (Unix  Ibéorèmes  peut  être  regardé,  en  tbèse  géné- 
ra b%  comme  suffisant  pour  l'entière  détermination  du 
mouvement  d'un  corps. 

Le  tliéorème  de  la  moindre  action  a  aussi  été  présenté 
par  Lagrange  sous  une  autre  forme  générale,  spécia- 
lement destinée  à  rendre  plus  sensible  son  interprétation 
concrète.  En  effet,  l'élément  de  la  trajectoire  pouvant 
évidemment  être  remplacé  dans  l'énoncé  de  ce  théorème 
par  le  produit  équivalent  de  la  vitesse  et  de  l'élément  du 
temps,  le  théorème  consiste  alors  en  ce  que  chaque 
corps  du  système  décrit  constamment  une  courbe  telle 
que  la  somme  des  forces  vives  consommées  en  un  temps 
donné  pour  parvenir  d'une  position  à  une  autre  est  né- 
cessairement un  maximum  ou  un  minimum. 

L'histoire  philosophique  des  travaux  relatifs  au  théo- 
rème de  la  moindre  action  est  particulièrement  propre 
à  mettre  dans  tout  son  jour  l'insuffisance  complète  et  le 
vice  radical  des  considérations  métaphysiques  employées 
comme  moyens  de  découvertes  scientifiques.  On  ne  peut 
nier  sans  doute  que  le  principe  théologique  et  métaphy- 
sique des  causes  finales  n'ait  eu  ici  quelque  utilité,  en 
contribuant  dans  l'origine  à  éveiller  l'attention  des  géo- 
mètres sur  cette  importante  propriété  dynamique,  etmême 
en  leur  fournissant  à  cet  égard  quelques  indications  va- 
gues. L'esprit  de  ce  cours,  tel  que  nous  l'avons  déjà  expres- 
sément signalé,  et  tel  qu'il  se  développera  de  plus  en  plus 
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par  la  suite,  nous  prescrit,  en  effet,  de  regarder,  en  thèse 
générale,  les  hypothèses  théologiques  et  métaphysiques 
comme  ayant  été  utiles  et  même  nécessaires  aux  proçrrès 
réels  de  l'intelligence  humaine,  en  soutenant  son  acti- 
vité aussi  longtemps  qu'a  duré  l'absence  de  conceptions 
positives  d'une  généralité  suffisante.  Mais,  alors  môme, 
les  nombreux  inconvénients  fondamentaux  inhérents  à 
une  telle  manière  de  procéder  vérifient  clairement  qu'elle 
ne  peut  être  envisagée  que  comme  provisoire.  L'exemple 
actuel  en  offre  une  preuve  sensible.  Car,  sans  l'intro- 
duction des  considérations  exactes  et  réelles  fondées  sur 
les  lois  générales  de  la  mécanique,  on  disputerait  encore, 
ainsi  que  le  remarque  Lagrange  avec  tant  de  raison,  sur 
ce  qu'il  faut  entendre  par  la  moindre  action  de  la  nature, 
la  prétendue  économie  des  forces  consistant  tantôt  dans 
l'espace,  tantôt  dans  le  temps.,  et  le  plus  souvent  n'étant 
en  effet  ni  l'un  ni  l'aulre.  Il  est  d'ailleurs  évident  que 
cette  propriété  n'a  point  ce  caractère  absolu  qu'on  avait 
d'abord  voulu  lui  imposer,  puisqu'elle  éprouve  dans  un 
grand  nombre  de  cas  des  restrictions  déterminées.  Mais 
ce  qui  rend  surtout  manifeste  le  vice  radical  des  consi- 
dérations primitives,  c'est  que,  d'après  l'analyse  exacte 
de  la  question  traitée  par  Lagrange,  on  voit  que  l'inté- 
grale ci-dessus  définie  n'est  nullement  assujettie  à  être 
nécessairement  un  minimum,  et  qu'elle  peut,  au  con- 
traire, être  tout  aussi  bien  un  maximum^  comme  il 
arrive  effectivement  en  certains  cas,  le  véritable  théo- 
rème général  consistant  seulement  en  ce  que  la  variation 
de  cette  intégrale  est  nulle  :  que  devient  dX^dv^A! économie 
des  forces,  de  quelque  manière  qu'on  prétende  caracté- 
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1  iscr  r<?r//V>??.'^  L'insuffisance  et  même  l'erreur  de  l'argu- 
nuMilation  de  Maupertuis  sont  dès  lors  pleinement  évi- 
dentes. Dans  cette  occasion,  comme  dans  toutes  celles 
où  il  a  pu  jusqu'ici  y  avoir  concours,  la  comparaison  a 
expressément  constaté  la  supériorité  immense  et  néces- 
saire de  la  philosophie  positive  sur  la  philosophie  théo- 
logique et  métaphysique,  non-seulement  quant  à  la  jus- 
tesse et  à  la  précision  des  résultats  effectifs,  mais  même 
quant  à  l'étendue  des  conceptions  et  à  l'élévation  réelle 
(kl  point  de  vue  intellectuel. 

Pour  compléter  cette  énumération  raisonnée  des  pro- 
priétés générales  du  mouvement,  je  crois  devoir  enfin 
signaler  ici  une  dernière  proposition  fort  remarquable, 
qu'on  ne  place  point  ordinairement  dans  la  même  caté- 
gorie que  les  précédentes,  et  qui  mérite  cependant,  à  un 
aussi  haut  degré,  de  fixer  notre  attention,  soit  par  sa 
beauté  intrinsèque;,  soit  surtout  par  l'importance  et 
l'étendue  de  ses  applications  aux  problèmes  dynamiques 
les  plus  difficiles.  11  s'agit  du  célèbre  théorème  général 
découvert  par  Daniel  Bernouilli,  sur  la  coexistence  des 
petites  oscillations.  Voici  en  quoi  il  consiste. 

Nous  avons  vu,  en  commençant  cette  lecoU;,  qu'il 
existe,  pour  tout  système  de  forces,  une  situation  d'équi- 
libre stable^  celle  dans  laquelle  la  somme  des  forces 
vives  est  un  des  maximum,  suivant  la  loi  de  Maupertuis 
généralisée  par  Lagrange.  Quand  le  système  est  infi- 
niment peu  écarté  de  cette  situation  par  une  cause  quel- 
conque, il  tend  à  y  revenir,  en  faisant  autour  d'elle  une 
suite  d'oscillations  infiniment  petites,  graduellement 
diminuées  et  bientôt  détruites  par  la  résistance  du 
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milieu  et  les  frollements,  et  qu'on  peut  assimiler  à 
celles  d'un  pendule  d'une  longueur  convenable  soumis  à 
l'influence  d'une  gravité  déterminée.  Mais  plusieurs 
causes  différentes  peuvent  faire  simultanément  osciller 
le  système  de  diverses  manières  autour  de  la  position 
de  stabilité.  Gela  posé,  le  théorème  de  Daniel  Bernouilli 
consiste  en  ce  que  toutes  les  espèces  d'oscillations  infi- 
niment petites  produites  par  ces  divers  dérangements 
simultanés,  quelle  que  soit  leur  nature,  ne  font  sim- 
plement que  se  superposer,  en  coexistant  sans  se  nuire, 
chacune  d'elles  ayant  lieu  comme  si  elle  était  seule.  On 
conçoit  aisément  l'extrême  importance  de  cette  belle 
proposition  pour  faciliter  l'étude  d'un  tel  genre  de  mou- 
vements, puisqu'il  suffit  d'après  cela  d'analyser  iso- 
lément chaque  sorte  d'oscillations  produite  par  chaque 
perturbation  séparée.  Cette  décomposition  est  surtout 
de  la  plus  grande  utilité  dans  les  recherches  relatives  au 
mouvement  des  fluides,  où  un  tel  ordre  de  considérations 
se  présente  presque  constamment.  Mais  la  propriété 
découverte  par  Daniel  Bernouilli  n'est  pas  moins  inté- 
ressante sous  le  rapport  physique  que  sous  le  point  de 
vue  logique.  En  effet,  envisagée  comme  une  loi  de  la 
nature,  elle  explique  directement,  de  la  manière  la  plus 
satisfaisante,  une  foule  de  faits  divers,  que  l'observation 
avait  depuis  longtemps  constatés,  et  qu'on  cherchait 
vainement  à  concevoir  jusqu'alors.  Telle  est,  par 
exemple,  la  coexistence  (b'S  ondes  produites  ;i  la  sur- 
face d'un  liquide,  lors({u'elle  se  trouve  agitée  à  la  fois 
en  plusieurs  points  différents  par  diverses  causes  quel- 
conques. Telle  est,  surtout,  dans  l'acoustique,  la  simul- 
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laiiciU'  (les  sons  disliiicts  produits  par  divers  cbran- 
IcincMils  de  l'air,  ('elle  coexistence,  qui  a  lieu  sans  confu- 
sion enlre  les  différentes  ondes  sonores,  avait  évi- 
demment élé  souvent  observée,  puisqu'elle  est  une  des 
bases  essenlielles  du  mécanisme  de  noire  audition; 
mais  elle  paraissait  inexplicable;  on  n'y  voit  plus  main- 
tenant qu'une  conséquence  immédiate  du  beau  théorème 
de  Daniel  Bernouilli. 

En  considérant  ce  théorème  sous  le  point  de  vue  le 
plus  philosophique,  on  ne  le  trouve  peut-être  pas  moins 
remarquable  par  la  manière  dont  il  résulte  des  équations 
générales  du  mouvement  que  par  son  importance  analy- 
tique ou  physique.  En  effet,  cette  coexistence  des  divers 
ordres  d'oscillations  infiniment  petites  d'un  système 
quelconque,  autour  de  sa  situation  de  stabilité,  a  lieu 
parce  que  l'équation  différentielle  qui  exprime  la  loi  de 
l'un  quelconque  de  ces  mouvements  se  trouve  être  li- 
néaire, et  conséquemment  de  la  classe  de  celles  dont 
l'intég-rale  générale  est  nécessairement  la  simple  somme 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  particulières.  Ainsi, 
sous  le  rapport  analytique,  la  superposition  des  divers 
mouvements  oscillatoires  a  pour  cause  l'espèce  de  su- 
perposition qui  s'établit  alors  entre  les  différentes  inté- 
grales correspondantes.  Cette  importante  corrélation  est 
certainement,  comme  l'observe  avec  raison  Laplace,  un 
des  plus  beaux  exemples  de  cette  harmonie  nécessaire 
entre  l'abstrait  et  le  concret,  dont  la  philosophie  mathé- 
matique nous  a  offert  tant  de  vérifications  admirables. 

Telles  sont  les  principales  considérations  philosophi- 
ques relatives  aux  différents  théorèmes  généraux  décou- 
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verts  jusqu'ici  dans  la  mécanique  rationnelle,  et  qui 
tous  dérivent,  comme  de  simples  déductions  analytiques 
plus  ou  moins  éloignées,  des  lois  fondamentales  du 
mouvement  sur  lesquelles  repose  le  système  enlier  de 
la  science  phoronomique.  L'examen  sommaire  de  ces 
théorèmes,  dont  l'ensemble  constitue  un  des  monuments 
les  plus  imposants  de  l'activité  de  rintelligence  humaine 
convenablement  dirig-ée,  était  indispensable  pour  achever 
de  déterminer  le  caractère  philosophique  de  la  science  de 
l'équilibre  et  du  mouvement,  déjà  suffisamment  tracé 
dans  les  leçons  précédentes,  à  l'égard  de  la  méthode. 
Nous  pouvons  donc  maintenant  nous  former  nettement 
une  idée  générale  de  la  nature  propre  de  cette  seconde 
branche  de  la  mathématique  concrète,  ce  qui  devait  être 
le  seul  objet  essentiel  de  notre  travail  à  ce  sujet. 

Je  me  suis  efforcé,  dans  ce  volume,  de  faire  sentir, 
autant  qu'il  a  été  en  mon  pouvoir,  en  quoi  consiste  réel- 
lement la  philosophie  mathématique,  soit  quant  à  ses 
conceptions  abstraites,  soit  quant  à  ses  divers  ordres  de 
considérations  concrètes,  soit  enfin  quant  à  la  corréla- 
tion intime  et  permanente  qui  existe  nécessairement 
entre  les  unes  et  les  autres.  Je  regette  vivement  (juc  les 
limites  dans  lesquelles  j'ai  du  me  renfermer,  vu  la  (h^s- 
tination  de  cet  ouvrage,  ne  m'aient  point  permis  de  faire 
passer,  autant  que  je  l'aurais  désiré,  dans  l'esprit  du 
lecteur  mon  sentiment  profond  de  la  nature  de  cette  im- 
mense et  admirable  science,  qui,  base  nécessaire  de  la 
philosophie  positive  tout  entière,  constitue  d'ailleurs 
évidemment,  en  elle-même,  le  témoignage  le  plus  irré- 
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ciisiihlo  (le  la  portée  du  génie  humain.  Mais  j'espère  que 
les  penseurs  qui  n'ont  pas  le  malheur  d'èlre  entièrement 
étrani^ers  à  cette  science  fondamentale  pourront,  d'après 
h^s  réflexions  que  j'ai  indiquées,  parvenir  à  en  concevoir 
nettement  le  véritable  caractère  philosophique. 

Pour  présenter  un  aperçu  vraiment  complet  de  la  phi- 
losophie mathématique  dans  son  état  actuel,  j'ai  indiqué 
d'avance  (voyez  la  3^  Leçon)  qu'il  me  reste  encore  à  con- 
sidérer une  troisième  branche  de  la  mathématique  con- 
crète, celle  qui  consiste  dans  l'application  de  l'analyse 
à  l'étude  des  phénomènes  thermologiques,  dernière 
grande  conquête  de  l'esprit  humain,  due  à  l'illustre  ami 
dont  je  déplore  la  perte  récente,  l'immortel  Fourier,  qui 
vient  de  laisser  dans  le  monde  savant  une  si  profonde  la- 
cune, longtemps  destinée  à  être  de  jour  en  jour  plus 
fortement  sentie.  Mais,  afin  de  ne  m'écarter  que  témoins 
possible  des  habitudes  encore  universellement  adoptées, 
j'ai  annoncé  que  je  croyais  devoir  ajourner  cet  impor- 
tant examen  jusqu'à  ce  que  l'ordre  naturel  des  considé- 
rations exposées  dans  cet  ouvrage  nous  ait  conduits  à  la 
partie  de  la  physique  qui  traite  de  la  tliermologie.  Quoi- 
qu'une telle  transposition  ne  soit  point  véritablement  ra- 
tionnelle, il  n'en  saurait  résulter  cependant  qu'un  incon- 
vénient secondaire,  l'appréciation  philosophique  que  je 
présenterai  ayant  d'ailleurs  exactement  le  môme  carac- 
tère que  si  elle  eût  été  placée  à  son  véritable  rang 
logique. 

Considérant  donc  maintenant  la  philosophie  mathé- 
matique comme  complètement  caractérisée,  nous  devons 
procéder  h  l'examen  de  son  application  plus  ou  moins 
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parfaite  à  rétude  des  divers  ordres  de  pliéiiomèiies  natu- 
rels suivant  leur  dei^ré  de  simplicité,  application  qui, 
par  elle-même,  est  d'ailleurs  évidemment  propre  à  jeter 
un  nouveau  jour  sur  les  vrais  principes  de  cette  philo- 
sophie, et  sans  laquelle,  en  effet,  ils  ne  sauraient  être 
convenahlement  appréciés.  Tel  sera  l'ohjet  du  volume 
suivant,  en  nous  conformant  à  l'ordre  encyclopédiqoe 
rigoureusement  déterminé  dans  la  seconde  leçon,  d'après 
la  nature  spéciale  de  chacune  des  classes  principales  de 
phénomènes  que  nous  avons  établies,  et,  par  conséquent, 
en  commençant  par  les  phénomènes  astronomiques  à 
l'étude  approfondie  desquels  la  science  mathématique 
est  éminemment  deslinée. 


FIN   DU   TOME  PREMIER. 
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